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COURS  DE  MÉCANIQUE  APPLIQUÉE  AUX  MACHINES. 


* 


Première  Section. 


Considérations  générales  sur  les  ïachines  en  mnuvcinenl. 


Objet  de  cette  section. 

L’objet  de  cette  section  est  d’exposer  les  principes  généraux  qui 
constituent  la  théorie  des  machines  en  mouvement , de  faire  con- 
naître leurs  principales  propriétés,  sous  le  point  de  vue  mécanique, 
de  prescrire  à l'avance  les  règles  et  les  conditions  essentielles  à 
l’aide  desquelles  on  doit  les  établir , enfin  de  faire  apprécier , 
lorsqu’elles  sont  construites,  leurs  défauts,  leurs  qualités  et  leurs 
effets  mécaniques  ou  industriels.  Il  est  d’ailleurs  entendu,  qu’il  ne 
sera  ici  question  que  des  machines  où  l’emploi  de  la  force  et  son 
économie  sont  une  considération  importante. 

NOTIONS  ET  PRINCIPES  SUR  LESQUELS  SE  FONDE  LA  SCIENCE  DES  MOTEURS 
ET  DES  MACHINES. 

Objet  des  machines  industrielles. 

i.  Les  machines,  considérées  sous  le  point  de  vue  industriel,  ont 
pour  objet  l’exécution  de  certains  travaux  des  arts,  à l’aide  des 
moteurs  ou  forces  motrices  que  présente  la  nature,  tels  que  les 
animaux , le  vent , Veau , le  calorique. 
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Manière  dont  on  évalue  leur  puissance  , leur  force  productive  et 
celle  des  moteurs. 

2.  La  force  ou  puissance  productive  des  machines  et  des  mo- 
teurs, c’est-à-dire  leur  pouvoir , leurs  effets  ou  qualités  mécaniques  ,’ 
s’évaluent  dans  les  arts,  par  la  quantité  de  travail,  d'une  espèce 
déterminée,  qu’ils  peuvent  produire  dans  un  temps  donné.  Leur 
valeur  absolue  dépend  d’autres  éléments,  qui  ne  sont  pas  du  ressort 
de  la  mécanique  et  dont  il  faut  néanmoins  tenir  compte  dans  la 
pratique  : tels  sont,  le  prix  du  travail , l’entretien,  la  mise  de  fonds, 
la  durée,  etc. 

Choix  de  l'unité  de  mesure  du  travail  des  machines  et  des  moteurs. 

5.  Si  le  genre  du  travail  était  toujours  le  même,  il  serait  facile 
d’apprécier,  d’après  l’expérience,  la  valeur  mécanique  des  moteurs 
et  des  machines , puisqu'elle  aurait  pour  mesure  la  quantité  de 
matière  confectionnée,  dans  un  temps  donné;  or,  il  n’en  est  pas 
ainsi,  les  travaux  des  moteurs  et  des  machines  sont  infiniment 
variés,  et,  pour  pouvoir  les  comparer  entr’eux,  les  mécaniciens 
ont  dû  adopter  une  unité,  d'espèce  particulière,  une  sorte  de 
monnaie  mécanique,  comme  l’a  dit  M.  Ravier,  qui  pût  servir  aisé- 
ment de  mesure  à tous  les  genres  de  travaux  et  ne  laissât  absolu- 
ment rien  d’arbitraire  dans  leur  évaluation  en  nombres. 

Elle  se  rapporte  à l'élévation  verticale  des  corps  pesons. 

4.  C’est  d’après  ces  considérations  et  plusieurs  autres,  que  nous 
ferons  connaître  , qu’on  a choisi , pour  cette  unité , l'effet  qui 
consiste  dans  l’élévation  verticale  des  corps  pesans.  Rien  de  plus 
facile  d’ailleurs,  que  d’évaluer  en  nombres  le  travail  dont  il  s’agit: 
car' si  l’on  prend  pour  unité  le  travail  qui  consiste  5 élever  l’unité 
de  poids  à l’unité  de  hauteur,,  il  paraîtra  évident  qu'élever  à une 
hauteur  quelconque  H un  poids  donné  P,  c’est  répéter  autant  de 
fois  l’effet  partiel  qui  répond  à l’unité  de  travail,  qu’il  y a d'unités 
de  longueur  daii3  H et  d’unités  de  poids  dans  P;  le  produit  PII  est 
'donc  la  mesure  naturelle  de  l’effet  ou  du  travail  utile  total  de  la 
force  motrice,  qui,  par  son  activité,  a élevé  le  poids  P à la  hauteur 
II;  peu  importe,  au  surplus,  la  manière  dont  ait  varié  la  vitesse 
propre  de  l’agent,  en  intensité  ou  en  direction  : car  l’effet  dont  il 
s’agit  ne  suppose  en  lui-méme  autre  cliose  qu’un  effort  vertical 
constant,  mesuré  par  P et  dont  le  point  d'application  décrit 
un  certain  chemin  II  dans  sa  direction  propre. 
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Cette  notion  et  cette  mesure  du  travail  mécanique  cadrent 
d’ailleurs  avec  la  manière  dont  se  paient,  dans  les  arts,  tous  les 
travaux  qui  se  rapportent  à l’élévation  verticale  des  fardeaux;  par 
exemple,  quand  il  s'agit  de  tirer  de  l’eau  du  fond  d’un  puits, 
d’élever  des  terres,  des  matériaux  quelconques  à certaines  hau- 
teurs. En  effet,  le  prix  est  toujours  réglé  proportionnellement  au 
nombre  des  mitres  cubes  de  chaque  espèce  de  matière  dont  le  poids, 
et  par  couséquenl  la  valeur  vénale  doivent  augmenter  avec  la  densité. 

Définition  et  mesure  des  forces. 

5.  C’est  ici  le  lieu  de  remarquer  que  nous  n’entendrons  désor- 
mais par  le  mot  force  que  la  pression,  l'effort  simple  dont  est 
capable  un  agent  quelconque,  dans  une  direction  et  un  point 
déterminés,  pression  et  effort  qui  sont  toujours  comparables  et 
peuvent  se  mesurer  par  des  poids,  à l’aide  d'instruments  à ressort, 
tels  que  le  dynamomètre  de  Régnier,  certains  pesons  du  com- 
merce, etc.,  qui  ont  été  tarés  ou  vérifiés  à l’avance,  en  y suspendant 
des  poids  étalons.  On  conçoit , en  effet , que  le  même  degré  de 
flexion  de  ces  ressorts,  en  supposant  leur  élasticité  parfaite  et 
indépendante  du  temps  ou  de  la  fatigue  (ce  qui  n’est  pas,  et  exige 
de  fréquentes  vérifications)  indique  constamment  le  même  effort 
absolu,  la  même  pression,  pourvu  que  cet  effort , cette  pression 
s’exerce  au  même  point  et  dans  la  même  direction.  Ainsi , pour 
nous,  les  forces  seront  toujours  exprimables  en  unités  de  poids, 
en  kilogrammes , par  exemple , et  nous  n’en  reconnaîtrons  pas 
d’autres  ; mais,  comme  c’est  un  fait  d’expérience  que  l’intensité  de 
la  pesanteur  varie  selon  la  position  des  lieux,  il  faut  bien  sous- 
entendre  que  cette  unité  de  poids  se  rapporte  à un  lieu  déterminé , 
ou  aux  différents  lieux  pour  lesquels  l’intensité  absolue  de  la 
gravité  reste  constante,  ce  qui  est  sensiblement  vrai,  pour  l’étendue 
entière  d'un  pays  tel  que  la  France- 

Dénominations  et  valeurs  diverses  attribuées  à Vuniti  de  travail. 

6.  Le  produit  PH  a reçu  des  mécaniciens,  diverses  dénomina- 
tions qu’il  importe  de  connaître  ; Smeaton  , ingénieur  nuglais, 
auquel  on  doit  de  nombreuses  expériences  sur  les  roues  hydrau 
liques  * le  nomme  puissance  mécanique-,  Carnot,  dans  ses  prin- 


* Recherches  expérimentales  sur  l’eau  et  le  vent,  traduit  par  M.  Girard 
qui  a joint  au  texte,  une  introduction  historique,  fort  instructive. 
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ripes  fondamentaux  de  l'équilibre  et  du  mouvement , le  nomme 
moment  d’activité  ; Monge  et  Hachette  (voyez  le  Traité  des 
Machines  de  ce  dernier) , l’ont  appelé  simplement  effet  dynamique , 
expression  qui  a le  défaut  d’étre  un  peu  vague  dans  sa  généralité  ; 
enfin  Coulomb,  suivi  en  cela  par  beaucoup  d’autres,  l’a  nommé 
quantité  d'action,  mots  expressifs  dont  il  nous  arrivera  souvent  de 
faire  usage  concurremment  avec  celui  de  travail  qui  se  présente 
naturellement  à l’esprit,  mais  qui  ont  l’inconvénient  de  s’appliquer 
à une  autre  espèce  de  quantités  déjà  en  usage  dans  la  mécanique 
rationnelle. 

Quant  à la  valeur  absolue  de  l’unité  d'action  ou  de  travail,  divers 
auteurs,  à compter  de  MM.  Mongolfier  et  Hachette,  l’ont  supposée 
égale  au  poids  du  mètre  cube  d'eau  ou  1000  kilogrammes  élevés  à 
un  mètre  de  hauteur  ; c’est  ce  produit  que  M.  Hachette  nomme  la 
grande  unité  dynamique,  M-  Clément,  dynamie  et  en  dernier  lieu , 
M.  CorioYis,  dynamode.  (Du  calcul  de  l’effet  des  machines).  M.  Charles 
Dupin  a aussi  proposé  de  prendre  pour  unité  le  poids  d’un  mètre 
cube  d'eau  élevé  à 1 kilomètre  de  hauteur,  unité  qu’il  nomme 
dyname  ( Cours  de  Mécanique,  tome  III , page  487)  ; mais  il  suppose 
que  ce  travail  s’est  opéré  régulièrement  en  unjour.ee  qui  fait  rentrer 
ledynamedans  l’espèce  d’unités  dont  il  sera  fait  mention  plus  loin. 

La  notation  employée  par  M.  Navier  ( Architecture  hydraulique  de 
Bélidor,  tome  I,  addition  au  livre  1"),  et  qui  consiste  à placer  l’in- 
diceKXm  ou  Km  à droite  et  un  peu  au-dessus  du  produit  du  poids 
en  kilogrammes  et  de  la  hauteur  en  mètres,  revient  à prendre  pour 
unité  de  travail  1 kil.  élevé  à 1 mètre  de  hauteur,  unité  que  nous 
nommerons  simplement  kilogrammèlre,  afin  d’abréger  et  d’éviter  le 
rappel  d’un  travail  particulier,  l’élévation  des  corps  pesans,  qu'il 
n’est  point  indispensable  d’exprimer,  comme  nous  le  verrons 
bientôt.  D'ailleurs  cette  dernière  convention  et  celle  qui  précède 
peuvent  s’étendre  à toutes  les  hypothèses  qu'on  pourrait  avoir  à 
faire  sur  les  unités  de  poids  ou  de  longueur  qui  entrent  dans 
l’expression  des  unités  de  travail  *• 

Unité  de  mesure  du  travail  uniforme.  — Définition  du  cheval 
dynamique. 

7.  Lorsque  l'action  des  moteurs  et  des  machines  est  longtemps 
continuée  d’une  manière  uniforme , les  nombres  qui  servent  à 

’ Introduction  tt  lu  mécanique  industrielle  , page  08 , n*  83. 
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évaluer  le  travail  peuvent  devenir  embarrassants  par  leur  longueur, 
et  alors  on  convient  de  ne  prendre  pour  sa  mesure  que  celui  qui 
se  rapporte  à l’unité  de  temps,  par  exemple  à la  seconde,  à la 
minute,  etc.  C’est  ainsi  que  les  mécaniciens  ont  été  conduits  à 
introduire  dans  la  notion  du  travail  servant  d’unité,  l’idée  de  la 
durée  qui  y est  totalement  étrangère  et  ne  peut  s’appliquer  avec 
exactitude  qu’aux  travaux  où  la  même  quantité  d’action  est  déve- 
loppée régulièrement  dans  chaque  unité  de  temps;  encore  ne  faut- 
il  pas  perdre  de  vue  la  durée  totale  et  effective  du  travail  et  tenir 
compte  par  conséquent , de  ses  intermittences  plus  ou  moins 
fréquentes,  etc. 

Les  fabricants  de  machines  à vapeur,  entr’autrcs,  ont  générale- 
ment adopté  une  unité  d’action  de  cette  espèce,  nommée  impro- 
prement par  eux  force  de  cheval,  d’après  l’expression  anglaise 
horse-power , qu’il  serait  plus  exact  de  traduire  par  celle  de 
pouvoir  de  cheval  ou  de  cheval-dynamique , attendu  que  le  mot 
force  a un  sens  bien  déterminé  (5)  en  mécanique,  et  qui  ne  cadre 
nullement  avec  l'idée  qu’on  attache  à la  quantité  d’action  ou  de 
travail.  Quoiqu’il  en  soit,  l’expression  de  force  de  cheval  ayant 
généralement  prévalu,  nous  pourrons  en  faire  usage  dans  les  ap- 
plications de  ce  cours,  malgré  le  défaut  qu’elle  a de  ne  présenter 
en  elle  même  rien  de  précis,  car  sa  valeur  qui  no  peut  être  que 
purement  fictive , a été  différemment  définie  par  les  mécaniciens 
constructeurs.  (Voyez,  l’endroit  cité  (6)  de  la  nouvelle  édition  de 
Y Architecture  hydraulique  de  Bèlidor.)  Celle  qui  parait  le  plus  uni- 
versellement accréditée  de  nos  jours  représente  une  quantité  de 
travail  de  75l“  développée  en  chaque  seconde , et  se  rapporteplus 
particulièrement  à l’unité,  dite  routinière,  adoptée  en  Angleterre 
d’après  Watt  et  Boulton  : telle  est  aussi  la  valeur  que  nous  lui 
supposerons  par  la  suite- 

Mesure  du  travail  des  forces  quelconques  et  spécialement  des  forces 

constantes  agissant  dans  le  sens  du  chemin  décrit  par  leur  point 

d'application. 

Voyons  maintenant  comment  on  peut  généralement  évaluer  le 
travail  mécanique  des  forces  quelconques,  et  ramener  l’expression 
de  sa  mesure  aux  mêmes  unités  que  celle  qui|se  rapporte  à l’éléva- 
tion des  fardeaux , suivant  la  verticale. 

En  y réfléchissant  un  peu  , on  voit  qu’exécuter  un  travail  méca- 
nique quelconque,  c’est  vaincre  d’une  manière  utile  pour  le  besoin 
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suivant  la  verticale,  il  suffira  de  considérer  que  les  machines 
offrent  en  général,  les  moyens  de  transformer  un  travail  indus- 
triel quelconque  en  un  autre,  et  qu’elles  opéreraient  même  cette 
transformation  sans  aucune  perte, si  on  pouvait  y éviter  complète- 
ment les  résistances  étrangères,  qui  absorbent  toujours  une  portion 
plus  ou  moins  grande  du  travail  moteur  ; mais  c'est  ce  qui  sera 
démontré  directement  et  généralement  un  peu  plus  loin,  quand 
nous  aurons  établi  quelques  autres  données  ou  principes  indis- 
pensables. 

Cas  où  l'intensité  de  la  force  varie  à chaque  instant  —Sa  valeur 

moyenne. 

9.  Les  raisonnements  qui  précèdent  supposent , que  l’effort 
exercé  demeure  constant  et  toujours  dirigé  dans  le  sens  du  chemin 
parcouru  par  son  point  d’application,  s’il  était  variable,  il  faudrait 
alors  considérer  ce  qui  se  passe  dans  chaque  élément  du  temps  , 
où  l’effort  peut-être  supposé  conserver  sensiblement  la  même  va- 
leur; Q étant  cette  valeur,  mesurée  en  kilogrammes,  à l’instant  où 
son  point  d'application  a décrit  le  chemin  total  q dans  sa  direction 
propre,  Q dq  sera  évidemment  la  quantité  de  travail  élémentaire 
développée  par  Q le  long  de  dq  et 


pris  entre  deux  positions  quelconques  du  point  d’application  de 
la  force,  exprimera  la  quantité  de  travail  totale  développée  dans 
l’étendue  de  chemin  comprise  entre  ces  mêmes  positions  ; quan- 
tité qu’on  pourra  calculer  analytiquement,  toutes  les  fois  qu’on 
aura  Q en  fonction  de  q,  et  dans  tous  les  cas,  par  approximation, 
au  moyen  du  théorème  de  Thomas-Simpson,  si  l’on  connaît  seule- 
ment, par  expérience,  ou  autrement,  chacune  des  valeurs  de  Q , 
qui  répondent  aux  différentes  valeurs  de  q.  * 

Nommons  X l’effort  moyen  constant  que  devrait  exercer  une 
autre  force  , dirigée  dans  le  sens  dq , pour  produire  la  même 
quantité  de  travail;  q'  et  q ”,  les  valeurs  de  q relatives  à la  première 
et  à la  dernière  des  positions  du  point  d’application  de  X et  de  Q, 


• Introduction  à ta  mécanique  industrielle,  n”  180.  Voyez  plus  spéciale- 
ment , an  sujet  de  cette  méthode  d’intégration , la  page  308  du  tome  I des 
Exercices  de  calcul  intégral  de  M.  Legendre , où  cct  illustre  géomètre  donne 
l'expression  analytique  de  la  valeur  que  l’on  néglige,  ou  du  reste  de  la  série. 
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do  sorte  que  q''—q'  soit  la  longueur  de  chemin  qui  a été  parcourue; 
il  est  évident  qu'ou  aura  pour  déterminer  X la  relation 


Qdq  d’où  X= 


La  considération  de  cette  valeur  moyenne  nous  sera  utile  dans 
plusieurs  circonstances. 


Cas  où  la  force  varie  d’une  manière  quelconque  en  intensité  et  en 

direction. 


10.  Enfin  la  force  Q pourrait  varier  à chaque  instant  de  direc- 
tion , par  rapport  à l'élément  de  chemin  ds  décrit  par  son  point 
d’application,  à étant  l'angle  variable  formé  par  ces  directions , on 
concevra  cette  force  décomposée  en  deux  autres  , l’une  Q cos  a , 
agissant  suivant  le  prolongement  de  ds,  l’autre  Q sin  a agissant 
normalement  à la  courbe  décrite  par  le  point  d’application  de  Q. 
Celle-ci  sera  évidemment  détruite  par  la  résistance  ou  l’obstacle, 
quel  qu’il  soit,  qui  oblige  le  point  d’application  dont  il  s'agit  à 
demeurer  sur  ds;  de  plus,  l’élément  de  chemin  décrit  dans  sa  di- 
rection propre  étant  nul , il  en  est  de  même  de  sa  quantité  de 
travail , dont  on  pourra  ainsi  faire  abstraction;  mais  comme  elle 
tend  à produire  des  compressions  qui,  dans  les  systèmes  matériels, 
tels  que  les  machines , font  naître  des  résistances  tangentielles  , 
étrangères  aux  forces  actives  de  ces  systèmes  et  que  pour  celte 
raison,  on  nomme  nuisibles  ou  passives,  il  sera  bon  de  ne  pas  négli- 
ger le  travail  dû  à ces  nouvelles  résistances  dans  l’évaluation  géné- 
rale des  effets  mécaniques  de  pareils  systèmes.  Quant  à la  quantité 
de  travail  produite  par  l’autre  composante  Q cos  a,  elle  aura  évi- 
demment pour  valeur,  d'après  ce  qui  précède,  l’intégrale  générale 


qu’il  faudra  prendre  entre  des  limites  convenables  , en  observant 
que  nous  supposons  ici  dq—ds  cos  a , c’est-à-dire,  égale  à la  pro- 
jection de  l’élément  de  chemin  ds  sur  la  direction  de  la  force  Q : or 
il  est  très-digne  de  remarque  que  la  quantité  d’action  ou  de  tra- 
vail élémentaire 

Qdq— Q cos  a ds , 

✓ 

n'est  autre  chose , que  ce  qu’en  mécanique  rationnelle,  on  nomme 
le  moment  virtuel  de  la  force  Q,  pour  le  mouvement  infiniment 
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petit  attribué  à son  point  d'application  ; de  plus  on  voit  qu  elle  est 
la  mémo  que  celle  que  l’on  obtiendrait  directement,  en  raisonnant, 
comme  on  l’a  fait  pour  le  premier  cas  ci-dessus  et  considérant  que. 
l’espace  élémentaire  dq  décrit  par  ce  point  dans  le  sens  de  la  force, 
est  réellement  ds  cos  a. 

De  cette’  identité  de  nature  entre  les  moments  virtuels  et  les 
quantités  de  travail  élémentaires  ou  instantanées  des  forces,  pour 
le  cas  où  le  mouvement  virtuel  considéré  est  précisément  le  mou- 
vement actuel  et  infiniment  petit  du  point  d’application  de  ces 
forces , on  conclut  de  suite  diverses  conséquences  relatives  aux 
lois  que  suit , en  général , ja  transmission  du  travail  dans  les  sys- 
tèmes matériels  soumis  à des  puissances  et  à des  résistances  quel- 
conques , et  qui  sont  d’une  application  immédiate  à la  science  des 
moteurs  et  des  machines.  Mais  pour  bien  faire  saisir  cette  applica- 
tion , il  est  nécessaire  de  rappeler  succinctement  les  notions 
élémentaires  sur  lesquelles  elle  repose  et  qui  ont  servi  à en  établir 
le  principe.  * 

Ce  qu’on  nomme  proprement  vitesse  et  quantité  de  mouvement. 

il.  On  sait  que  deux  forces  appliquées  tour  à tour  à un  même 
corps  qui  cède  librement  à leur  action,  eu  se  mouvant  parallèlement 
à lui-même,  dans  le  sens  de  cette  action,  lui  impriment,  dans  le 
même  élément  de  temps  dt,  des  vitesses  qui  sont  infiniment  petites, 
proportionnelles  à leur  intensité  respective  et  indépendantes  du 
mouvement  précédemment  acquis.  Ainsi  p étant  le  poids  absolu 
d’un  certain  corps  ou  point  matériel,  dans  un  lieu  pour  lequel  la 
gravité  lui  imprime  la  vitesse  ÿ=9m.8088,  au  bout  de  la  première 
seconde  de  sa  chute,  ou  gdt  dans  chaque  élément  dt  du  temps, 
puisqu’il  s’agit  ici  d’une  force  accélératrice  sensiblement  constante, 
et®  étant  une  autre  force  motrice  quelconque,  capable  d'impri- 
mer au  même  corps  et  dans  l’élément  du  temps  dt,  l’accroissement 
de  vitesse  d»,  on  aura,  d’après  la  loi  énoncée  : 


® : p : : de  : gdt  d’où  9=~  jjj-. 


’ .Nous  renverrons  pour  tous  les  développements  aux  traites  de  méca- 
nique de  MM.  de  Pronv  et  Poisson , en  observant  que  l'expérience  de  l’ensei- 
gnement ii  l’École  d'application  nous  a fait  apercevoir  l’utilité  de  revenir 
sur  ces  notions,  ainsi  que  sur  la  démonsi  ration  des  principes  généraux  qui 
en  dérivent  et  sans  la  parfaite  intelligence  desquels  il  serait  impossible  de 
bien  comprendre  la  théorie  du  mouvement  des  oia'hinet. 

et 
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soit  pareillement  p le  poids  absolu  (5)  de  ce  corps  dans  un  autre 
lieu  quelconque,  pour  lequel  la  vitesse  imprimée  au  bout  de  la 
première  seconde  serait  g'  ; on  aurait  également 

o=£,~  ; d’où  -==&==constanle==m; 

‘ 9 dt  9 9 

ce  qui  est  évident  d priori , puisqu’on  vertu  do  la  même  loi , on  a 
p : p : : gdt  : g'dt. 

Or,  le  rapport  m , qui  demeure  indépendant  de  l'intensité  de 
la  gravité  en  chaque  lieu,  est  précisément  ce  qu’on  est  convenu  de 
nommer  la  masse  du  corps  ; définition  qu'il  faut  admettre , sans 
s'embarrasser  des  idées  physiques  ou  méthaphysiques’qu’on  y atta- 
che quelquefois , en  sorte  qu’on  a aussi  par  simple  convention 

P—mg  *. 

Du  reste , comme  le  rapport  m ne  change  ni  avec  le  volume  , ni 
avec  la  forme,  ni  avec  le  poids  absolu  d’un  corps,  il  arrive  souvent 
que  sous  le  point  de  vue  mécanique  , on  désigne  simplement  les 
corps  par  leurs  masses  , et  c’est  ainsi  que  nous  en  agirons  dans  la 
suite-  La  première  des  équations  ci-dessus  nous  donne  en  consé- 
quence , v ’ étant  la  vitesse  du  corps  à l’instant  où  l’action  de  la 
force  commence  et  v celle  qui  correspond  à un  temps  quelconque 
écoulé  depuis  cet  instant , 


™dv , J <pdt  = m ^ o — c'j  ; 


en  supposant  toujours  que  la  force  <p  entraine  le  corps  — dans  le 
sens  de  sa  propre  direction  , qui  est  censée  invariable  , comme 
pour  la  gravilé.  Or , les  produits  mu  , mu’ , qui  correspondent  aux 
vitesses  v et  e’  possédées  par  le  corps  à la  fin  et  au  commencement 


* On  voit  que  dans  un  même  lieu  ou  pour  une  contrée  entière , telle  que 
Ja  Fronce  (5),  la  masse  reste  sensiblement  proportionnelle  au  poids  et  l'on  en 
conclut  que  les  poids  peuvent  être  substitues  aux  masses  ou  pris  pour  les 
masses  : mais  cela  u'esl  vrai  qu’autant  qu'il  s’agit  de  les  comparer  entre  clics 
dans  les  formules  où  elles  entrent  d'une  manière  homogène  par  rapport  aux 
autres  quantités  ; car  puisque  l'hypothèse  m—p  revient  à prendre  g pour  l'u- 
nité de  longueur  , on  voit  qu'il  peut  arriver  bien  des  cas , dont  nous  aurons 
des  exemples  par  la  suite  , où  l'on  tomberait  dans  des  erreurs  grossières  en 
substituant  les  poids  aux  masses. 
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de  l’intervalle  de  temps  où  l’on  considère  l’action  de  la  force,  sont 
précisément  ce  qu'on  est  convenu  de  nommer  les  quantités  de  tnou- 
vement  de  ce  même  corps,  relatives  aux  instants  dont  il  s'agit; 
expression  à laquelle  il  ne  faut  également  attacher  aucune  idée 
méthaphysique,  et  qui  n'a  comme  la  précédente,  pour  objet  que  de 
faciliter  l’énoncé  des  théorèmes  de  mécanique  , où  les  quantités 
telles  que  mv  — v se  reproduisent  fréquemment. 

D'ailleurs  on  voit  que  la  quantité  de  mouvement  répondant  à 
une  intégrale  de  la  forme  j ç>  dt,  prise  entre  des  limites  détermi- 


nées a une  signification  très-distincte  de  celle  qui  se  rapporte  à la 
quantité  d'action  ou  de  travail  (8) , de  sorte  qu'il  n’est  pas  permis 
de  les  confondre  avec  ces  dernières , dans  les  applications. 


Définition  et  mesure  de  la  force  vive. 

12.  En  effet , nommant  toujours  dans  les  hypothèses  ci-dessus 
de  l’élément  de  chemin  décrit  par  le  point  d’application  de  la  force 
o , pendant  dt , 

(j>  de 

sera  la  quantité  de  travail  élémentaire  qu’elle  aura  développée  dans 
le  même  temps,  de  sorte  qu’on  aura  entre  les  mêmes  limites  de  vi- 
tesses v'  et  v,  et  attendu  que-^(—  =t>. 


pour  l’expression  de  la  quantité  de  travail  imprimé  depuis  la  posi- 
tion où  le  corps  possédait  la  vitesse  v’ , jusqu’à  celle  où  il  a acquis 
la  vitesse  v et  qui , d’ailleurs  , sera  , comme  on  voit , positive  ou 
négative , selon  que  o sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  v’ , ou 
selon  que  la  force  ? tendra  à accélérer  ou  à retarder  constamment 
le  mouvement  primitivement  acquis  par  le  corps  ; l’accroissement 
instantané  dv  de  la  vitesse  prenant , dans  ce  dernier  cas , un  signe 
contraire  à t>. 

Les  quantités  mv1 , mv'3  sont  ce  que  les  géomètres  sont  convenus 
de  nommer  une  force  vive,  expression  impropre  puisque  nous  n’ad- 
mettons point  d’autres  forces  que  celles  de  pression  comparables 
à des  poids  , et  à laquelle  il  ne  faut  encore  attacher  aucune  idée 
métaphysique  , mais  qu'on  doit  considérer  comme  une  définition 
abrégée  du  produit  de  la  masse  d’un  corps  actuellementen  mou- 
vement par  le  carré  de  sa  vitesse  effective.  Par  ce  moyen  on  évitera 
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d ailleurs  de  confondre  entre  elles  la  force  vive  et  la  quantité  de 
travail  qui  se  rapportent  à des  phénomènes  et  à des  effets  physi- 
ques, quoique  numériquement  parlant,  elles  soient  du  même  ordre 
et  aient  une  mesure  commune.  En  effet,  l'équation  cidessus  exprime 
quand  on  y suppose  t>  = s,  ce  qui  répond  au  cas  où  le  mouvement 
commence  avec  l’action  de  la  force  , que  la  force  vive  acquise  par 
le  corps  est  égale  au  double  de  la  quantité  de  travail  totale  qui  lui  a 
été  imprimée  par  cette  force. 

Définition  et  mesure  de  la  force  d'inertie  dans  le  mouvement 
rectiligne. 

13-  C’est  encore  un  axiôme  , reçu  généralement  en  mécanique  , 
que  l’action  d’une  force  en  son  point  d’application  est  toujours 
égale  et  directement  contraire  à la  réaction  que  lui  oppose  ce  point.' 
Or,  il  en  résulte  quela  force  motrice  o,  considérée  ci-desssus,  doit 
éprouver  de  la  part  de  la  masse  m une  réaction  mesurée  par 
— mJt  ’ (lu‘'u'  k*'1  équilibre  et  provient  évidemment  de  la  résistance 
opposée  par  l’inertie  du  corps  à tout  changement  de  mouvement  ; 
c'est  pourquoi  on  nomme  quelquefois  cette  résistance  la  force  d'i- 
nertie, relative  à la  variation  de  vitesse  dv.  On  voit  qu’elle  se  com- 
porte comme  une  simple  résistance,  quand  le  mouvement  s’accé- 
lère, et  comme  une  puissance  véritable  quand  il  se  ralentit,  la 
force  motrice  f jouant  elle-même  alors  le  rôle  de  résistance. 

Du  reste,  la  force  d’inertie  ne  préexiste  pas  5 l'instant  où  la  va- 
riation du  mouvement  commence;  elle nait, elle  coexiste  avecelle; 
de  la  même  manière  que  la  réaction  d’un  ressort  par  rapport  à la 
force  qui  le  presse,  c’est-à-dire,  sans  en  détruire  les  effets  physi- 
ques; car  si  on  appliquait  à cet  instant  môme , au  corps  une  autre 
force  égale  et  directement  contraire  à la  force  motrice  ç ou  m‘^ 
qui  est  capable  de  produire  l’altération  de  vitesse  de,  celte  altéra- 
tion n’aurait  pas  lieu,  le  mouvement  demeurerait  uniforme  pendant 
l’instant  dt  et  il  y aurait  simplement  équilibre  entre  les  forces  , 
dans  le  sens  où  on  l’entend  ordinairement,  quand  on  applique  le 
principe  de  d’Alcmbert,  en  remplaçant  les  forces  du  système  par 
les  quantités  de  mouvement,  qu’elles  seraient  capables  d’imprimer, 
ou  qu’elles  impriment  en  effet  dans  l’élément  du  temps.  On  voit 
donc  que  ces  différentes  manières  d’envisager  les  choses  revien- 
nent, quant  au  fond  à la  meme;  mais  les  considérations  des  forces 
d’inertie  offrent  l’avantage  de  faire  concevoir  à priori,  l'état  des 
questions  relatives  à la  transmission  du  mouvement. 
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Fore » d'inertie  dans  le  mouvement  curviligne  d'un  point  matériel 
libre,  force  centrifuge. 

14.  Supposons  maintenant  que  la  force  9 change  û chaque  ins- 
tant de  direction,  de  façon  que  le  corps,  censé  concentré  en  un  seul 
point  matériel  et  libre,  décrive  une  ligne  courbe  quelconque  sous 
l’action  de  celte  force,  combinée  avec  sa  vitesse  initiale;  le  prin- 
cipe de  la  réaction  égale  et  contraire  à l'action,  n’en  .subsistera  pas 
moins,  c’est-à-dire  que  la  résistance  absolue  et  totale,  opposée  par 
l’inertie  au  changement  du  mouvement,  sera  encore  égale  et  di- 
rectement opposée  à 9 ; ce  qui  devra  avoir  lieu,  de  la  même  ma- 
nière d’ailleurs,  pour  leurs  composantes  respectives  suivant  la 
tangente  et  la  normale  de  la  courbe  au  point  d’application.  Mais 
la  composante  tangenticlle,  pour  la  force  motrice,  produisant  la 
variation  de  vitesse  dv  éprouvée  par  le  corps  dans  la  direction  rec- 
tiligne de  l'élément  qu’il  décrit  pendant  l’instant  infiniment  petit  dt, 
on  aura,  comme  on  sait  et  comme  il  est  évident  û priori,  pour  sa 

valeur,  la  quantité — relative  au  cas  du  mouvement  rectiligne 

(12),  tandis  que  la  composante  normale,  qui  empêche  le  corps  de 
s’écarter  de  la  courbe,  devra  être  égale  et  précisément  contraire  à 
la  force  centrifuge,  dont  la  valeur  est,  comme  on  sait  encore,  ex- 
primée par 

mt>j 

~r~’ 

r étant  le  rayon  de  courbure  au  point  considéré. 

Donc  la  composante  normale  de  la  force  d’inertie  n’est  autre 
chose  que  cette  même  force  centrifuge,  et  sa  composante  tangen- 

licllca  pour  valeur  la  quantité  — m dont  le  signe  doit  toujours 

être  contraire  à celui  de  dv  ; donc,  la  force  d’inertie  totale  de  la 
masse  m a pour  valeur  absolue  la  quantité 

. Il  <te\*  j /ntt'* y / de*  . t4 

Vr”ï)+N”mv*+^ 

qui  est  aussi  celle  de  la  force  motrice  9. 

Quant  à la  quantité  de  travail  développée  par  chacune  de  ces  s 

forces,  pendant  l'élément  du  temps  dt,  il  est  clair  (9)  qu’elle  se  ré- 
duit simplement  à celle  de  leurs  composantes  tangentielles,  c’est- 
à-dire  (13)  à 

m-77  , 
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pour  la  force  motrice  et  à - mvdv  pour  la  force  d'inertie,  de  sorte 
que.  dans  toutes  les  questions  où  l’on  n’a  à s'occuper  que  des  quan- 
tités de  travail  développées  par  les  forces  d’inertie  des  différentes 
masses  d’un  système,  on  peut,  à la  rigueur  faire  abstraction  des 
composantes  normales  et  des  forces,  c’est-à-dire,  des  forces  cen- 
trifuges, pour  ne  tenir  compte  que  de  celles  qui  agissent  dans  le 
sens  de  l’élément  du  chemin  décrit  et  qu’à  cause  de  leur  activité 
particulière  on  pourrait  nommer  les  forces  vives  des  corps.  Mais 
comme  cette  expression  est  universellement  admise  pour  désigner 
la  valeur  de  leur  travail,  dans  un  intervalle  de  temps  fini  et  déter- 
miné, nous  la  remplacerons  par  celle  de  force  d'inertie  tangen- 
tielle  et  quelquefois  dans  la  vue  d’abréger,  simplement  par  celle 
de  force  d’inertie. 

Au  surplus,  en  faisant  de  telles  abstractions , on  ne  devra  pas 
perdre  de  vue,  que  les  forces  centrifuges  des  différentes  masses , 
bien  qu’elles  n’aient  par  elles-mêmes  aucune  activité,  sous  le  rap- 
port du  travail,  n’en  exercent  pas  moins  une  certaine  influence  sur 
le  mouvement  des  systèmes  matériels  dont  elles  font  partie,  en 
concourant  (9),  simultanément  avec  les  composantes  des  autres 
lorces  normales  aux  courbes  décrites  par  leurs  points  d’application 
respectifs,  à développer  sur  lespoinlsd’appui,  surlcsarticulalionsde 
ce  système,  s’il  en  possède,  des  pressions,  qui  font  naître  des  résis- 
tances passives  analogues  au  frottement , et  qu’on  devra  pouvoir 
calculer  dès  lors  que  la  loi  du  mouvement  à un  instant  donné.sera 
connue  pour  les  points  matériels  du  système. 

Principe  de  la  transmission  du  travail. 

45.  Tout  ceci  étant  bien  entendu  il  ne  sera  pas  difficile  de  dé- 
mêler le  rôle  que  joue  chaque  espèce  de  force,  dans  un  système 
quelconque  de  corps  matériels  en  mouvement,  sous  des  conditions 
données,  et  tels  que  ceux  qui  constituent  les  moteurs  et  les  ma- 
chines de  l’industrie.  En  effet,  considérons  à un  instant  donné  , ou 
pour  une  position  déterminée  des  différentes  masses , l’ensemble 
de  toutes  les  forces,  tant  intérieures  qu’extérieures,  tant  actives 
que  passives,  (autres  que  les  forces  d’inertie)  qui  agissent  simulta- 
nément sur  le  système  et  exercent  une  influence  appréciable,  mais 
quelconque  sur  l’état  du  mouvement  de  scs  divers  éléments  maté- 
riels, puis  supposonsqu’onappliqueàchacun  de  ces  éléments  d’au- 
tres forces  capables  d’empêcher  la  modification  qu’éprouve  réelle- 
ment ce  mouvement,  sous  la  seule  action  des  premières  et  pour  la 
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durée  infiniment  petite  du  temps  df  qui  suit  l'instant  dont  il  s'agit, 
il  est  clair  que  ces  nouvelles  forces  détruisant  l'effet  des  autres  , 
elles  leur  feront  nécessairement  équilibre.  Mais  ces  mêmes  forces 
sont  précisément  égales  en  intensité  et  en  direction,  aux  réactions 
ou  forces  d’inertie  (13et  \\)  qui  naissent  du  changement  de  mou- 
vement des  différentes  masses;  donc  il  y aura  simplement  équilibre 
entre  toutes  les  forces  qui  agissent  efficacement  sur  le  système  et 
ces  mêmes  forces  d’inertie. 

Représentant  donc  par  la  somme  des  quantités  de  travail 

élémentaires  développées  par  les  forces  efficaces  dont  il  s’agit,  en 
prenant  positivement  celles  de  ces  quantités  qui  appartiennent  à 
des  forces  agissant  dans  le  sens  du  mouvement  de  leur  point  d’appli- 
cation et  négativement  celles  des  forces  qui  agissent  dans  le  sens 
contraire  ; désignant  pareillement  par  — mvdo— — la 

somme  des  quantités  de  travail  relatives  aux  forces  d'inertie 

— mJZ’  d®8  différentes  masses  du  système,  quantitédontlesignedoit 

toujours  être  opposé  à celui  que  prend  naturellement  le  produit 
vdv  pour  chaque  masse  m , attendu  que  la  force  d’inertie  agit 
comme  résistance  (10)  quand  le  mouvement  de  celte  masse  s’accé- 
lère, c’est-à-dire,  quand  dv  a le  sens  et  le  signe  de  v,  et  comme 
puissance  quand  il  diminue,  ou  que  de  a un  signe  contraire  à v;  en 
fai-aut , dis-je,  ces  suppositions,  et  observant  que  les  quantités  de 
travail  ne  sont  ici  autre  chose  que  les  moments  virtuels  relatifs  à 
chaque  force  et  au  mouvement  effectif  du  système,  on  aura  d’après 
un  principe  bien  connu  la  relation 

<Qdq — %mvdv=o  ou  %Qdq—  ^ mvdv 
qui  exprime  que  ; 


’ Nous  ne  mentionnerons  pas  la  restriction  concernant  les  équations  de 
condition  qui  expriment  le  mode  des  liaisons  géométriques  du  système,  et  en 
vertu  de  laquelle  les  vitesses  effectives  ne  peuvent  être  substituées  aux  vitesses 
virtuelles  , si  ces  équations  sont  fonctions  explicites  du  temps  ; car  cette  res- 
triction se  trouve  comprise  dans  nos  énoncés,  où  l’on  suppose  implici- 
tement que  le  mouvement  des  diverses  masses  est  dù  uniquement  aux  forces 
dont  on  prétend  tenir  compte,  et  notamment  qu'aucun  des  corps  du  système 
ne  possède  ou  ne  reçoit  de  mouvement  indépendant  de  l’action  de  ces  forces, 
a moins  que  ce  mouvement  ne  soit  uniforme , parallèle  et  égal  pour  tous  ce* 
corps. 
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La  somme  des  quantités  de  travail  instantanées  développées  tant 
par  les  différentes  forces  qui  produisent  la  modification  du  mouve- 
vement,  que  par  les  forces  d’inertie  qui  naissent  de  cette  modification, 
est  constamment  égal  à zéro. 

Principes  des  forces  vives. 

46.  L’équation  ci-dessus  ayant  lieu  pour  tous  les  instants  et  étant 
indépendante  d'ailleurs  du  mode  d’action  des  forces,  qui  peut  être 
quelconque  et  même  discontinu,  pourvu  qu’on  ait  égard  aux  in- 
termittences de  cette  action,  dans  l’appréciation  des  quantités  de 
travail  relatives  à chaque  force,  il  en  résulte  que  son  second  mem- 
bre sera  susceptible  d’étre  intégré,  dans  tous  les  cas,  et  quelle 
donnera  lieu  à ce  qu’on  nomme  le  principe  des  forces  vives,  envi- 
sagé dans  l’acception  la  plus  générale.  Nommant  en  effet 

v'  la  vitesse  de  la  masse  quelconque  m au  premier  instant,  ou 
pourla  première  position oùl’on  veut  considérer  lesystème, 
v ce  que  devient  cette  vitesse  pour  un  autre  instant,  ou  pour 
une  autre  position  donnée  de  ce  système; 

désignant  d’ailleurs  pa v jQdq  la  quantité  de  travail  développée 

par  la  force  quelconque  Q dans  le  même  intervalle , travail  qui 
peut  être  intermittent  et  prendre  des  valeurs  quelconques,  on  aura 
la  nouvelle  équation 


qui  exprime  que  : 

Entre  deux  positions  quelconques  cl  données  du  système,  l'accrois- 
sement de  la  somme  des  forces  vives  de  différentes  masses  est  égal  au 
double  de  la  somme  de  quantités  de  travail  positives  ou  négatives  , 
imprimées  dans»  le  même  intervalle  par  toutes  les  forces  distinctes  de 
l’inertie  qui  ont  agi  sur  le  système. 

application  bu  principe  des  forces  vives  au  mouvement 

DES  MACHINES. 

Idée  de  la  constitution  physique  des  machines  et  de  la  manière 
dont  on  les  soumet  au  calcul. 

17.  Pour  appliquer  le  principe  de  la  transmission  du  travail  ou 
«les  forces  vives,  à la  théorie  des  machines  telles  qu'on  les  consi- 
dère dans  les  arts,  nous  devons  remarquer  qu'elles  se  composent, 
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en  général,  d’une  suite  de  pièces  matérielles,  quisc  communiquent 
le  mouvement  de  proche  en  proche,  depuis  celle  qui  est  immédia- 
tement soumise  à l'action  du  moteur,  et  qu’on  nomme  le  récepteur, 
jusqu’à  celle  qui  opère  immédiatement  le  travail  utileet  qu’on  nomme 
Youlil  ou  ['opérateur.  Or,  on  donne  toujours  tant  à ces  pièces  ex- 
trêmes, qu’à  celles  qui  servent  d'intermédiaires  et  qu’on  nomme 
les  communicateurs  du  mouvement,  un  degré  de  solidité,  de  rigidité 
ou  d’inextensibilité  suflisant  pour  que  sous  les  efforts  qu’elles  ont 
à supporter,  elles  conservent  une  forme  sensiblement  invariable  et 
transmettent  la  vitesse,  sans  perte  appréciable,  d’une  extrémité  à 
l’autre  de  la  machine,  c’est-à-dire,  par  des  lois  dépendantes  uni- 
quement de  la  constitution  géométrique  du  système. 

C'est  en  effet,  dans  cette  supposition  qu’on  envisage  ordinaire- 
ment la  théorie  des  machines,  afin  d’éviter  des  difficultés  qui  se- 
raient souvent  insurmontables  dans  l’état  actuel  de  nos  connais-  • 
sanccs  mécaniques  , si  l’on  voulait  tenir  compte  de  toutes  les 
réactions  moléculaires  et  intimes  qui  naissent  de  la  compressibilité 
des  corps,  même  les  plus  solides.  Mais  il  ne  faut  pas  oublier  pour 
cela,  que  celte  compressibilité  existe,  et  qu’elle  est  la  cause  de 
certaines  pertes  de  travail , de  certaines  résistances  qu'il  n’est  pas 
permis  de  négliger  dans  le  calcul  des  effets  des  machines  et  dont 
on  apprécie  la  valeur  d’une  manière  approximative,  soit  à l’aide  de 
l’expérience,  soit  à l’aide  du  calcul  et  du  raisonnement. 

Comment  on  tient  compte  des  pertes  de  travail  provenant  de  la 
réaction  des  ressorts  moléculaires. 

48.  Les  frottements,  l’adhérence,  la  raideur  des  cordages  sont 
des  résistances  qui  tiennent  à des  causes  de  cette  espèce  et  qui  sont 
étrangères  au  travail  utile , car  elles  supposent  des  déplacements 
moléculaires  dûs,  les  uns  au  mouvement  tangentiel  des  corps 
soumis  à des  pressions  normales,  les  autres  à leurs  flexions  plus 
ou  moins  grandes  et  continuellement  renouvelées  : ces  résistances 
et  quelques  autres , telles  que  celle  des  milieux  dans  lesquels  les 
corps  se  meuvent,  accompagnent  d’une  manière  constante  le  mou- 
vement des  machines,  et  il  arrive  rarement  qu’on  puisse  se  dispen- 
ser d’en  tenir  compte. 

Quant  aux  actions  moléculaires  qui  sont  mises  en  jeu  par  le 
changement  de  forme  général  des  pièces  solides  qui  se  communi- 
quent le  mouvement,  c'est-à-dire,  par  la  flexion,  l'extension,  la 
torsion,  etc.,  que  ces  pièces  éprouvent  sous  les  efforts  dûs  à celte 
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réaction  réciproque , l’expérience  démontre  qu’on  peut  négliger  la 
considération  de  leur  travail  toutes  les  fois  que  l'état  de  compres- 
sion reste  sensiblement  le  même  pendant  la  durée  active  du  mou- 
vement , ou  qu’il  n’éproüve  que  des  variations  très-faibles. 

Mais  lorsque  ces  variations  sont  fréquemment  répétées  et  suivies 
de  déformations  permanentes  des  corps,  lorsque  surtout  elles  sont 
ducs  aux  forces  d’inertie,  aux  réactions  de  toute  espèce,  qui  se 
développent  dans  les  changements  brusques  du  mouvement , par 
suite  des  chocs  dés  à la  rencontre  de  corps  animés  de  vitesses  con- 
traires ou  inégales,  il  devient  indispensable  de  tenir  compte  des 
pertes  de  travail,  qui  peuvent  résulter  tant  de  ces  déformations  en 
elles-mêmes,  que  des  mouvements  relatifs  imprimés  aux  molécules, 
mouvements  étrangers  à celui  par  lequel  s’opère  le  déplacement 
général  des  corps  du  système  et  qui  s’éteignent  rapidement,  comme 
* on  sait,  par  leur  opposition  réciproque  et  leur  dissémination  gé- 
nérale dans  les  masses  environnantes. 

Nous  exposerons  plus  tard  les  principes  d’après  lesquels  on  es- 
time approximativement  celte  perte  de  travail;  quant  à présent, 
il  nous  suftit  de  remarquer,  1°  que  la  durée  des  chocs,  tels  qu’en 
éprouvent  les  machines,  est  généralement  négligeable  par  rapport 
à celle  du  temps  où  l'on  considère  le  mouvement  de  la  machine  ; 
2“  que  les  pièces  qui  subissent  ce  choc  étant  constituées  de  façon 
que  les  altérations  de  forme  qu’elles  éprouvent  sont  en  elles-mêmes 
fort  petites,  le  système  se  retrouve  après  le  choc  sensiblement 
dans  les  mêmes  conditions  de  liaisons  géométriques  qu’auparavant, 
l'intensité  de  la  vitesse  absolue  de  chaque  point  étant  seule  chan- 
gée; qu'enfin  le  résultat  du  choc  a été  simplement  une  perte  de 
force  vive  éprouvée  par  les  différents  corps  et  qui  est  mesurée  par 
la  différence  de  celles  que  le  système  possède  avant  et  après  le  choc. 

Équations  générales  au  mouvement  des  machines  d'après  le  principe 
des  forces  vives . 

19.  D’après  ces  diverses  considérations,  on  voit  que  les  seules 
forces  dont  il  est  nécessaire  de  tenir  compte  dans  la  pratique,  sont 
1°  les  forces  motrices  destinées  à produire  le  travail  utile  et  à 
vaincre  tontes  les  résistances  nuisibles  ; leurs  quantités  d’action 
instantanées  ou  élémentaires  peuvent  être  représentées  (10)  par 
des  expressions  de  la  forme  F df,  qui  seront  essentiellement  posi- 
tives; 2“  les  résistances  nuisibles  on  passives  de  toute  nature  (18)  et 
qui  agissent  d’une  manière  continue  ou  intermittente,  pendant  la 
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durée  entière  du  mouvement  : leurs  quantités  de  travail  élémen- 
taires négatives,  pourront  être  représentées  par  des  expressions 
de  la  forme  — Hdr;  5°  les  résistances  utiles  qui  constituent  le  tra- 
vail des  dernières  pièces  de  la  machine  et  jouent  le  même  rôle  que 
les  précédentes,  de  sorte  que  leurs  quantités  de  travail  instantanées 
peuvent  être  représentées  par  des  termes  de  la  forme  — Q dq  ; 
4°  les  poids  des  divers  éléments  matériels  du  système, qui  agissant 
tantôt  dans  le  sens  du  mouvement,  tantôt  dans  le  sens  contraire, 
donnent  lieu  à des  quantités  de  travail  que  nous  représenterons, 
en  conséquence,  par  des  expressions  de  la  forme  +/«/A  ou  +mgdh, 
m étant  la  masse  d’une  molécule  matérielle  quelconque , mg  ou  p 
son  poids  (H)  et  i</A  la  hauteur  dont  elle  s’abaisse  ou  s’élève  selon 
la  verticale  et  dans  l’élément  du  temps , où  l’on  considère  le  mou- 
vement de  la  machine  ; 5»  enfin  la  force  d’inertie  — (13)  des 

diverses  molécules  dont  il  s’agit,  produisant  dans  le  même  élément 
du  temps ‘des  quantités  de  travail  représentées  (14)  par  — mvdv  et 
qui  s’ajoutent  à celles  des  puissances  ou  s’en  retranchent,  selon 
que  la  vitesse  de  chaque  molécule  décroit  ou  augmente,  c'est-à- 
dire,  selon  que  le  produit  vdv  est  négatif  ou  positif. 

Ainsi  on  aura  , en  conservant  du  reste  les  notations  et  conven- 
tions des  n°*  15  et  16. 

^ mvdv= s?F df—  5 mgdh 

pour  chaque  élément  du  temps , et 

— :Çmo’*= 2 ^Fdf—i 

entre  deux  instants  quelconques  dont  le  premier  correspond  à la 
vitesse  v'  entièrement  acquise  par  la  molécule  m , et  dont  le  der- 
nier correspond  à la  vitesse  « qu’elle  a reçue  sous  l’influence  des 
forces  proposées. 


Intégration  des  termes  relatifs  aux  poids  des  pièces  et  observations 

à ce  sujet. 


20.  Avant  d’aller  plus  loin , nous  observerons  que  les  termes 
■Çmgdh  , ^-Jmgdh  peuvent  être  mis  sous  une  forme  plus  simple  en 

les  supposant  intégrés  , soit  pour  toute  l’étendue  de  la  machine, 
soit  pour  l’intervalle  de  temps  qui  répond  .aux  vitesses  v et  t>’  de 
la  masse  m ; nommant  en  eflet  h la  hauteur  dont  s’est  élevée  , dans 
cet  intervalle,  la  masse  élémentaire  dont  il  s’agit  ; M et  P la  somme 
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des  masses  et  des  poids  de  toutes  les  parties  matérielles  qui  cons- 
tituent le  système , c'est-à-dire , la  masse  et  le  poids  total  des 
pièces  mobiles  de  la  machine  ; enfin  11  la  hauteur  dont  s'est  élevé, 
toujours  dans  cet  intervalle  de  temps  considéré , leur  centre  de 
gravité  général  on  aura  évidemment  par  la  théorie  du  centre  des 
forces  parallèles , 

et  ^mgdh—Pdll,  ^jmgdh=^mgh—PU  ; 

relations  qui  n'auront  lieu  qu'autant  que  le  poids  P restera  le 
même  à chaque  instant,  ou  qu’aucune  des  masses  m ne  quittera  le 
système  pendant  l’intervalle  auquel  s'appliquent  les  sommations 
et  intégrations.  Généralement  nous  supposons  qu’on  n’applique  le 
principe  des  forces  vives  aux  machines,  que  pour  chacun  des  in- 
tervalles où  les  conditions  restent  les  mêmes,  ou  plutôt  que,  si  ces 
conditions  sont  susceptibles  de  changer,  soit  dans  chaque  élément 
du  temps , soit  à des  instants  déterminés,  on  y ait  égard  lors  de 
l’intégration  des  différentes  quantités  de  travail  ; ce  qui  est  bien 
évident  :1  priori,  d’après  la  manière  dont  nous  envisageons  (16)  le 
principe  des  forces  vives , mais  ce  qui  demande  quelqu’attention 
dans  les  applications  de  ce  principe  aux  divers  cas. 

Formes  abrégées  des  équations  du  mouvement. 

21.  En  supposant  la  seconde  des  équations  (19)  intégrée  de  la 
môme  manière,  par  rapport  à chacun  des  termes  dont  elle  se  com- 
pose, nous  pourrons,  dans  la  vue  de  simplifier  les  énoncés,  l’écrire 
ainsi  sous  une  forme  abrégée  , 

. mv‘ — mo’J=2(F/'— Rr— Qg±PH); 

mais  il  ne  faudra  pas  oublier  la  manière  dont  elle  a été  obtenue , ni 
la  signification  véritable  de  chacun  de  ses  termes. 

Nous  représenterons  de  même  son  équation  différentielle,  qui  a 
lieu  à chaque  instant  du  mouvement  (9)  par 

mvdc~Fdf—  Rdr — Qdç+PdH. 

Ces  notations  reviennent  simplement  à supposer  que  les  forces 
variables  qui  agissent  sur  le  système,  ont  été  remplacées  par  les 
valeurs  moyennes  (9)  qui  leur  correspondent  entre  les  deux  iustans 
où  l’on  considère  le  système. 

Discussions  des  différents  termes  de.  l'équation  des  forces  vives.  — 
Influence  de  la  gravité  sur  l’effet  utile. 

22.  Les  équations  que  nous  venons  de  poser  et  de  définir  con- 
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tiennent  implicitement  toute  la  théorie  des  machines  en  mouve- 
ment , mais  pour  en  bien  saisir  l’esprit,  il  est  nécessaire  d'examiner 
à part  la  signification  de  chacun  de  leurs  termes,  et  son  influence 
sur  les  effets  généraux  de  la  machine  et  principalement  sur  l’effet 
utile  Qq,  qu’il  s’agit  évidemment  de  rendre  le  plus  grand  possible, 
en  égard  à la  quantité  d’action  Vf  développée  par  le  moteur. 

Pour  cela,  résolvons  la  première  de  ces  équations  par  rapport  à 
Qq  nous  aurons , 

Q?=F/-Rr±PH-f^V*y 

Considérons  d’abord  le  terme  PII  qui  concerne  les  poids  des  pièces 
matérielles  de  la  machine;  on  voit  qu’il  disparaîtra  de  l’équation 
toutes  les  fois  que  le  centre  de  gravité  de  tout  le  système  restera 
constamment  à la  même  hauteur  ; car  H sera  alors  égal  à zéro  ; 
autrement  il  ne  disparaîtra  de  l’équation  que  les  parties  de  ce 
terme  relatives  à des  poids  dont  le  centre  de  gravité  ne  monte  ni 
ne  descend,  comme  cela  a lieu,  par  exemple,  pour  les  diverses 
roues  centrées  ou  dont  l'axe  passe  par  le  centre  de  gravité,  pour  les 
courroies  et  chaînes  sans  fin,  pour  les  chariots  ou  pièces  qui  glissent 
sur  des  plans  horizontaux  , etc.  Dans  tous  ces  cas,  il  ne  faudra  pas 
oublier  que  , si  le  poids  de  ces  pièces  disparait  de  l’équation  ci- 
dessus  , il  n’en  est  pas  moins  nécessaire  de  tenir  compte  des  résis- 
tances de  toute  espèce  qui  en  résultent  et  dont  l’influence  se  fait 
sentir  dans  les  termes  relatifs  aux  frottements  et  aux  forces  vives 
du  système. 

Mettant  d’ailleurs  de  côté  le  cas  où  l’un  des  corps  de  la  ma- 
chine s’élèverait  ou  descendrait  constamment  pendant  la  du- 
rée du  mouvement,  puisque  son  poids  p (19)  ferait  partie  de 
la  résistance  utile  Q,  ou  de  la  force  motrice  F,  il  restera  à exa- 
miner celui  où  il  baisserait  ou  monterait  alternativement,  comme 
cela  aurait  lieu  pour  une  roue  non  centrée  ou  qui  ne  tournerait  pas 
rond,  une  scie  verticale  qui  recevrait  le  mouvement  d’une  mani- 
velle etc.  ; alors  s’il  ne  quitte  jamais  la  machine,  son  poids  ne  pro- 
duira d’autre  effet  que  d’augmenter  ou  de  diminuer  périodiquement 
et  de  quantités  égales  la  somme  des  quantités  d’action  imprimées 
par  les  autres  forces,  c’est-à-dire  de  manière  que  cette  somme  et 
l’effet  utile  Qq  ne  seront  nullement  altérés,  entre  deux  instants  où 
sa  position  sera  redevenue  la  même , attendu  qu’on  aura  entre  ces 

instants,  ipdh—s  ; mais  si  le  poids  des  pièces  à mouvement  altcr- 
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natif  n’exerce  directement  aucune  influence  nuisible  sur  l'effet  utile, 
il  n’en  fait  pas  moins  naître  des  résistances  en  chargeant  les  points 
d'appui  et  en  altérant,  comme  on  le  verra  plus  tard  , la  vitesse  et 
la  force  vive  du  système  relatives  à chaque  instant. 

Influence  des  résistances  passives  et  des  chocs. 

23.  II  n’y  a rien  de  semblable  à dire  sur  le  terme  Rr,  qui  con- 
tient les  quantités  de  travail  dûes  aux  résistances  passives  de  toute 
espèce , car  elles  tendent  constamment  (19)  à détruire  une  certaine 
portion  du  travail  moteur  F f;  c’est  pourquoi  l'on  aura,  dans  cha- 
que cas,  à examiner  les  moyens  de  diminuer,  le  plus  qu’il  est  pos- 
sible , leur  influence , en  recherchant  la  forme,  la  vitesse  et  la 
disposition  qu'il  convient  de  donner  aux  parties  qui  y sont  sou- 
mises, pour  rendre  le  produit  Rr  un  minimum. 

D'ailleurs  il  est  essentiel  de  distinguer  (18)  les  résistances  pas- 
sives qui  agissent  d’une  manière  continue  pendant  la  durée  du 
mouvement,  telles  que  les  résistances  du  milieu , le  frottement  etc. 
de  celles  qui  ne  se  reproduisent  que  par  intervalles  et  dans  des 
instants  excessivement  courts,  teRes  que  celles  que  développent 
les  chocs  ou  changements  brusques  quelconques  de  la  vitesse  des 
corps  du  système  ; les  premières  opérant  à la  manière  de  la  pesan- 
teur, ou  des  forces  motrices  quelconques,  on  conçoit  très-bien 
comment  on  peut  évaluer  leurs  quantités  de  travail,  dans  tous 
les  cas  où  la  loi  de  leur  intensité  est  connue  (10);  quant  aux  au- 
tres, il  faut  supposer  que,  pendant  le  temps  très-court  où  les  corps 
réagissent  et  se  compriment,  les  forces  moléculaires  sont  mises  en 
jeu , de  manière  à développer  en  seiçs  contraire  du  mouvement, 
des  quantités  de  travail  qui  sont  numériquement  (18)  la  moitié  de 
la  somme  des  forces  vives  détruites  pendant  l’acte  du  choc,  somme 
qui  est  toujours  comparable  comme  nous  le  verrons  par  la  suite, 
à la  force  vive  du  système , même  quand  les  corps  qui  y entrent 
seraient  ce  qu’on  nomme  parfaitement  élastiques , c’est-à-dire,  tels 
qu’ils  reprissent  exactement  après  le  choc,  la  forme  qu’ils  possé- 
daient auparavant. 

Inconvénient  des  chocs,  même  quand  ils  constituent  l'effet  utile  ; 
moyens  de  les  éviter- 
ai. On  remarquera,  au  surplus,  que  si  le  choc  est  destiné  à 
produire  un  effet  utile,  comme  lorsqu’il  s’agit  de  comprimer,  d’é- 
craser un  corps  sous  l’action  d’un  pilon  ou  d’un  marteau,  une  partie 
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de  la  force  vive  perdue  par  les  pièces  de  la  machine  doit  être  cen- 
sée appartenir  au  terme  Qq  ; c'est  celle  qui  est  strictement  néces- 
saire pour  produire  le  changement  de  forme  qui  a lieu  dans  la 
matière  à comprimer  ou  à diviser.  On  conçoit  même,  que  la 
majeure  partie  de  la  force  vive  du  pilon  serait  utilement  employée, 
si  ce  dernier  était  parfaitement  raide  et  élastique,  si  sa  forme  et 
sa  constitution  physique  ne  s’altéraient  pas  dans  un  même  choc  ou 
par  la  répétition  des  chocs,  et  si  enfin  il  ne  conservait  après  le  choc, 
ainsi  que  la  matière  qui  y est  soumise,  aucune  vitesse  relative  et 
étrangère  à l'effet  utile;  mais,  comme  il  en  est  tout  autrement, 
comme  le  mouvement  est  toujours  accompagné  de  résistances 
passives,  on  voit  qu’il  y a nécessairement  une  portion  notable  de 
la  force  vive  imprimée  au  pilon , ou  du  travail  que  suppose  cette 
force  vive,  qui  est  consommée  en  pure  perte.  Voilà  pourquoi  aussi, 
et  indépendamment  des  autres  raisons  à alléguer,  il  vaut  mieux 
produire  les  effets  ci-dessus,  par  de  simples  pressions,  ainsi  qu'il 
arrive  dans  les  machines  à cylindres,  à meules,  etc.,  que  les  bons 
constructeurs  substituent,  avec  raison,  aux  pilons  ot  aux  marteaux. 

Si  donc  il  est  utile  d'éviter  les  chocs  dans  le  cas  actuel,  à plus 
forte  raison,  en  est-il  ainsi  quand  ce  choc  n’est  pas  indispen- 
sable à l’effet  qu’on  veut  produire.  C'est  ce  qui  a lieu,  par  exem- 
ple, lorsque  des  pièces  se  quittent  et  se  reprennent  brusquement 
avec  des  vitesses  finies,  soit  qu’elles  abandonnent  entièrement  la 
machine  soit  que,  servant  à communiquer  le  mouvement,  elles  of- 
frent beaucoup  de  jeu  dans  leurs  arliculalionsetéprouventdes  chan- 
gements de  vitesse  en  intensité  et  en  direction,  telles  que  les  pièces 
à mouvement  alternatif,  etc.  On  évite  en  partie  ces  effets , en  di- 
minuant ce  jeu  le  plus  qu'il  est  possible , et  en  employant  pour 
transformer  le  mouvement  continu  en  mouvement  alternatif,  des 
ressorts , ou  ce  qui  vaut  mieux  des  manivelles , des  excentriques 
qui  éteignent  et  restituent  graduellement  la  vitesse  au  commence- 
ment et  à la  fin  de  chaque  oscillation;  enfin  en  disposant  les  par- 
ties qui  transmettent  le  travail  par  leur  contact  et  en  général  toutes 
les  pièces  de  la  machine,  de  façon  qu’elles  soient  rigoureusement 
assujélies  dans  leur  tracé  et  leur  mouvement , ù la  loi  de 
continuité. 

L’effet  des  changements  brusques  quelconques  est  d’ailleurs  de 
faire  éprouver  aux  machines  des  secousses  qui  détériorent  leur 
constitution  en  fatiguant  les  assemblages , en  désunissant  les  par- 
ties et  augmentant  le  jeu,  ce  qui  a pour  résultat  inévitable  une 
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augmentation  progressive  des  pertes  de  travail.  On  peut  en  dire 
autant  des  fortes  pressions,  en  général,  lorsqu’elles  éprouvent  des 
alternatives  fréquentes  et  long-temps  répétées  en  direction  et  en 
intensité. 

lie  l’action  des  moteurs  sur  les  machines  , influence  de  la  forme 
et  de  la  vitesse  du  récepteur.1 

25.  Passons  maintenant  à ce  qui  concerne  le  terme  F f,  relatif 
aux  quantités  d’action  développées  par  les  forces  motrices,  et  re- 
marquons que  les  moteurs  peuvent  être  primitifs,  tels  que  la  gra- 
vité et  le  calorique,  ou  secondaires,  tels  que  les  auimaux,  le  vent , 
les  cours  d’eau  et  la  vapeur,  ou  enfin  composés  et  matériels,  tels 
que  les  manivelles,  les  différentes  roues  hydrauliques,  etc.,  qui 
constituent  les  premières  pièces  mobiles  des  machines,  ou  sont  les 
récepteurs  immédiats  de  la  force  et  du  mouvement.  11  ne  peut  être 
ici  question  du  mode  d’agir  des  uns  et  des  autres;  tout  ce  qu’il 
importe  de  remarquer,  c’est  que  la  pression  F,  exercée  par  le  mo- 
teur secondaire  sur  le  récepteur,  est , en  général , susceptible  de 
varier  avec  la  vitesse  propre  v de  cette  pièce,  de  telle  sorte  qu’étant 
nulle  pour  une  vitesse  de  son  point  d'application,  égale  à la  plus 
grande  vitesse  V que  puisse  prendre  librement  le  moteur,  elle  est, 
au  contraire,  la  plus  grande  possible  quand  le  récepteur  est  im- 
mobile ou  que  v—s. 

La  quantité  d’action  F f,  communiquée  par  le  moteur  h la  ma- 
chine, étant  ainsi  nulle  pour  les  cas  extrêmes  dont  il  s’agit,  on 
voit  qu'il  y aura  une  valeur  de  »,  comprise  entre  ; et  V,  qui  ren- 
dra le  produit  Vf  un  maximum;  cela  paraîtra  évident,  si  l'on  con- 
sidère la  manière  d’agir  de  quelques-uns  des  moteurs  secondaires,- 
tels  que  les  animaux  et  l’eau.  D’ailleurs  il  y aura  dans  chaque  cas 
particulier,  d’autres  conditions  à remplir  pour  rendre  Vf  le  plus 
grand  possible  : il  faudra  notamment  éviter  les  chocs  et  toute 
décomposition  de  la  force  et  de  la  vitesse  du  moteur,  qui  serait 
nuisible  à l’effet,  ou  ferait  croître  inutilement  la  pression  sur  les 
appuis  et  les  résistances  passives  , etc.;  mais  il  est  impossible  de 
donner  des  préceptes  généraux  à cet  égard , et  ce  ne  serait  pas  le 
lieu  d'entrer  dans  des  détails. 

x 

Influence  de  la  forme  et  de  la  vitesse  de  f outil  sur  Ceffet  utile.  — 
Influence  de  1 inertie  des  masses. 

20.  Il  nous  reste  à dire  un  mot  des  termes  de  notre  équation  (22). 
qui  concernent  l'inertie  ou  les  forces  vives  de  la  machine;  car  il 
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est  assez  évident  qu’on  peut  répéter  à l’égard  de  l’effet  utile  Qq,  ce 
qu’on  a dit  des  résistances  passives  en  général:  ainsi  l’on  aura  à 
examiner  la  vitesse,  la  forme  etc.  qui  conviennentà  l'outil  ou  opéra 
leur, pour  qu’à  dépense  égale  de  travail,  il  produise  le  maximum 
d’ouvrage  d'une  espèce  déterminée  : l’expérience  a en  effet  appris 
que  chaque  outil  offre  une  vitesse  qui  est  la  plus  avantageuse  pos- 
sible, et  dont  on  ne  saurait  s’écarter  sans  inconvénients,  soit 
pour  la  qualité,  soit  pour  la  quantité  des  produits. 

Passant  donc  aux  termes  qui  contiennent  les  forces  vives  mv‘  et 
tnt1’*  possédées  par  les  différents  corps  de  la  machine  , à la 
On  et  au  commencement  de  l’intervalle  de  temps  pendant 
lequel , on  remarquera  que  l’un  tend  à augmenter  et  l’autre 
A diminuer  l’effet  Q q.  Mais  comme  les  machines  partent  né- 
cessairement du  repos , et  qu’elles  n’acquièrent  de  vitesse  que 
celle  que  leur  communique  le  moteur,  on  voit  que  la  quantité 

de  travail  mesurée  par  la  force  vive  , en  suppose  une  autre 

primitivement  dépensée  par  ce  moteur  et  qui  lui  est  toujours  supé- 
rieure, à cause  de  résistances  nuisibles  inhérentes  à la  constitution 

de  la  machine.  Quant  à la  force  vive,  ^j-,  qui  se  présente  comme 
une  perte  véritable  de  travail , on  pourra  l’utiliser  en  partie  vers 
la  On  du  mouvement  de  la  machine  en  laissant  agir  celle-ci  seule 
et  en  vertu  de  sa  seule  inertie,  contre  les  résistances  que  présente 
la  matière  à confectionner;  ce  que  d’ailleurs  ne  permet  pas  toujours 
la  matière  du  travail  et  le  genre  de  l’outil.  Mais  comme  dans  tous 
les  cas , les  résistances  passives  en  absorberont  une  portion  no- 
table, on  voit  qu’il  y a , de  toute  manière  , de  l’inconvé- 
nient à laisser  acquérir  une  certaine  force  vive  aux  différentes 
pièces,  indépendamment  de  ce  que  l’influence  des  chocs  et 
des  résistances  nuisibles  croit  avec  l’augmentation  des  masses 
et  de  la  vitesse.  Néanmoins  si  le  mouvement  delà  machine 
doit  être  long-temps  continué , la  perte  de  travail  représentée  par 

, devient  négligeable  par  rapport  à l’effet  utile  total,  et  son  in- 

flucnceestnulle  comparativement  à celle  qu’elle  exercerait.dans  le 
cas  où  le  mouvement  de  la  machine  serait  interrompu  par  de  fré- 
quens  repos. 

On  voit  aussi  , que  si  l’effet  utile  consiste  à élever  ou  mouvoir 
des  corps  dans  une  direction  quelconque , il  y a toujours  une 
certaine  perte  de  force  vive  ou  de  travail , lorsque  ces  corps 
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quittent  la  machine  avec  une  vitesse  acquise  ; cette  vitesse  doit 
être  nulle  ou  la  moindre  possible. 

Quant  aux  pièces  à mouvement  alternatif  dont  la  vitesse  s’éteint 
à la  fin  et  au  commencement  de  chaque  oscillation,  on  voit 
aisément  que  , si  cette  vitesse  varie  par  degrés  insensibles,  leur 
force  vive  n’aura  d’autre  effet  que  de  diminuer  et  d’augmenter 
périodiquemeut  celle  mu1  de  la  machine , de  façon  qu'elle  re- 
deviendra la  même  à la  fin  et  au  commencement  de  chaque  oscil- 
lation , et  qu'il  n’y  aura , sous  ce  rapport  aucune  perte  de  quan- 
tité de  travail. 

CIRCONSTANCES  PRINCIPALES  DES  MACHINES  EN  MOUVEMENT. 

Nature  particulière  du  mouvement  des  machines. 

27.  Après  avoir  examiné  à part  l’influence  des  différents  termes 
de  l’équation  des  forces  vives  (22)  sur  l'effet  utile  , nous  allons 
maintenant  en  déduire  les  lois  mêmes  du  mouvement  des  ma- 
chines. 

Les  machines  sont  en  cfTet,  assujéties  à exécuter  des  périodes  de 
mouvement  qu’on  nomme  tours , révolutions  et  au  bout  desquelles 
la  position  des  diflérentcs  masses  redevient  la  même  qu’aupara- 
vaut  ; or  toutes  les  pièces  étant  solidaires,  la  vitesse  se  communi- 
que de  proche  en  proche,  par  des  lois  purement  géométriques,  de 
façon  que  celle  des  divers  points  peut  s’exprimer  en  fonction  de 
!a  vitesse  de  l’un  quelconque  d’entre  eux  et  de  la  variable  qui  fixe 
sa  position  à chaque  instant.  L’équation  des  forces  vives  donne- 
rait donc  cette  vitesse  à un  instant  quelconque,  si  l’on  connaissait 
pour  cet  instant,  les  quantités  d’action  totales  imprimées  au  sys- 
tème par  les  différentes  forces,  et  sous  ce  point  de  vue,  elle  con- 
tient implicitement  les  lois  du  mouvement  de  toutes  les  machines. 

Si  l’on  suppose  que  le  système  soit  parti  du  repos,  on  fera. 
i)'=e  dans  l’équation 

Frf/— 2 ^ykrfr— 2 

et  elle  donnera  la  valeur  de  la  vitesse  v de  la  masse  quelconque 
dm,  puisque  d'après  la  nature  des  machines,  les  vitesses  des  di- 
verses autres  masses  ont  avec  v des  rapports  donnés  et 
dépendants  seulement  des  grandeurs  qui  fixent  la  forme  et  la 
position  des  différentes  parties  du  système  à chaque  instant. 

Si  l'on  veut  seulement  considérer  ce  qui  se  passe  dans  l’inter- 
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vullc  de  temps  infiniment  petit  dt , pendant  lequel  l'accroissement 
de  vitesse  de  dm  est  dv  , correspondant  aux  espaces  élémen- 
taires df , dr  , dq  , on  aura  en  différentiant  l’équation  ci-dessus, 
par  rapport  au  temps , 

ÇSdm»d»=  %Vdf — ^Rdr  — SrQdçiPdll, 
équation  qui  servira  à faire  connaître  l’accroissement  de  vitesse 
reçue  à chaque  instant,  par  l’un  quelconque  des  points  de  la  ma- 
chine et  par  suite  la  loi  du  mouvement. 

Pour  le  démontrer,  nous  remarquerons  que,  si  l’on  nomme  e le 
chemin  total  décrit  par  la  molécule  dm  à l’instant  où  sa  vitesse 
u,  de  sorte  que  vdt=dc  puis,  que  l’on  représente  par  9e  en  gé- 
néral la  fonction  purement  géométrique  qui  exprime  le  rapport 
de  v et  de  do  relative  à dm  , aux  valeurs  des  mêmes  quantités 
relatives  ;l  un  autre  élément  de  masse  quelconque  de  la  machine 
animée  d’une  vitesse  u et  à une  position  donnée , on  pourra  rem- 
placer les  quantités 

SSdme*,  <S dm»'*  et  çdmodo  par  leurs  équivalentes 
n*ÇSdm^s>ej, , «’■  çSdm^e’j’, udu  ^dtn^fej  =dc'^ ^Jdml^c'j 

dans  les  équations  précédentes  , qui  deviendront  ainsi  , en 
représentant  par  K et  R’  pour  abréger  les  valeurs  de 

S « 

<S dm (9c)  <Sdm(r«)  relatives  aux  deux  positions  distinctes 

considérées 

^Rdr-2^Qd?±PH 

Kudu—K.  de=  $¥df—  çR dr—  ^Qdq±PdU 

et  comme  df,  dr  et  dq  ont  aussi  avec  de  des  rapports  qui  sont 
purement  fonctions  de  e et  des  constantes  qui  fixent  la  grandeur 
et  la  position  relatives  des  parties  matérielles  du  système,  qu’enfin 
F , R et  Q sont  censés  constantes  ou  variables , suivant  des  lois 
qui  sont  données  à priori,  en  fonction  du  temps,  ou  des  variables 
f,  r et  q,  c'est-à-dire, de  e,  on  voit  que  la  dernière  de  ces  équations 
donnera  par  les  méthodes  connues,  la  loi  effective  du  mouvement , 
de  sorte  qu’étant  réunie  avec  la  précédente  elle  doit  contenir  im- 
plicitement toutes  les  propriétés  essentielles  des  machines  telles 
que  nous  les  envisageons  ici. 

Mais  pour  qu’il  en  puisse  être  ainsi , il  faut  supposer  que  l'on 
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tienne  compte  de  toutes  les  circonstances  qui  surviennent  pendant 
le  travail  des  forces  et  notamment  de  celles  qui  peuvent  momenta- 
nément suspendre  ou  modifier  leur  action  et  le  mouvement  des  dif- 
férentes parties  matérielles,  comme  il  arrive,  par  exemple  , dans 
le  jeu  des  pilons  ou  des  marteaux , où  certaines  masses  quittent  et 
reprennent  alternativement  la  machine:  les  intégrales  doivent  alors 
évidemment  se  prendre  dans  les  intervalles  distincts  à considérer. 

Du  mouvement  des  machines  à partir  du  repos. 

28.  A l'instant  où  une  machine  sort  du  repos,  le  moment  virtuel 
F df  du  moteur  surpasse  nécessairement  celui  de  toutes  les  résis- 
tances réunies,  c’est-à-dire , que  Fd/'—Rdr — etc.>0.  Cela  arrive 
ordinairement , ou  parce  que  la  résistance  utile  Q a sa  valeur 
minimum , ou  parce  que  la  pression  motrice  F a le  maximum  de 
la  sienne  (25).  La  force  vive  augmente  ainsi  à chaque  instant  d’une 
quantité  d (mv')  =2mrdt’,  égale  au  double  des  quantités  d'actions 
instantanées  imprimées  par, les  puissances. 

L’accroissement  de  la  force  vive  continuera  tant  que  le  moment 
F df  ou  le  travail  instantané  du  moteur,  l’emportera  sur  celui 
l\dr-\-Qdq,  etc.,  des  diverses  résistances  ; mais  il  faut  admettre 
conformément  à l’expérience  et  à la  nature  des  machines  indus- 
trielles, que  la  force  vive  ne  croîtra  pas  indéfiniment,  du  moins 
d’une  manière  appréciable,  et  atteindra  plus  ou  moins  rapidement 
une  limite  ou  maximum  pour  laquelle  on  aura 

| d | mv‘  j=F df — Iitfr — Qdq±Ddll=o , 

ce  qui  exprime,  d’après  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  qu'il  y 
a au  même  instant  équilibre  entre  les  forces  motrices  et  les  résis- 
tances, abstraction  faite  des  forces  d’inertie — m^u  (l  i)  des  diverses 

masses,  dont  la  somme  des  moments  virtuels  est  naturellement  égale 
à zéro. 

En  effet,  si  la  force  vive  croissait  sans  cesse  et  d’une  manière 
sensible  à chaque  révolution  de  la  machine,  il  en  résulterait  que 
la  vitesse  d’une  pièce  quelconque,  par  exemple,  celle  du  point 
d’application  du  moteur,  croîtrait  également  et  atteindrait  bientôt 
un  terme  pour  lequel  ce  moteur  ne  serait  plus  capable  (25)  d'aucun 
effort,  circonstance  qui  n'a  pas  lieu  pour  les  résistances,  puisqu’il 
arrive  souvent  qu’elles  croissent  avec  la  vitesse. 

La  force  vive  et  la  quantité  de  travail  communiquée  ayant  donc 
atteint  le  maximum , il  pourra  arriver  ou  qu’elles  restent  cons- 
tantes, ou  qu’elles  décroissent  pendant  un  certain  temps  pour  re- 
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croître  ensuite,  et  ainsi  alternativement,  puisque  le  mouvement 
n'est  pas  censé  s'éteindre. 

Du  mouvement  uniforme  et  de  ses  conditions. 

29.  Considérons  d’abord  le  premier  cas  qui  est  le  plus  simple, 
l’accroissement  instantané  2 mvdo  de  la  force  vive  étant  nul,  ainsi 
, que  la  somme  F df — Q dq,  etc. , des  quantités  de  travail  élémentaires 
imprimées,  il  y aura  i chaque  instant  équilibre  pour  toutes  les  po- 
sitions de  la  machine  et  abstaction  faite  des. forces  d’inertie;  la 
vitesse  redeviendra  par  conséquent  la  même  pour  les  mêmes  posi- 
tions, et  puisqu’on  aura , entre  deux  instants  quelconques , 
mv’ — mv’*=2(F/"— -Rr±PH=«, 

l'inertie  n’exercera  plus  aucune  influence  directe  sur  la  transmis- 
sion du  travail. 

Le  cas  le  plus  général  et  à la  fois  le  plus  ordinaire,  où  ces  cir- 
constances peuvent  se  présenter,  est  celui  où  les  différentes  masses 
du  système  posséderaient  séparément  des  vitesses  constantes  ou 
uniformes;  car  on  ne  conçoit  pas,  à priori,  comment  ces  vitesses 
pourraient  varier  de  façon  que  l’accroissement  de  forces  vives  de 
certaines  pièces  fût  constamment  égal  au  décroissement  pareil  de 
toutes  les  autres,  ce  qui  est  nécessaire  pour  que  la  somme  des 
forces  vives  reste  constante.  De  plus,  il  est  évident  que  les  vitesses 

effectives  ou  (15  et  14)  ^ ^ des  différentes 

masses,  ne  peuvent  rester  constantes  si  les  vitesses  virtuelles  de, 

de',  de” qui  dépendent  uniquement  de  la  nature  géométrique 

des  liaisons  du  système,  ne  sont  elles-mêmes  dans  des  rapports  in- 
variables, pour  toutes  les  positions  qu'il  peut  prendre  *. 

Cette  condition  exclut,  comme  on  voit,  tout  à fait  les  pièces  à 
mouvement  alternatif  puisque  leurs  vitesses  effectives  et  leurs  vi- 
tesses géométriques  ou  | virtuelles  ne  pourraient  être  en  rapport 
constant  avec  celles  des  autres;  mais  elle  ne  suflit  pas  pour  assurer 
l'uniformité  du  mouvement  de  la  machine , il  faut  encore  qu’on  ait, 
à chaque  instant, 

Fdf- — Qdq — Rdr±PdH=e, 

(*)  Soient  K , K' rcs  rapports  constants , de  sorte  qu’on  ait 

rie’— KVc”=KJc...  ; on  aura  donc  aussi , entre  deux  positions  quelconques 
du  système,  e'=Kc,  c”=K’e...  ; c’est-à-dire  que  les  espaces  entiers  décrits 
entre  ces  positions , par  les  différents  points , seront  également  dans  les 
mêmes  rapports. 
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pu  qu’il  y ait  équilibre,  abstraction  faite  toujours  des  forces 
d’inertie,  nouvelle  condition  qui  ne  pourra  être  remplie,  d’une 
manière  générale,  si  la  puissance  et  les  résistances  agissent  par 
intervalle,  d’une  manière  discontinnc,  ou  varient  en  intensité  et  en 
direction,  par  des  lois  quelconques  et  indépendantes,  dans  les  di- 
verses positions  de  la  machine.  Or,  en  supposant  même  les  forces 
F, K et  Q constantes  avec  la  vitesse,  ainsi  que  les  angles  qu’elles 
forment  avec  la  direction  des  chemins  élémentaires  décrits  parleur 
point  d’application  , condition  qui  rend  les  moments  virtuels 
Qdq , Rdr  F df  constants,  et  qui  se  trouve  remplie  dans  beaucoup 
de  machines,  il  faudra  encore  que  le  poids  p de  chaque  pièce  con- 
serve (22)  son  centre  de  gravité  à la  même  hauteur,  à moins 
qu’ayant  une  vitesse  uniforme,  il  ne  fasse  partie  de  la  puissance 
motrice  ou  de  la  résistance  utile,  car  dans  tout  autre  cas,  il  impri- 
mera évidemment  des  quantités  de  travail  instantanées  +jwfA  qui 
seront  variables  pour  les  diverses  positions  du  système. 

D’après  ce  qui  a été  dit  précédemment,  il  ne  peut  entrer  dans 
la  machine  de  pièce  à mouvement  alternatif;  elle  devra  donc  se 
composer  uniquement  de  pièces  de  rotation  ou  de  roues  exactement 
centrées  (22),  de  courroies  et  de  chaînes  sans  fin  etc. 


Dans  la  plupart  des  cas,  le  mouvement  ne  devient  rigoureusement 
uniforme  qu' après  un  temps  infini. 


30.  Cet  examen  peut  servir  à montrer  combien  il  est  difficile 
d'établir  le  mouvement  rigoureusement  uniforme  dans  les  machines, 
on  peut  même  dire  qu’il  ne  s’y  présente  jamais  dans  toute  l’exacti- 
tude mathématique  , car  il  suppose  non-seulement  que  les  forces 
restent  constantes  en  intensité  et  en  direction , etc. , mais  qu’eu- 
core  les  vitesses  virtuelles  des  différentes  parties  de  la  machine 
soient  entre  elles  dans  des  rapports  indépendants  de  la  po- 
sition du  système  ; ce  qui  exige  que  les  quantités  représen- 
tées ci- dessus  par  <je  soient  constantes,  pour  toutes  les  positions, 
aussi  bien  celles  qui  l’ont  été  par  la  lettre  K.  Enfin  on  démontre 
très-simplement,  soit  par  la  considération  de  l’équation 


dv 

dt 


" de 


de 


de 


dans  le  second  membre  de  laquelle-^  seraient  suppo- 

sées constantes  , soit  par  des  considérations  directes  de  géométrie 
que , lorsque  l’action  des  différentes  forces  est  soumise  à des  lois 
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continues  , analogues  à celles  de  la  pesanteur  et  dépendantes  uni- 
quement des  variables  qui  déterminent  la  position  ou  la  vitesse  du 
système,  ce  n’est,  pour  ainsi  dire,  qu’au  bout  d’un  temps  infini 
que  la  vitesse  acquiert , en  général , sa  limite , quoique  dans  un 
temps  souvent  fort  court,  elle  n’en  diffère  que  d’une  quantité  inap- 
préciable et  qu’on  peut  négliger  pour  la  plupart  des  cas  de  pra- 
tique. 

Il  suffit  pour  cela  de  remarquer  que,  d’après  les  notions  précé- 
dentes , la  fonction  représentée  par  ce  second  membre  a sa  plus 
grande  valeur , quand  la  machine  part  du  repos  ou  que  v—'- , et 
qu’elles  décroit  plus  ou  moins  rapidement  à mesure  que  la  vitesse 
v augmente , de  manière  à devenir  complètement  nulle  pour  une 
certaine  valeur  finie  de  cette  vitesse , ce  qui  lui  suppose  implicite- 
ment la  forme 

N(a — v)B 


ou  toute  autre  forme  équivalente , N étant  une  fonction  de  v et  de 
constantes,  essentiellement  positive  et  a la  vitesse  limite  dont  il 
s’agit.  On  tire,  en  effet , de  l’équation  posée  en  dernier  lieu 


P Kdv  R [ dv 


intégrale  qui , d’après  les  règles  connues , étant  prise  depuis  c=; 
jusqu’à  t)=a  doit  renfermer  au  moins  un  terme  de  la  forme 
— A log.  (a-v) , si  n est  impair,  ou  de  la  forme  — A (a-»)*®+‘ , si  n 
est  pair,  or,  ces  fonctions  sont  l’une  et  l'autre  susceptibles  de 
devenir  infinies  quand  la  vitesse  v atteint  sa  limite  a. 

Ce  fait  est  analogue  à celui  qui  se  présente  dans  le  mouvement 
des  parachutes , des  fluides  qui  s’écoulent  par  les  orifices  des  vases 
et  il  avertit  des  précautions  à prendre  dans  certains  cas , quand 
on  ne  veut  pas  courir  le  risque  de  se  tromper  sur  le  régime  ou  l’é- 
tat de  mouvement  d’un  système. 

Des  observations  analogues  sont  applicables  d’ailleurs  aux  ma- 
chines qui,  par  leur  constitution  et  celle  des  moteurs  ou  des  résis- 
tances , ne  pourraient  acquérir  qu’un  mouvement  périodique 
constant  ou  permanent , c’est-à-dire  , tel  que  la  vitesse , quoique 
variable  dans  l’étendue  de  chaque  révolution  revienne  constam- 
ment la  même  pour  les  mêmes  positions. 


Avantages  du  mouvement  uniforme. 

31.  L’importance  qu’il  y a de  satisfaire , dans  chaque  cas  parti- 
culier, sinon  rigoureusement,  du  moins  le  plus  possible,  aux 
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conditions  propres  à établir  l'uniformrté  du  mouvement  des  ma- 
chines , sera  sentie  si  l’on  met  en  parallèle  les  avantages  inhérents 
à ce  mouvement  avec  les  inconvénients  qui  résultent  du  mouvement 
variable- 

Dans  les  machines  qui  possèdent  le  mouvement  uniforme,  et  où 
les  puissances  et  les  résistances  agissent  d'une  manière  continue 
et  avec  la  même  intensité  d’action , les  pièces  se  conduisent  tou- 
jours de  la  même  manière  et  demeurent  sans  cesse  en  contact , 
sans  éprouver  aucune  secousse  nuisible,  aucun  changement  brus- 
que de  vitesse,  et  comme  les  quantités  de  travail  élémentaires  re- 
çues et  transmises  par  chacune  d’elles,  sont  égales  et  constantes  , 
ou  qu’il  y a équilibre  b chaque  instant,  de  même  que  pour  la  ma- 
chine entière , les  chances  de  destruction  sont  moindres , et  l’on 
peut  apprécier,  dans  chaque  cas,  les  efforts  qu’elles  supportent , 
les  flexions  qu’elles  éprouvent  et  la  solidité  minimum  qui  leur 
convient.  Mais  ces  avantages  ne  sont  pas  les  plus  importants  de 
ceux  qui  appartiennent  à l’uniformité  du  mouvement  ; car  , puis- 
qu’il existe  (25)  pour  chaque  moteur , une  vitesse  de  son  point 
d’application  qui  rend  un  maximum  la  quantité  du  travail  qu'il 
communique  à la  machine , et  que  la  qualité  et  la  quantité  du  tra- 
vail de  l’outil  dépendent  aussi  (26)  de  la  vitesse  et  surtout  de  la 
constance  de  cette  vitesse,  on  voit  que  le  cas  le  plus  avantageux 
possible  sera  celui  où  les  vitesses  des  pièces  extrêmes  de  la  machine 
seront  telles  que  le  réclame  chaque  genre  de  moteur  et  de  travail 
utile,  et  resteront  invariables  pendant  le  mouvement,  aussi  bien 
que  celles  des  pièces  intermédiaires. 

Inconvénients  du  mouvement  varié  même  quand  il  est  assvjéti 
à la  loi  de  continuité. 

*v 

32.  Dans  les  machines  dont  le  mouvement  varie  à chaque  ins- 
tant d’une  manière  sensible  et  suivant  des  lois  d’ailleurs  continues, 
les  choses  se  passent  d’une  manière  tout-à-fait  opposée,  sans  comp- 
ter les  autres  inconvénients  qui  s’y  présentent  quelquefois.  Ainsi , 
par  exemple,  il  pourrait  arriver  que  le  mouvement  ne  put  aucu- 
nement naître  ou  s’entretenir  , parce  que  l’action  du  moteur  ou 
celle  des  diverses  résistances  étant  intermittente , il  y aurait  des 
instants  pour  lesquels  cette  dernière  ayant  acquis  toute  son  éner- 
gie , tandis  que  l’autre  a atteint  le  minimum  de  la  sienne,  la  force 
vive  possédée  par  la  machine  ne  serait  pas  suflisantc  pour  entre- 
tenir le  mouvement  dans  ces  positions,  que  les  praticiens  nomment 
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points-morts,  et  cela  bien  que  la  quantité  de  travail  que  pût  four- 
nir le  moteur  dans  une  révolution  de  la  machine,  supposée  parve- 
nue à un  certain  état  de  mouvement,  fût  égale  ou  même  supé- 
rieure à celle  que  développeraient  toutes  les  résistances  réunies. 
Mais  en  supposant  que  le  mouvement  puisse  naître  et  s’entretenir, 
il  n’en  résultera  pas  moins,  de  son  étal  variable,  que  la  machiné 
ne  travaillera  pas  sous  les  conditions  les  plus  avantageuses  possi- 
bles, et  que  scs  différentes  pièces  éprouveront  des  secousses,  des 
pressions  et  des  tractions  qui  altéreront  plus  ou  moins  rapidement 
leur  constitution  et  absorberonl  en  pure  perte  une  portion  du  tra- 
vail moteur  (18). 

Moyens  de  corriger  eh  partie  lesinconvèniens  du  mouvement  variable. 

33.  On  remarquera  que  ces  derniers  inconvénicns  quoiqu’ana- 
logues  à ceux  qui  ont  déjà  été  signalés  au  n.  24,  sont  pourtant 
moins  graves,  attendu  que  le  jeu  des  diverses  articulations  est  ici 
censé  très-faible,  et  que  nous  supposons  le  tracé,  la  disposition  de 
toutes  les  parties,  conformes  à la  loi  de  continuité,  de  sorte  qué 
les  pièces  à mouvement  alternatif,  inhérentes  à la  constitution  de 
la  machine,  éteignent  graduellement  leur  vitesse  à la  fin  et  au 
commencement  de  chaque  oscillation. 

Pour  bien  concevoir  les  inconvéniens  qui  arrivent  dans  le  cas 
actuel  et  pouvoir  y remédier  dans  l’occasion,  il  faut  considérer 
qu’ils  ont  lieu  uniquement,  soit  parce  que  la  puissance  motrice 
agit  sur  la  première  pièce  (le  récepteur)  tantôt  dans  un  sens,  tan- 
tôt dans  le  sens  directement  opposé,  soit  parce  qu’il  existe’ dans 
la  machine,  des  poids  ou  des  ressorts  qui  tendent  d’une  manière 
active,  à imprimer  de  la  vitesse  à la  machine,  tantôt  dans  le  sens 
du  mouvement,  tantôt  dans  le  sens  opposé  ; il  en  résulte,  en  effet 
que  la  pièce  qui  en  conduisait  une  autre  peut  en  être  conduite  à 
son  tour,  et  qu’à  cause  du  jeu  indispensable , ces  pièces  cessent 
d être  en  contact,  ou.se  quittent  pour  se  reprendre  ensuite,  et  aiusi 
alternativement. 

Nécessité  de  s'éloigner  dans  certains  cas  des  conditions  de  runifôrmité 
du  mouvement. 

34.  D’après  ces  divers  inconvénients  du  moment  variable  des 
machines.il  semblerait  qu’on  dût  en  proscrire  l’emploi  dans  toutes 
les  applications  à l’industrie,  et  se  borner  uniquement  aux  moyens 
qui  permettent  l’uniformité  rigoureuse  du  mouvement;  ce  qui  se 
réduit,  comme  on  l’a  vu,  à n’employer,  même  pour  le  récepteur  et 
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l'outil,  que  des  pièces  de  rotation  continues,  et  à proscrire  toute 
action  intermittente  de  la  part  du  moteur  et  des  résistances.  C’est 
aussi  à quoi  tendent  tous  les  efforts  des  bons  constructeurs  et  des 
mécaniciens  instruits  ; mais  quoiqu'on  ait  résolu  la  question  , 
pour  plusieurs  machines  importantes,  d'une  manière  suffisamment 
approchée,  il  n’y  a pas  d'espoir  qu’on  puisse  le  faire  pour  toutes. 
La  nature  du  moteur  et  du  travail , souvent  même  des  circons- 
tances de  localité,  et  principalement  trop  de  sujétion  dans  l’exécu- 
tion matérielle,  trop  de  dépense  s’opposeront  toujours  à ce  qu’on 
atteigne  le  but  d'une  manière  satisfaisante  ; du  moins  on  doit 
chercher  à en  approcher  le  plus  possible,  dans  chaque  cas  parti- 
culier, en  évitant  les  principaux  inconvénients  du  mouvement  va- 
riable que  nous  venons  de  signaler. 

Or  nous  remarquons  qu’il  n’existe  en  réalité  que  trois  causes 
essentielles  du  mouvement  varié  des  machines,  et  qui  consistent 
dans  l'irrégularité  d’action,  soit  du  moteur,  soit  de  la  résistance 
utile,  soit  de  l'un  pu  de  l’autre  réunis;  il  n’arrivera  donc  pareille- 
ment que  trois  circonstances  où  l’on  soit  forcé  de  faire  usage  de 
pièces  à mouvement  alternatif,  et  dans  ces  trois  circonstances,  on 
devra  éviter  de  multiplier  inutilement  ces  pièces. 

Ainsi,  le  récepteur  devant  posséder  le  mouvement  alternatif  et 
l’opérateur  un  mouvement  de  rotation  continu,  uniforme,  on  trans- 
formera immédiatement,  à l’aide  de  manivelles, d'excentriques, etc., 
le  premier  mouvement  en  un  mouvement  pareil  au  second;  toutes 
les  pièces  intermédiaires  seront  ainsi  des  roues,  des  courroies,  à 
mouvement  continu.  On  en  fera  autant  quand,  au  contraire,  le 
récepteur  devra  posséder  une  vitesse  uniforme,  et  l’outil  un  mou- 
vement alternatif,  mais  si  l’outil  et  le  récepteur  doivent  à la  fois 
posséder  un  mouvement  alternatif,  il  y aura  à examiner  si  le  pre- 
mier peut  immédiatement  s’appliquer  au  second,  sans  interposi- 
tion de  pièces  quelconques,  de  façon  que  les  oscillations  et  les 
alternatives  d'action  coïncident  parfaitement,  que  la  vitesse  et  la 
pression  s’éteignent  par  degrés  vers  la  fin  et  le  commencement  de 
chacune  d’elles;  car  alors  il  ne  pourra  y avoir  de  perte  d’effet  sen- 
sible et  la  machine  travaillera  presqu’aussi  avantageusement  que 
si  elle  possédait  le  mouvement  uniforme.  Mais  cela  arrive  rarement 
et  presque  toujours  on  se  voit  obligé  de  faire  usage  de  pièces  in- 
termédiaires auxquelles  on  donne,  quand  le  cas  l’exige  et  qu’il  y a 
de  l’avantage  à régulariser  l’action,  un  mouvement  de  rotation 
continu  dans  le  même  sens. 
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Moyens  généraux  de  régulariser  le  mouvement  dans  les  machines. 

35-  Laissant  donc  de  côté  le  cas  où  toutes  les  pièces  ont  un  mou- 
vement alternatif,  il  n’y  aura  plus  qu’il  s'occuper  des  trois  autres, 
auxquels  on  pourra  joindre  celui  où  toutes  les  pièces  mobiles  au- 
raient un  mouvement  de  rotation  continu,  quoique  la  puissance  ou 
la  résistance  agissent  sur  la  première  et  la  dernière  pièces,  d’une 
manière  intermittente,  variable;  or,  dans  tous  ces  cas,  mais  sur- 
tout dans  celui  où  il  est  avantageux  (31)  que  l’une  de  ces  pièces 
extrêmes  possède  la  vitesse  uniforme,  il  parait  convenable  de 
régulariser  le  plus  possible  le  mouvement  de  la  machine,  et  ce  qui 
précède  nous  en  indique  les  moyens  principaux  : 1°  On  tracera 
les  parties  par  lesquelles  le  mouvement  de  rotation  continu  se 
transmet  d’une  pièce  à l’autre,  de  façon  que  la  vitesse  géométrique 
reste  dans  un  rapport  donné,  ce  qui  constitue  véritablement  le 
problème  des  engrenages  pris  dans  toute  sa  généralité;  2°  On 
centrera  exactement  (22)  les  roues,  ce  qui  aura  d’ailleurs  pour 
avantage  d’annuler  l’effet  de  la  force  centrifuge  ou  la  pression  qui 
en  résulte  sur  les  axes;  3°  On  mettra  pareillement  en  équilibre  le 
poids  des  pièces  à mouvement  alternatif,  ou  l’on  fera  concourir 
ce  poids,  s’il  y a lieu,  à régulariser  l’action  de  la  puissance  et  de 
la  résistancee  dans  chaque  position  du  système;  4°  On  diminuera 
autant  qu’il  est  possible,  la  vitesse,  l’amplitude  du  mouvement,  et 
la  masse  de  ces  mêmes  pièces,  c’est-à-dire,  autant  que  le  permet- 
tront la  solidité  et  l’usage  qu’on  en  veut  faire;  5°  Enfin  on  régulari- 
sera l’action  même  du  moteur  ou  de  la  résistance  par  des  contre- 
poids, ou  par  toutautre  disposition  qui  peut  résulter  de  l’examen  de 
chaque  cas  individuel  : par  exemple , si  l’effet  de  l’une  ou  de 
l’autre  de  ces  forces  se  compose  d’effets  partiels  égaux , distincts 
et  répétés  plusieurs  fois  dans  une  même  révolution  de  la  machine, 
il  conviendra  de  les  distribuer  de  façon  qu’ils  se  succcèdent  à des 
intervalles  réguliers  et  en  quelque  sorte,  sans  discontinuité,  ou 
que  les  plus  grands  efforts  des  uns  ayent  lieu  en  même  temps  que 
les  plus  faibles  des  autres,  etc. 

Tous  ces  moyens  étant  épuisés  et  les  causes  de  l’irrégularité 
d’action  étant  par  là  corrigées,  autant  que  possible,  il  restera  une 
dernière  ressource  que  nous  allons  faire  connaître , attendu  qu’elle 
se  rattache  aux  lois  générales  du  mouvement  des  machines  dont 
nous  avons  un  instant  abandonné  la  discussion. 
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Influence  des  pièces  à mouvement  alternatif;  moyen  particulier  de  la 
diminuer  ou  de  la  corriger. 


30.  Nommons,  on  général,  u la  vitesse  angulaire  ou  à l'unité  de 
distance  de  l'une  des  pièces  de  rotation  de  la  machine , sa  force 
vive  aura  pour  expression 


r étant  la  distance  à l'axe  d’une  molécule  matérielle  quelconque , 
dm  lamassect^r'rfm  le  moment  d'inertie  de  la  pièce;  la  force  vive 
totale  possédée  par  les  pièces  semblables  à un  instant  donné , et 
en  général,  pour  toutes  celles  qui  ont  des  vitesses  continues,  dans 
des  rapports  donnés  (29),  pourra  donc  être  représentée  par  Au*,  A 
étant  une  constante  qui  dépend  des  rapports  des  vitesses  et  des 
moments  d’inertie  des  pièces.  Quant  à la  somme  des  forces  vives 
des  pièces  à mouvement  alternatif,  nous  continuerons  à la  repré- 
senter par  l’expression  générale  mv‘,  de  sorte  que  les  équations, 
du  N"  27  donneront , pour  déterminer  à chaque  instant  la  vitesse 
angulaire  «, 


\^=^Ff-Q^^-m-fyk^=Fdf-Qdq- tf‘-mvdv. 


L’eflet  des  pièces  à mouvement  alternatif  se  bornant  ainsi  à di- 
minuer le  travail  élémentaire  F df  imprimé  à chaque  instant  par  les 
puissances , d’une  quantité  variable  rnvdv , on  pourra  représenter  cet 

eflet(t4)parceluid’une  force  y=m‘^  qui  n’est  autre  que  la  résultante 

générale  des  forces  d’inertie  tangentielles  relatives  à ces  pièces,  et 
comprendre  explicitement  cette  force  , dont  la  quantité  de  travail 
instantanée  est,  abstraction  faite  du  signe — mvdv=fde,  au  nom- 
bre de  celles  qui  sollicitent  réellement  la  machine  et  qui  sont 
étrangères  à l’inertie. 

On  remarquera  d’ailleurs  que,  puisque  la  vitesse  e des  pièces 
dont  il  s’agit  devient  nulle  à la  fin  et  au  commencement  des  oscil- 
lations de  chacune  d’elles , il  en  est  de  môme  de  la  quantité  de 
travail  y de  ou  mv‘  que  développe  leur  inertie,  ce  qui  suppose  y de 
tantôt  positif  et  tantôt  négatif,  ou  que  la  force  y relative  à une 
môme  pièce,  restitue  et  détruise  constamment,  dans  chaque  demi- 
oscillation,  des  quantités  de  travail  égales  et  qui  n'altèrent  ainsi 
aucunement  l’effet  utile  de  la  machine-  Sous  ce  point  de  vue  donc. 
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l'action  de  cette  force  peut  être  assimilée  à celle  de  la  pesanteur 
(22)  sur  les  pièces  à mouvement  alternatif , de  sorte  que  les 
moyens  de  corriger  son  influence  sont  entièrement  analogues  : 
ainsi  indépendamment  de  ceux  qui  ont  déjà  été  indiqués  au  N°  35 
ci-dessus,  on  pourra  opposer  à la  masse  de  ces  pièces,  d’autres 
masses  douées  d’un  mouvement  oscillatoire  précisément  contraire, 
c’est-à-dire,  tel  que  l’accroissement  imvdv  de  leur  force  vive  soit  à 
chaque  instant  égal , quoique  de  signe  contraire  à celui  qui  est  re- 
latif à ces  mêmes  pièces;  pareillement  encore  on  pourra  disposer 
les  périodes  de  mouvement  de  ces  pièces  de  façon  que  la  force 
qui  remplace  leur  effet,  détruise  en  partie  l’irrégularité  d’action 
des  puissances  et  des  résistances.  Mais  ces  divers  moyens  sont  rare- 
ment applicables  avec  simplicité,  quoiqu’on  ne  doive  aucunement 
les  dédaigner  dans  chaque  cas  particulier;  on  préfère  générale- 
ment augmenter  l’inertie  de  quelqu’une  des  pièces  de  rotation  de  la 
machine,  conformément  aux  principes  que  nous  allons  exposer. 

37.  Reprenons  les  raisonnements  du  n°  28;  il  résultera  des 
équations  posées  ci-dessus,  t • Que  lorsqu’une  machine  est  partie 
du  repos,  la  vitesse  eu  qu’elle  a acquise  au  bout  d’un  certain  temps, 
est  d’autant  plus  grande,  que  la  quantité  de  travail  communiquée 
par  les  différentes  forces,  l’est-elle  même  davantage,  et  que  la 
quantité  A,  uniquement  relative  aux  momens  d’inertie  et  aux 
rapports  constants  des  vitesses  géométriques  des  pièces  de  rota- 
tion, est  au  contraire  plus  petite,  2°  Que  l’accroissement  instan- 
tané d’ji  de  la  vitesse,  à une  époque  quelconque  du  mouvement, 
est  directement  proportionnel  à la  quantité  de  travail  élémentaire 
imprimée  au  même  instant,  et  inverse  de  la  vitesse  acquise  u,  et 
de  la  quantité  constante  A.  La  vitesse  oo  croîtrait  donc  sans  cesse 
à chaque  révolution,  si,  comme  nous  l’avons  déjà  expliqué  (28)  , 
la  somme  des  forces  vives  du  système  n’atteignait  bientôt , du 
moins  sensiblement,  une  limite  absolue  qu’elle  ne  peut  dépasser 
d’après  la  nature  même  des  moteurs  et  des  résistances. 

La  machine  étant  parvenue  à cet  état  de  mouvement,  la  force 
vive  A (u*  et  la  vitesse  w ne  pourront  plus  varier  , soit  dans  un 
même  tour,  soit  d’un  tour  à l'autre,  qu’entre  des  limites  plus  ou 
moins  resserrées  et  relatives  aux  variations  mêmes  de  la  quantité 
d’action  totale  Yf—Qq — etc.,  qui  lui  aura  été  imprimée  dans  les 
intervalles  correspondans  à ces  tours  ou  révolutions.  Ainsi  ces  di- 
verses quantités  atteindront  successivement  et  simultanément  une 
valeur  maximum , puis  nnc  valeur  minimum  , pour  chacune  des- 
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quelles  il  y aura  équilibre  eulrc  toutes  les  forces  considérées  (30), 
attendu  qu’on  aura 

A.'j>d'j>=Vdf—QcU] — Rrfr±PdH — mvdv—s. 

Or,  quelle  que  soit  la  loi  suivant  laquelle  vaiie  l'intensité  ab- 
solue de  ces  forces,  et  pourvu  qu'elle  ne  soit  pas  lout-ù-fait  irré- 
gulière et  qu’on  puisse  déterminer,  soit  parle  calcul,  soit  par 
l’expérience,  la  quantité  de  travail  imprimée  entre  les  deux  ins- 
tants où  la  vitesse  w relative  à un  même  tour  ou  à plusieurs  tours 
successifs , atteint  sa  plus  grande  et  sa  plus  petite  valeur  absolue, 
on  sera  toujours  le  maître  de  rendre  le  mouvement  des  pièces 
de  rotation  de  la  machine  aussi  approchant  qu’on  le  voudra  de 
l'uniformité. 


Moyen  général  de  régulariser  le  mouvement  des  machines. 


Pour  y parvenir,  on  dispose  sur  l’un  des  axes  de  rotation  , une 
espèce  de  roue  ou  d’anneau  doué  d’une  grande  vitesse,  que  l’on 
nomme  volant  et  qui  par  son  inertie  absorbe  ou  emmagasine,  comme 
on  dit  l'excédant  du  travail  moteur,  en  le  convertissant  en  force 
vive,  quand  il  y a accélération  du  mouvement,  pour  le  restituer 
ensuite  en  sens  contraire  des  résistances,  dès  que  le  mouvement 
se  ralentit,  ou  que  sa  force  vive  diminue.  D’après  ce  qui  précède, 
il  sera  facile  de  démêler  le  rôle  de  cette  pièce  et  de  poser  les 
règles  de  son  établissement. 

Nommant , en  effet,  « la  vitesse  angulaire  de  l’axe  du  volant,  r 
la  distance  à cet  axe  de  l’une  quelconque  dm  des  masses  élémen- 
taires, qui  le  composent,  la  force  vive  de  dm  sera 

dm.u’r* 


et  celle  de  toutes  les  parties  du  volant  sera 

üfj'r'dm , 


expression  dans  laquelle  ir'dm  est  le  moment  d’inertie  de  la  masse 
entière.  0 

Prenant  d’ailleurs  w pour  la  vitesse  à laquelle  se  rapportent 
toutes  celles  des  différentes  parties  du  système,  et  que  nous  avons 
désignée  ci-dessus  par  u (n  23) , uotre  équation  fondamentale  de- 
viendra , en  séparant  le  terme  des  forces  vives,  qui  concerné  le  vo- 
lant dont  il  s'agit , 


— w’1  j=w,aSdi/f*e'  — -f-2  ÿ ^ F df — 2 IWr- — 2 
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D'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  la  constitution  des  ma- 
chines permet,  en  général,  de  calculer  les  valeurs  de  o>  pour 
chacuue  des  positions  successives  du  système  et  par  suite,  ou  peut 
aussi,  par  une  discussion  convenable,  faite  à priori,  reconnaître 
celles  de  ces  positions  qui  se  rapportent  à la  plus  grande  et  à la 
plus  petite  des  valeurs  que  puisse  acquérir  co  soit  dans  une  même 
révolution,  soit  après  plusieurs  révolutions  successives,  au  bout 
'desquelles  la  vitesse  redevient  périodiquement  la  môme,  par  hy- 
pothèse; supposons  d’ailleurs  que  <o  soit  cette  plus  grande  valeur 
et  ta’  la  plus  petite,  représentant  par  A le  moment  d’inertie  du 
volant,  À pouvant  aussi  comprendre,  si  l’on  veut,  les  moments 
d’inertie  de  toutes  les  pièces  matérielles  qui  sont  susceptibles  de 
prendre  un  mouvement  uniforme  et  dont  la  vitesse  est  dans  un 
rapport  invariable  avec  co,  de  sorte  que  9e  soit  constant  et  égal 
à 9e’  pour  toutes  les  positions  de  ces  mêmes  mêmes  pièces;  nom- 
mant enfin 

^dm-re'—B,  Z-j dm 9e' =B’,  ^jvdf—  5 jMr — %^Qdq=S 

fonctions  dont  les  valeui  s relatives  aux  limites  co  et  o>  comprises 
entre  ces  limites,  sont  par  hypothèse,  calculables  ou  détermina- 
bles à priori,  on  aura  la  relation. 

( A+B  )*.■— (A 

au  moyen  de  laquelle  on  pourra  toujours  déterminer  la  quantité  A, 
de  manière  que  la  différence  w — co’  entre  la  plus  grande  et  la  plus 
petite  des  vitesses  angulaires  du  volant  soit  une  aussi  petite  frac- 
tion n qu’on  le  voudra  de  la  vitesse  angulaire  moyenne 
Faisant  en  effet , 

w — s i’=d,  ^ = Q d’où  co— , cu’=Q — | 


l'équation  ci-dessus  donnera 

(a+b)  (2+i)--(A+B')  (*-!)•= 


8S 

û* 


et  par  suite 


A=i-BS±?+B-‘2-"'' 


8n  1 ~ 8 n 

fonction  qui  permettra  de  calculer  la  valeur  de  A ou  du  moment 


d’inertie  du  volant  toutes  les  fois  que  n—'^  sera  donné  à priori , 
ainsi  que  la  vitesse  angulaire  moyennne  n de  ce  volant. 
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Cette  même  fonction  montre  d'ailleurs  que  si  l’on  tient  à dimi- 
nuer le  plus  possible  la  valeur  de  A et  par  suite  les  dimensions  et 
le  poids  du  volant , qui  occasionnent  toujours  un  surcroît  de 
dépense  ou  de  résistances  nuisibles,  il  faudra,  t*  Augmenter  con- 
venablement ü ou  la  vitesse  moyenne  de  stabilité.  2»  Diminuer 
autant  que  le  permettront  la  solidité  et  la  constitution  de  la  ma- 
chine les  quantités  B et  B’  analogues  aux  moments  d'inertie  et 
qui  se  rapportent  aux  masses  des  pièces  du  système  douées  d'un 
mouvement  oscillatoire  ou  alternatif.  5°  Diminuer  pareillement 
par  une  répartition  ou  disposition  convenables  dans  le  mode  d’ac- 
tion des  forces,  la  différence  S entre  leurs  quantités  de  tiavail , 
considérées  pour  l’intervalle  où  la  vitesse  to  atteint  sa  plus  grande 
et  sa  plus  petite  valeur,  etc.  Quant  à la  plus  grande  valeur  que 

l’on  puisseattribuer  à....n=— , sans  que  le  mouvement  cesse 

d’étre  périodique  ou  même  possible,  elle  est  évidemment  relative 
au  cas  où  l’on  aurait  u’=a  et  n= i , car  on  ne  peut  supposer  ta 
négatif,  si  la  machine  doit  continuer  à cheminer  dans  le  même 
sens. 

Théorie  et  propriétés  des  volants;  considérations  générales  de  leur 
établissement. 

39.  Pour  rendre  ainsi  le  mouvement  d’une  machine  aussi  appro- 
chant de  l’uniformité  qu'on  le  désire,  il  n’est  pas  nécessaire  d’aug- 
menter à la  fois  la  vitesse  et  le  moment  d’inertie  de  toutes  les 
pièces,  ce  qui  aurait  des  inconvénients  graves,  et  ferait  croître 
les  résistances  passives , on  se  contente  de  le  faire  pour  une  des 
pièces  de  rotation  qu’on  nomme  volant,  et  qu’on  a soin  de  placer 
sur  un  axe  à grande  vitesse,  le  plus  près  possible  de  la  force  dont 
il  importe  de  régulariser  l’action.  (35).  Quelquefois  aussi  on  em- 
ploie deux  volants  lorsque  le  moteur  et  la  résistance  agissent  en 
même  temps  d’une  manière  irrégulière;  chacun  d’eux  est  alors 
destiné  séparément  ù rendre  uniforme  l’action  de  la  puissance 
près  de  laquelle  on  le  place.  Dans  tous  les  cas,  il  convient  que 
le  volant  assure  l'uniformité  de  vitesse  de  son  axe  indépendam- 
ment de  l’inertie  propre  des  pièces  de  rotation  qui  ne  sont  pas 
directement  interposées  entre  lui  et  la  force  dont  il  doit  régula- 
riser l’action,  condition  qui  tend  d’ailleurs  à simplifier  le  problème 
de  son  établissement. 

Le  poids  des  volants  occasionnant  un  surcroît  de  frottement  sur 
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ies axes,  il  convient,  en  outre,  de  les  rendre  aussi  légers  que  pos- 
sible , tout  en  leur  conservant  leur  énergie  qui  est  proportion- 
nelle (3G)  à lcnr  force  vive  u’Jr'dm.  C’est  ù quoi  l'on  parvient  en 

donnant  à la  matière  dont  ils  se  composent , une  grande  densité, 
et  en  rejetant  leur  masse  à une  certaine  distance  de  l’axe  de  ro- 
tation. 

Ce  n'est  point  ici  le  lieu  d'entrer  dans  des  détails  sur  la  cons- 
truction et  le  calcul  des  volants  ; nous  nous  bornerons  à remar- 
quer que  leur  fonction  consiste  , d'après  ce  qu’on  vient  de  dire  , 
à convertir  en  force  vive  ou  à emmagasiner  , selon  l’expression 
admise  , une  certaine  portion  du  travail  moteur,  lorsque  l’éner- 
gie des  puissances  surpasse  celle  de  toutes  les  résistances  ou  que 
la  vitesse  du  mouvement  augmente , et  à convertir  ensuite  cette 
même  force  vive  en  travail  employé  contre  les  résistances  , quand 
le  mouvement  vient  à se  ralentir  , par  suite  de  la  prépondé- 
rance de  ces  dernières  sur  les  puissances.  Ce  sont  les  propriétés 
des  volants  qui  les  font  appeler  quelquefois  des  réservoirs  de  force 
vice  ou  de  travail , et  qui  sont  surtout  précieuses  , quand  il  pour- 
rait résulter  de  l’irrégularité  du  mouvement , des  [vertes  de  tra- 
vail ou  d’autres  inconvénients  quelconques  (32  et  53)  ; mais  il  ne 
faut  pas  oublier  qu’ils  introduisent , dans  la  machine , de  nou- 
velles causes  de  résislauce,  des  pertes  de  force  vive  (26)  qui  doivent 
les  faire  proscrire  dans  bien  des  circonstances.  Par  exemple,  l’em- 
ploi d’un  volant  ou  en  général , tout  surcroit  donné  aux  montons 
d’inertie  au-delà  de  ce  qui  est  strictement  nécessaire  , serait  plus 
nuisible  qu’avantageux  dans  les  machines  qui  posséderaient,  par 
elles-mêmes,  un  mouvement  uniforme  ou  suflisamment  uniforme  ; 
dans  celles  qui  seraient  susceptibles  de  s’arrêter  fréquemment  et 
tout-à-coup  ; enfin  dans  toutes  celles  où  la  constance  de  la  vitesse 
serait  nuisible'et  même  dangereuse. 

Nécessité  et  avantages  de  régulariser  le  plus  possible  le  mouvement 
indépendamment  de  l'emploi  du  volant. 

40.  On  voit  par  cette  discussion  , combien  il  est  essentiel  de 
chercher  à régulariser  l’action  des  puissances  indépendamment  du 
volant , et  quand  bien  même  on  serait  finalement  obligé  d’y  avoir  t 
recours  ; car  la  valeur  de  S qui  doit  entrer  dans  l’équation  du  n“ 
38  étant  alors  très-faible  , on  se  trouvera  dispensé  de  donner  à ce 
volant  les  dimensions  et  la  vitesse  qu’il  devrait  recevoir  dans  la 
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supposition  contraire.  Nous  avons  indiqué  précédemment  quel- 
ques-uns des  moyens  généraux  de  remplir  le  but  dont  il  s’agit,  et 
il  pourra  s’en  offrir  d'autres  dans  chaque  cas  particulier  ; mais  la 
condition  la  plus  importante  c’est  de  régler  l'inteusilé  absolue  de 
la  puissance  et  de  la  résistance  utile  , de  façon  que  les  quantités 
de  travail  qu’elles  développent  sur  la  machine,  supposée  parvenue 
à un  état  donné  de  mouvement , soient  constamment  égales  pour 
chaque  révolution  , ou  tout  au  moins  pour  chaque  deux  , trois 
révolutions  , afin  que  la  quantité  S n’acquière  pas  de  valeurs  trop 
grandes,  ou  que  la  force  vive  et  la  vitesse,  si  elles  ne  peuvent 
être  constantes  , restent  du  moins  comprises  entre  des  limites 
fixes , et  redeviennent  périodiquement  les  mêmes  au  bout  d’un 
temps  donné,  en  prenant  ainsi  ce  qu'on  nomme  un  régime  de 
stabilité. 

Les  moyens  qu’on  emploie  pour  atteindre  ce  but , se  rattachant 
à la  question  de  l’établissement  des  machines  , nous  croyons  de- 
voir en  résumer  succinctement  les  conditions  principales , et  tra- 
cer en  peu  de  mots  la  marche  qui  est  ordinairement  suivie  dans 
la  pratique  , pour  parvenir  à une  solution  , sinon  rigoureuse  , du 
moins  suffisamment  approchée.  C’est  par  là  que  nous  terminerons 
ces  considérations  générales  sur  les  machines. 

de  l'établissement  des  machines  industrielles. 

La  question  du  meilleur  établissement  des  machines  n'est  pas 
susceptible  d'une  solution  générale  rigoureuse  : on  est  obligé 
de  la  décomposer. 

il.  Nous  avons  déjà  dit  que  les  conditions  essentielles  d’un  pa- 
reil établissement  consistent  à rendre  un  maximum,  l’effet  utile 
ou  la  quantité  d’ouvrage  confectionné,  et  un  minimum,  la  dépense 
en  travail  moteur  et  en  argent;  de  sorte  que  l’unité  d’ouvrage  do 
chaque  espèce  soit  fournie  au  moindre  prix  possible.  Pour  traiter 
cette  question  dans  toute  sa  généralité,  il  faudrait  être  à même  de 
faire  varier  à la  fois  toutes  les  données  dont  elle  dépend,  dans  les 
relations  qui  lient  l’effet  utile  à l'effet  dépensé;  mais  en  faisant 
même  abstraction  du  prix , en  argent,  qui  change  suivant  les  temps 
• et  les  localités,  on  ne  peut  aborder  ainsi  la  question  de  l’établisse- 
ment des  machines.  On  se  contente  de  la  décomposer  en  plusieurs 
autres  distinctes  pour  les  traiter  à part  : ainsi  l’on  étudie  successi- 
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vement  l'action  des  moteurs  sur  les  récepteurs,  des  outils  ou  ope- 
rateurs sur  la  matière  à confectionner,  à déplacer,  etc.;  puis  l’on 
en  vient  aux  pièces  matérielles  qui  servent  simplement  à commu- 
niquer le  mouvement. 

L’expérience  et  le  calcul  ont  appris  que  ces  dernières  pièces 
exercent  en  général  peu  d’influence  sur  la  quantité  d’action  trans- 
mise par  elles,  dans  toutes  les  machines  qui  sont  bien  construites 
et  où  elles  ne  sont  pas  trop  multipliées;  en  un  mot,  la  quantité  da 
travail  absorbée  par  les  résistances  passives  inhérentes  à ces  pièces 
est  ordinairement  une  fraction  assez  faible  de  celle  qu’elles  reçoi- 
vent du  récepteur.  Il  n’en  est  pas  ainsi  des  pertes  de  travail  qui  ont 
lien  sur  le  récepteur  et  sur  l’outil;  elles  forment,  comme  nous  le 
verrons,  presque  toujours  une  fraction  considérable  de  la  valeur 
absolue  et  mécanique  du  moteur;  c’est  pourquoi,  dans  la  question 
de  l’établissement  d’une  machine,  ce  qui  importe  le  plus,  c’est  1« 
choix  de  ces  deux  pièces  extrêmes;  et,  comme  le  genre  du  travai) 
est  toujours  déterminé,  on  procède  d’abord  par  le  choix  de  l’opé- 
rateur. 

Choix  de  F opérateur  et  du  récepteur  des  machines  ; leurs  qualités 
essentielles. 

42.  L’opérateur  et  le  récepteur  devant  être  considérés  comme  de 
véritables  machines  soumises  à une  puissance  et  à des  résistances , 
tout  ce  que  nous  avons  dit  des  machines  en  général  leur  est  immé- 
diatement applicable;  ainsi  en  mettant  de  côté  le  prix  même  de 
ces  agents,  qui  doit  rarement  être  pris  en  considération,  attendu 
qu’il  est  toujours  une  assez  petite  fraction  de  celui  du  travail  mo- 
teur considéré  pendant  un  temps  suffisamment  long,  on  pourra,  à 
l’avance,  fixer  les  conditions  essentielles  de  leur  établissement,  et 
motiver,  à défaut  d'expériences  directes,  le  choix  qu’on  doit  en 
faire,  la  préférence  qu’on  doit  accorder  aux  uns  sur  les  autres.  Par 
exemple,  nous  avons  déjà  fait  remarquer  que  le  meilleur  opérateur 
et  le  meilleur  récepteur  sont  ceux  où  la  puissance  et  la  résistance 
agissent  d’une  manière  continue,  uniforme,  saus  secousses  et  sans 
chocs,  ce  qui  convient  principalement  aux  pièces"  à mouvement 
de  rotation  uniforme  autour  d’un  axe  fixe;  il  faut  en  outre,  pour 
le  récepteur,  que  toute  la  quantité  de  travail  dont  est  capable  la 
puissance  dans  un  temps  donné,  soit  complètement  absorbée,  et, 
pour  l’opérateur,  que  le  déchet  de  la  matière  soit  le  moindre  pos- 
sible, que  le  produit  ait  le  degré  de  perfection  désirable,  etc. 


Digitized  by  Google 


- 4R  — 

Si  l’opérateur  et  le  récepteur  n’étaieutsoumisàaucune  résistance, 
passive,  il  résulterait  des  conditions  précédentes,  qu’ils  utiliseraient 
de  la  manière  la  plus  convenable , toute  la  quantité  d’action  dé- 
pensée par  la  force  motrice  qui  leur  est  appliquée,  ou  qu’ils  pro- 
duiraient le  maximum  d'effet  absolu.  Mais  il  n’en  est  jamais  ainsi 
dans  la  pratique;  fort  souvent  même,  comme  on  l’a  déjà  expliqué 
tâ-ij , on  se  voit  obligé  de  renoncer  aux  conditions  de  l’uniformité 
du  mouvement,  etc.,  d’où  il  suit  que,  né  pouvant  faire  produire  à 
l’opérateur  ou  au  récepteur  le  maximum  d’effet  absolu , on  se  borne 
à rendre  son  travail  utile  un  maximum  relatif.  Il  faut  en  effet  se 
rappeler  (26)  que,  quelle  que  soit  la  constitution  d’un  pareil  agent, 
ses  dimensions,  sa  forme,  sa  vitesse  exercent  une  influence  notable 
sur  le  travail  transmis,  de  sorte  que,  dans  chaque  cas,  on  a à faire 
1a  recherche  des  combinaisons  qui  offrent  le  plus  d'avantages  réu- 
nis. L’expérience  et  le  calcul  ont  déjà  conduit  à quelques  résultats 
précieux  relativement  aux  divers  récepteurs,  mais  il  reste  encore 
beaucoup  à faire  pour  les  outils  et  opérateurs. 

Idée  générale  de  la  manière  dont  on  procède  d 1 établissement  des 
machines;  mogen  de  régler  le  travail  de  l'outil. 

43.  Si  l’on  connaissait  pour  chaque  moteur,  chaque  récepteur 
et  chaque  outil,  les  conditions  du  meilleur  effet  et  le  rapport  de  la 
quantité  de  travail  transmise  à la  quantité  de  travail  absolue,  en 
combinant  ces  données  avec  celles  qni  sont  étrangères  à la  méca- 
nique , on  serait  en  état  de  choisir  le  récepteur  et  l’opérateur , 
qui , dans  chaque  cas  particulier  et  pour  chaque  localité,  sont  le 
plus  avantageux  possible,  et  l’établissement  des  machines  ne  souf- 
frirait plus  dès  lors  de  grandes  difficultés.  Car  la  vitesse,  la  forme 
et  les  dimensions  relatives  que  doivent  recevoir  cette  première  et 
cette  dernière  pièces,  étant  réglées,  le  choix  des  pièces  interme- 
diaires, leurs  rapports  de  grandeur,  de  position  et  de  mouvement, 
seraient  presqu’entièrement  exempts  d’arbitraire, puisqu’on  aurait, 
pour  se  diriger,  les  préceptes  généraux  qui  précèdent,  et  les  ta- 
bleaux des  diverses  transformations  de  mouvement. 

Il  resterait  ensuite  à régulariser  l’action  du  moteur  et  de  la  ré- 
sistance utile,  c’est-à-dire,  à en  proportionner  les  effets  ou  le  tra- 
vail , de  manière  (40)  à assurer  la  permanence  du  mouvement  et 
son  uniformité,  s’il  est  possible. 

Il  faut  supposer  que  la  quantité  de  matière  à confectionner,  ou 
d’ouvrage  quelconque  à produire  dans  un  temps  donné,  soit  con- 
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nue,  ainsi  que  le  nombre  (les  révolutions  de  la  machine,  et  qu'il 
s’agisse  de  régler  en  conséquence  la  marche  des  opérations  et  le 
travail  du  moteur.  La  condition  la  plus  essentielle  à remplir,  c’est 
de  disposer  les  choses  de  façon  (pie  des  quantités  égales  de  matière 
soient  présentées  à l’action  de  l’outil  ou  de  l’opérateur , si  non  à 
chaque  instant  et  d’une  manière  continue,  ce  qui  ne  convient  qu’aux 
outils  de  rotation,  du  moins  à chacune  de  ses  diverses  révolutions; 
de  sorte  qu’il  y ait  le  moins  d’intenralte  possible  entre  les  charge- 
ments et  le  moins  de  temps  perdu.  Il  en  résultera,  on  effet , que  si 
l’on  applique  à l’opérateur  une  puissance  capable  de  vaincre  toutes 
les  résistances  qui  y sont  attachées,  elle  devra  développer  des 
quantités  de  travail  égales,  sinon  à chaque  instant,  du  moins  à 
chaque  révolution,  de  sorte  que  les  variations  de  la  vitesse  demeu- 
reront elles-mêmes  comprises  entre  des  limites  resserrées  et  fixes. 

Ces  conditions  sont  ordinairement  remplies  dans  toutes  les 
bonnes  machines , soit  par  les  agents  préposés  à la  surveillance  et 
à la  direction  du  travail,  soit  au  moyen  de  dispositions  particulières 
inhérentes  à l’opérateur  lui-mênic  et  qui  font  varier  la  quantité  de 
matière  qui  lui  est  soumise  proportionnellement  à la  vitesse  ou  à 
l’énergie  du  moteur  ; le  babillard  des  moulins  à farine,  le  pied  de 
biche  des  scieries  à bois,  etc.,  sont  de  véritables  régulateurs  de  ce 
genre. 

Moyens  de  calculer  et  de  régler  les  quantités  de  travail  du  moteur. 

14.  il  arrive  pourtant  quelquefois- qu’on  ne  peut  ainsi  régulariser 
Faction  de  l’opérateur, soit  parce  que  les  rechargements  de  matière 
occasionnent  des  interruptions  plus  ou  moins  fréquentes,  plus  ou 
moins  longues,  soit  parce  que  la  résistance  opposée  par  cette  ma- 
tière elle-même  n’est  pas  constante;  mais  alors,  il  faut  au  moins 
chercher  à renfermer  les  inégalités  dans  des  limites  suffisamment 
étroites,  et  de  façon  que  les  quantités  de  travail  à dépenser  dans 
chaque  unité  de  temps,  ne  s’écartent  jamais  par  trop,  de  la  valeur 
moyenne  déduite  d’un  certain  nombre  de  révolutions  de  l’opéra- 
teur. 

Dans  tons  les  cas  où  il  résulterait  de  cette  inégalité  d’action,  des 
inconvénients  graves  pour  la  machine,  on  a recours,  comme  nous 
l’avons  vu  (39) , à l’emploi  d’un  volant,  qu’on  place  le  plus  près 
possible  de  l’opérateur,  et  qui,  par  son  inertie,  sert  à maintenir 
l’uniformité  du  mouvement  de  l’axe  auquel  il  est  appliqué,  pourvu 
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que  la  puissance  qui  agit  tangentiellement , par  hypothèse  \Zi  e( 
33),  à la  circonférence  de  la  roue  motrice  montée  sur  cet  axe,  dé- 
veloppe contre  elle  et  dans  chaque  unité  de  temps,  des  quantités 
de  travail  égales  à la  moyenne  dont  il  vient  d'étre  parlé  ci-dessus, 
moyenne  qui  doit  être  censée  donnée  par  le  calcul , ou  l'expérience 
ainsi  que  la  vitesse,  sensiblement  constante,  du  point  d'application 
de  la  force  motrice.  Divisant  donc  cette  quantité  de  travail  par 
celte  vitesse,  c’est-à-dire  parle  chemin  que  décrit  uniformément  le 
point  dont  il  s’agit,  on  aura  aussi  (9)  la  valeur  moyenne  de  l’effort 
que  doit  exercer  la  puissance  pour  vaincre  toutes  les  résistances 
qui  lui  sont  opposées,  valeur  qui,  généralement,  s’écartera  peu  de 
la  véritable,  et  qu'on  pourra,  sans  erreur  sensible,  lui  substituer 
dans  tous  les  calculs  relatifs  à l’appréciation  des  effets  de  la  ma- 
chine. 

Maintenant  si  l’on  considère,  les  unes  après  les  autres,  les  diffé- 
rentes pièces  interposées  entre  le  récepteur  et  l’opérateur,  pièces 
qui,  par  hypothèse,  sont  toutes  douées  d'un  mouvement  de  rota- 
tion sensiblement  uniforme,  et  où  l'inOuence  de  l’inertie  peut  être 
négligée,  de  sorte  que  les  puissances  et  les  résistances  y sont  cons- 
tamment en  équilibre  (29),  si  l’on  considère,  dis-je,  les  unes  après 
tes  autres,  ces  pièces  ou  machines  simples,  il  deviendra  facile 
de  calculer  de  proche  en  proche  et  par  les  théories  que  nous  fe- 
rons connaître,  les  intensités  moyennes  des  forces  dont  il  s’agit,  et, 
par  suite,  la  quantité  de  travail  qui  devra  être  livrée  au  récepteur 
dans  chaque  révolution  ou  chaque  unité  de  temps,  pour  vaincre  à 
la  fois  toutes  les  résistances  réunies,  et  en  supposant  qu’on  ait  as- 
suré convenablement  la  constance  de  son  mouvement  au  moyen 
d’un  nouveau  volant,  si  cela  est  nécessaire  (-40). 

Ainsi  finalement , puisque  la  théorie  des  récepteurs  et  des  mo- 
teurs est  censée  faite,  on  ]>ourra  déterminer,  A son  tour,  la  quan- 
tité de  travail  absolue,  que  devra  dépenser  ce  dernier  dans  l'uuilé 
de  temps,  ou  dans  chaque  révolution  de  la  machine,  et  il  ne  s’agira 
plus  que  de  régler  en  conséquence  son  intensité  d'action,  ce  quj 
se  fera  par  des  moyens  analogues  à ceux  qui  servent  à régler 
le  travail  même  de  l’opérateur;  par  exemple , en  levant  con- 
venablement la  vanne,  qui  donne  l’eau  à la  roue  hydrau. 
lique,  le  robinet  qui  fournit  la  vapeur  aux  cylindres  des  ma. 
chines  à feu,  etc.  Ces  opérations  sont  encore  ici  exécutées  par  les 
hommes  chargés  du  soin  de  la  machine,  et  quelquefois  on  emploie 
des  dispositions  particulières,  pour  que  l’intensité  de  la  force  mo- 
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tricc  suive  naturellement  les  variations  de  la  résistance,  et  main- 
tienne la  constance  du  mouvement  ; tel  est  plus  particulièrement 
le  pendule  conique  ou  régulateur  à force  centrifuge,  dont  nous  don- 
nerons la  théorie  dans  la  section  suivante. 

Ce  calcul  est  inutile  quand  la  machine  est  construite. 

45.  On  voit  par  cette  discussion  que  , lorsque  la  quantité  de 
travail  à appliquer  h l’outil  est  donnée  on  peut  déterminer  la  force 
absolue  qui  convient  au  moteur  et  la  régler  convenablement  ; mais 
cette  recherche  n’est  utile  que  pour  le  projet  même  d’établisse- 
ment de  la  machine  ; car  , quand  il  s’agit  de  la  faire  marcher  et 
qu’elle  est  toute  construite,  on  peut,  par  un  tâtonnement  facile  , 
régler  son  travail  et  sa  vitesse , en  faisant  varier  la  résistance 
utile  ou  l’intensité  de  la  force  motrice  par  les  moyens  indiqués. 
D’ailleurs  si  , à l'inverse  , la  quantité  de  travail  absolue  que  peut 
fournir  le  moteur  dans  l’unité  de  temps  était  donnée,  on  s'y  pren- 
drait d’une  manière  absolument  analogue  pour  déterminer  , de 
proche  en  proche  , la  quantité  de  matière  que  peut  et  doit  con- 
fectionner l’outil. 

La  solution  qui  précède  est  suffisante  pour  la  pratique. 

40.  La  solution  du  problème  de  l’établissement  des  machines 
que  nous  venons  d’esquisser  à la  hâte , n’est  comme  on  voit  qu’ap- 
prochée; mais  elle  serait  impossible  par  toute  autre  voie  , attendu 
la  multitude  des  indéterminées  dont  elle  dépend  , et  efle  est  suffi- 
samment exacte  , pour  la  pratique , où  l’on  ne  saurait  jamais  pré- 
tendre à la  rigueur  mathématique,  et  où  approcher , même  d’une 

manière  grossière  , par  exemple  à ~ ou  à-^-près,  du  résultat  le  plus 

avantageux  , c’est  avoir  atteint  un  degré  de  perfection  aussi  pré- 
cieux qu’il  est  rare.  Il  n’arrive  malheureusement  que  trop  souvent, 
en  cflcl,  que  l’ignorance  des  constructeurs  de  machines,  si  elle  ne 
leur  fait  pas  tout-à-fait  manquer  le  but,  les  en  éloigne  de  telle 

façon  que  l’effet  utile  obtenu  n’est  pas  le-^-et  quelquefois  même 
le  ~ de  celui  qu’on  aurait  pu  espérer  d’une  meilleure  disposi- 
tion. Au  surplus,  si  nous  insistons  sur  ce  sujet  , c’est  pour  faire 
sentir  la  difficulté  et  l’inutilité,  qnant  à présent,  d’une  solution  ri- 
goureuse du  problème  des  machines  ; c’est  pour  éviter  aux  élèves 
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l'idée  de  tentatives  qui  souvent  seraient  sans  succès,  et  pour  leur 
faire  apprécier,  d'une  autre  part , le  mérite  réel  des  connaissan- 
ces basées  sur  les  données  certaines  de  la  mécanique  et  de  l’expé- 
rience ; c’est  enfin  pour  les  mettre  à même  d'entrevoir,  à l'avance, 
la  nature  des  ressources  qu’il  est  permis  d’espérer  de  chacune 
d'elles , dans  les  divers  cas. 

/■ 

Objet  et  avantages  réels  des  machines. 

47.  On  voit  aussi , par  tout  ce  qui  a été  dit  jusqu'à  présent  des 
machines  , qu'il  ne  peut  être  question  de  leur  faire  produire  les 
effets  merveilleux  qu’en  attendent  parfois  des  artistes  peu  instruits 
des  lois  de  la  mécanique  et  dominés  par  leur  imagination.  Soumi- 
ses, comme  elles  le  sont,  d’après  leur  constitution  nécessaire  , à 
une  foule  de  résistances  passives , elles  ne  peuvent  que  transmet- 
tre avec  perte  , le  travail  qu’on  leur  confie,  et  cela  à tel  point 
qu’on  estime  comme  excellentes  , sous  ce  rapport  , celles  qui  ren- 
dent en  elTet  utile  , les  0,50  ou  les  0,60  de  la  quantité  d’action 
absolue  dépensée  par  le  moteur  ; il  en  existe  effectivement , ainsi 
que  nous  l'avons  déjà  observé  ci-dessus , un  grand  nombre  qui , 
grâces  à la  multiplicité  ridicule  et  à la  fausse  combinaison  de  leurs 

rouages,  rendent  à peine  lcj^ou  même  de  celte  quantité  d’ac- 
tion. 

L'avantage  des  machines  consiste  essentiellement  dans  la  pro- 
priété, bien  autrement  précieuse  que  celle  de  multipier  simple- 
ment la  puissance  du  moteur,  de  modifier  cette  puissance  selon  les 
différents  besoins  des  arts  , et  suivant  des  lois  telles  qu'elle  de- 
vienne applicable  à un  genre  de  travail  auquel  elle  ne  pouvait  l'être 
dans  son  état  primitif.  C’est  ainsi  que,  par  leur  secours,  on  est 
parvenu  à remplacer  l’adresse  et  l’intelligence  de  l’homme  par  la 
force  physique  des  animaux  et  autres  agens  naturels , qui  étant 
beaucoup  moins  chère , fournit  l'unité  de  travail  à un  prix  moins 
élevé.  Souvent  même  l’usage  des  machines  et  des  outils  procure 
des  produits  plus  beaux  , plus  parfaits , parce  qu’ils  sont  plus 
précis  dans  leur  forme  et  plus  réguliers.  C’est  encore  ainsi  qu'on 
parvient  à obtenir  des  moteurs  , qu’ils  impriment  aux  corps  des 
vitesses  plus  grandes  que  celles  qu'ils  possèdent,  ou  peuvent  pren- 
dre par  eux-mêmes  , et  qu'ils  soulèvent  des  fardeaux  dout  le  poids 
excède  l’effort  absolu  dont  ils  sont  capables  ; circonstances  qui 
tiennent  simplement  à ce  que  la  masse  des  corps  dans  le  pre- 
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micr  cas  , et  leur  vitesse  dans  le  second , sont  fort  petites  , de 
sorte  que  les  forces  vives  , ou  les  quantités  de  travail  correspon- 
dantes ont  en  elles-mêmes  , des  valeurs  assez  faibles  et  qui  sont  en 
rapport  avec  les  quantités  de  travail  développées  par  les  moteurs. 
Enfin  l’emploi  d’une  machine  peut  servir  quelquefois  aussi  à aug- 
menter l’effet  utile  dont  serait  capable  le  moteur,  s’il  agissait  im- 
médiatement sur  la  résistance;  ce  qui  ne  contrarie  en  rien  ce  qu’on 
vient  de  dire , attendu  que  l’augmentation  de  l'effet  résulte  uni- 
quement alors  d'un  emploi  plus  avantageux  de  la  force  absolue  du 
moteur.  * 

Tels  sont  donc  les  services  réels  que  les  machines  peuvent  ren- 
dre à la  société  et  aux  arts  en  général;  mais,  pour  leur  faire  at- 
teindre ce  but  important,  il  est  indispensable,  comme  on  l’a  vu, 
de  résoudre  une  foule  de  questions,  même  sous  le  point  de  vue 
purement  mécanique,  dont  les  uues  sont  relatives  au  travail  des 
moteurs,  les  autres  à la  manière  d'agir  des  outils,  des  divers  opé- 
rateurs, les  autres  enfin  à l’évaluation  des  résistances  passives  qui 
accompagnent  nécessairement  les  pièces  destinées  à transmettre 
l'action  et  le  mouvement.  Nous  ferons  des  premières  et  dernières 
le  sujet  de  cette  partie  du  cours , et  nous  réserverons  ce  qui  con- 
cerne les  outils  pour  la  partie  relative  aux  applications  spéciales 
aux  machines  en  usage  dans  les  travaux  de  l’artillerie  et  du  génie. 
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COURS  DE  MÉCANIQUE  APPLIQUÉE  AUX  MACHINES. 


Imr  née*  Ion. 


DES  PRINCIPAUX  MOYENS  DE  RÉGULARISER  L’ACTION  DES  FORCES  SUR 
. LES  MACHINES,  ET  D’ASSURER  l’ UNIFORMITÉ  DU  MOUVEMENT. 

But  particulier  de  cette  section. 

Nous  avons  indiqué  dans  la  section  précédente  (31  à 41  et  44), 
les  causes  qui  rendent  irréguliers  le  mouvement  des  machines  et  les 
principaux  moyens  dont  on  doit  se  servir  pour  en  corriger  l'in- 
fluence, le  plus  qu’il  est  possible;  il  ne  s’agit  pas  de  revenir  sur 
ces  généralités,  mais  de  présenter  quelques  exemples  particuliers, 
quelques  applications  qui  se  reproduisent  fréquemment  dans  l’éta- 
blissement des  machines.  Nous  traiterons  ainsi  succinctement  des 
modérateurs,  des  régulateurs,  des  manivelles  simples  ou  multi- 
ples, des  volants  et  des  engrenages. 

DES  MODÉRATEURS. 

Objet  spécial  des  modérateurs. 

1.  Leur  objet  spécial  est  de  s’opposer  à toute  accélération  de 
vitesse,  qui  pourrait  être  nuisible  à l’effet  de  la  machine,  ou  en 
elle-même  dangereuse,  les  freins,  en  général , dont  on  se  sert  pour 
presser  les  roues  en  mouvement  et  augmenter  plus  ou  moins  le 
frottement;  les  parachutes,  les  volants  à ailettes,  qui',  frappant 
l’air,  occasionnent  une  résistance  qui  croit  rapidement  avec  la 
vitesse  de  leur  axe,  appartiennent  spécialement  à la  classe  des  * 
modérateurs.  Comme  ils  absorbent  une  grande  portion  du  travail 
moteur,  on  ne  doit  en  faire  usage  que  quand  il  est  impossible  de 
régulariser  l’action  motrice  elle-même  ou  celle  'de  la  résistance 
utile,  ce  qui  se  réduit,  à peu  près,  au  seul  cas  où  la  machine  con- 
tient des  poids  dont  l’action  ne  peut  être  mise  constamment  en 
équilibre  par  les  résislances  inhérentes  à la  machine;  les  freins 
servent  aussi  dans  tous  les  cas  où  il  est  indispensable  d’éteindre 
brusquement  la  force  vive  possédée  par  les  pièces  d’une  machine 
et  il  arrive  souvent  que  les  volants  à ailettes  ont  uniquement  pour 
objet  d’oblcnir  un  mouvement  rigoureusement  uniforme.  Enfin  les 
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soupapes  de  sûreté  qui  servent  à laisser  échapper  l'eau  des  presses 
hydrauliques,  la  vapeur  des  chaudières,  quand  la  tension  y atteint 
une  certaine  limite,  les  déversoirs  ou  orifices  servant  à vider  le 
trop  plein  des  bassins  d’eau  qui  alimentent  les  machines  hydrauli- 
ques, etc.,  doivent  être  egalement  rapportés  à la  classe  des  modé- 
rateurs. 


Des  freins  employés  dans  les  voitures. 

2.  Lorsqu'à  la  descente  des  côtes,  on  enraye  les  roues  d’une 
voiture  au  moyen  de  la  chaîne  ou  du  sabot,  on  change  le  frottement 
de  roulement  de  ces  roues  en  un  frottement  de  glissement , qui  est 
beaucoup  plus  rude , comme  on  sait.  Un  pareil  dispositif  est  un 
frein  véritable,  mais  attendu  que  l’accroissement  d’intensité  du 
frottement  est  ici  uniquement  relatif  au  poids  de  la  charge  placée 
sur  la  voiture,  on  ne  peut  le  faire  varier  à volonté  selon  l’inclinai- 
son de  la  pente  des  routes;  c’est  pourquoi  M.  Molard , ancien  direc- 
teur du  conservatoire,  des  arts  et  métiers,  a rendu  un  très-grand 
service  aux  voituriers  en  substituant  aux  chaînes  et  aux  sabots 
d’enrayage  un  frein  qui  consiste  (fig.  1)  dans  une  traverse  horiaon- 
tale  armée  à ses  extrémités  de  deux  plaques  en  fer,  embrassant  une 
portion  des  bandes  des  roues  de  derrière  de  la  voiture,  contre  les- 
quelles on  les  force  à s’appuyer,  plus  ou  moins  fortement,  au 
moyen  d’une  vis  de  pression  manœuvréc  par  un  bras  de  manivelle. 
11  résulte,  en  outre,  de  ce  dispositif  l’avantage  très-grand  que  l'on 
n’est  nullement  obligé  d’arrêter  les  voitures  pour  enrayer,  comme 
sela  se  pratiquait  autrefois;  mais,  comme  il  exige  que  le  conduc- 
teur descende  à chaque  fois  de  sa  voiture,  les  entrepreneurs  de 
diligences  ont  imaginé , en  dernier  lieu , d’opérer  la  manoeuvre  du 
sabot  du  haut  de  l’impérial,  par  un  mécanisme  de  leviers  bien 
connu  et  sur  lequel  il  serait  inutile  d'insister. 

C’est  par  un  dispositif  analogue  que  les  conducteurs  de  wagons 
sur  les  chemins  de  fer  s’opposent  à l’accélération  de  mouvement 

dans  les  descentes  quicxcèdentl'inclinaison  de  ~ ou  même  de 

de  pente. 

Des  freins  employés  dans  les  moulins  à vent- 

3.  On  se  sert  de  dispositifs  analogues  dans  la  plupart  des  mou- 
lins à vent  : on  enveloppe  le  contour  extérieur  d'une  grande  roue 
en  bois  montée  sur  l’arbre  incliné  du  volant,  d'une  bande  de  bois 


Digitized  by  Google 


— 50  — 


d’orme,  d'environ  O».07  d’épaisseur  et  dont  la  flexibilité  est  aug. 
mentée  par  le  moyen  de  traits  de  scie  donnés  vers  sa  partie  inté- 
rieure; cette  bande  est  retenue  à l’une  desesextrémités.en  A,  (fig.2) 
à un  point  fixe  et  par  l’autre  en  B, elle  est  liée  au  mouvement  d’un 
levier  qui  sert  à la  tirer  avec  une  force  suffisante  pour  faire  naître, 
le  long  de  la  roue,  un  frottement  capable  de  ralentir  à volonté  le 
mouvement  de  la  machine  même  pendant  les  plus  grands  vents  : 
l’emploi  des  bandes  flexibles  est  ici  avantageux,  comme  on  le 
verra  section  III,  pour  faire  croître  plus  rapidement  le  frottement 
que  la  tension  qui  est  exercée  à l'une  de  leurs  extrémités. 

On  remarquera  d'ailleurs  que  cette  disposition  est  principalement 
employée  ici  pour  suspendre  totalement  le  mouvement  de  la  ma- 
chine , et  donner  au  conducteur  le  moyen  de  replier  les  ailes  des 
volants  et  de  proportionner  ainsi  l’étendue  de  leur  surface  à l’ac- 
tion qu’il  est  nécessaire  de  transmettre  à la  résistance  ; en  se  ser- 
vant du  frein  pour  modérer  d’une  manière  constante  le  mouvement 
pendant  les  grands  vents,  on  fatiguerait  beaucoup  la  machine  , on 
risquerait  de  mettre  le  feu  à la  bande  frottante  et  l’on  serait  as- 
treint à une  surveillance  continuelle  pour  la  manœuvre  du  frein. 

L’objet  des  freins  étant , en  général , d’absorber  un  excédant  de 
travail  moteur,  il  convient  de  les  appliquera  des  roues,  d’un  grand 
rayon  ou  douées  d’une  grande  vitesse,  afin  qu’à  l’aide  d’une  petite 
pression  ou  d’un  frottement  assez  faible,  ils  soient  susceptibles 
d’un  grand  effet. 

DES  VOLANTS  A AILETTES. 

Notions  préliminaires. 

4.  Les  volants  à ailettes,  tels  que  ceux  des  tourne-broches  et 
des  horloges,  sont  composés  d’un  arbre  tournant  , auquel  on 
adapte  plusieurs  bras  terminés  par  des  plaques  métalliques  très- 
minces  , dont  le  plan  est  ordinairement  perpendiculaire  à la  direc- 
tion du  mouvement , mais  qui  reçoit  aussi  quelquefois  une  incli- 
naison plus  ou  moins  grande, par  rapport  à l’axe,  afin  de  diminuer 
convenablement  l’intensité  de  la  résistance  du  milieu  Le  mouve- 
ment de  l’arbre  du  volant  est  lié  à celui  de  la  machine  , au  moyen 
de  rouages  ou  d’une  vis  sans  fin,  qui  en  accélère  beaucoup  la  vi- 
tesse (fig.  5). L’avantage  d’un  pareil  dispositif  consiste  principalement 
à amener  le  système,  auquel  il  est  appliqué,  à une  limite  de  vitesse 
qu’il  ne  peut  dépasser  et  qui  est  sensiblement  uniforme  au  bout 
d’un  petit  nombre  de  révolutions. 
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La  théorie  du  volant  à ailettes  n’offre  par  elle-méine  aucune 
difficulté,  sous  le  point  de  vue  mécanique,  mais  nous  devons 
saisir  l'occasion,  qui  se  présente,  de  donner  un  exemple  de  la  ma- 
nière dont  le  mouvement  parvient  plus  ou  moins  rapidement  à 
l’uniformité  dans  les  machines  (30)  ; d’autant  plus  que  le  volant  à 
ailettes  est  souvent  employé  dans  les  expériences , comme  moyen 
de  se  procurer  un  mouvement  constant  servant  à mesurer  l’in- 
tensité ou  la  loi  de  la  vitesse  de  certains  corps. 

/ 

Equation  du  mouvement  en  tenant  compte  de  la  résistance  de  l’air , 
du  frottement , etc. 

S.  Nous  choisirons  plus  particulièrement,  pour  exemple,  le  dis- 
positif (Cg.  4),  qui  a servi  à Borda  pour  mesurer  la  résistance  que 
l’air  oppose  au  mouvement  des  corps  animés  de  différentes  vitesses: 
P est  le  poids  moteur  suspendu  à l’extrémité  inférieure  d’un  cor» 
don  vertical  ab  enroulé  sur  un  tambour  horizontal  monté  sur 
l’arbre  c du  volant,  portant  les  ailes  planes  ed,  e'<T  de  formes 
quelconques  , mais  symétriquement  placées  dans  un  plan  passant 
par  l’axe  c.  Attendu  d’ailleurs  que  les  bras  cd,  cdC  sont  amincis 
dans  le  sens  du  mouvement  et  que  la  vitesse  du  tambour , du  cor- 
don et  du  poids  P sont  très-faibles  par  rapport  à celle  des  ailes, 
nous  négligerons , comme  on  le  fait  ordinairement , la  résistance 
qu’ils  éprouvent  de  la  part  de  l’air , mais  nous  tiendrons  compte 
de  la  variation  de  longueur  des  parties  enroulées  ou  déroulées  du 
cordon,  ainsi  que  de  leur  inertie,  qui  peut  exercer  quelqu’in- 
fluence  dans  les  grandes  machines. 

Cela  posé  , nommant  : 

n la  densité  ou  le  poids  de  l'unité  de  volume  du  milieu , 

A la  surface  réunie  des  ailettes  supposées  perpendiculaires  à 
la  direction  du  mouvement , 

R la  distance  de  leur  centre  à l’axe , 
r celle  d’un  point  quelconque  au  même  axe  , 

R’  le  rayon  du  tambour  mesuré  au  milieu  du  cordon , 

I o le  rayon  des  tourillons  de  l’arbre  , 
oj  la  vitesse  angulaire  de  ce  dernier , 

L la  longueur  totale  des  parties  enroulées  et  déroulées  du  cordon, 
l celle  de  cette  dernière  partie, 
à le  poids  de  l’unité  de  longueur  de  ce  cordon  , 

P le  contre-poids  mesuré  en  kilogrammes  , 
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p ie  poids  de  tout  le  surplus  du  système  , y compris  celui  du 
cordon  , 

j=0».809  la  vitesse  qui  mesure  la  gravité , 
dm  l’élément  de  masse  située  à la  distance  r de  l’axe. 

La  vitesse  dn  centre  des  ailettes  sera  «R,  celle  du  poids  P et  du 
cordon  «IV , enfin  celle  d’un  point  quelconque,  situé  à la  distance 
r de  l’axe , oir , l’accélération  de  la  vitesse  angulaire  « dans  l’élé- 
ment dt  du  temps  étant  dmr-^- sera  la  résisstancc  occa- 
sionnée par  l’inertie  de  la  molécule  quelconque  dm  à cette  accé- 
lération , r'dm-J-  le  moment  de  cette  résistance  par  rapport  à 


l’axe,  et  enfin  -^-s(r'dm)  la  somme  des  moments  semblables  pour 

toutes  les  parties  matérielles  formant  corps  avec  l’arbre.  Quant 
au  moment  relatif  à l’inertie  du  poids  P et  du  cordon , il  sera  évi- 

P (/y  f , d<Ji 

déminent-  R’*  — pour  le  premier  et-Ri-  pour  le  second. 


Enfin  l’action  des  ailettes  contre  le  milieu  ambiant  et  du  frot- 
tement sur  les  tourillons  , qui  supportent  l’arbre  du  tambour  , 
donnent  lieu  à des  résistances  qu’il  est  facile  d’évaluer  , d’après  le 
résultat  des  expériences  connues,  sur  lequel  nous  reviendrons  plus 
tard  : il  nous  suffira  de  dire  ici  que  la  première  de  ces  résistances 

doit  être  mesurée  par  le  produit ^ R- , dans  lequel  le  coefficient 


numérique  y a pour  valeur  1,45  moyennement , pour  des  vitesses 
comprises  depuis  les  plus  faibles  jusqu’à  50m  environ  par  seconde, 
et  que  la  seconde  est  une  certaine  fraction  f de  la  somme  des  pres- 
sions supportées  par  les  tourillons  de  l'arbre 

somme  évidemment  égale  àPj-p — , attendu  que 


1 1 est  Ja  mesure  de  l’inertie  du  poids  P et  de  la  partie 

g dt 

verticale  l du  cordon. On  aura  donc 


(P-t-*)  nA7 

3 d,\ 


en  faisant  attention  que  le  frottement  dont  il  s’agit  a pour  bras 
de  levier  le  rayon  p des  tourillons  de  l’arbre- 
Ou  , en  posant  pour  abréger , 


j 
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R,‘ + s (r’J,nj  - f 

dut 

m’s+n*“,— qt=s-  ' 

Nous  n’avons  point  tenu  compte  , dans  cette  équation  , de  la 
résistance  que  présente  le  cordon  à son  déroulement  en  b , parce 
qu’elle  est  ordinairement  négligeable  , mais  si  le  poids  P montait 
et  que  le  cordon  s’enroulât , il  offrirait  une  résistance  très-compa- 
rable , dans  certains  cas  , à celle  qui  est  occasionnée  par  le  frotte- 
ment des  tourillons  ; nommant  alors  t la  tension  que  le  cordon 
supporte  en  6 , tension  évidemment 

égale  â P — R’^j  , la  résistance  due  à cette  raideur  rappor- 
tée au  bras  de  levier,  R’  serait  mesurée  par  l’expression. 

dans  laquelle  a et  6 sont  des  constantes  fonctions  du  diamètre  du 
cordon  , de  celui  du  tambour  et  du  degré  d’usé  ou  de  flexibilité 
de  ce  cordon  ; de  sorte  qu’on  aurait  â ajouter  le  terme 

aR’-^'P— — 

à celui  qui  contient  le  frottement  ; ce  qui  ne  changerait  nullement 
la  forme  de  l’équation  ci-dessus 
- <&» 

-f-n’w  —q'—c , 


m > 


ut 


dans  laquelle  il  suflirait  simplement  d’attribuer  d’autres  valeurs 
aux  constantes  m%  n«,  q*,  qui  resteraient  essentiellement  positives 
à cause  de  la  petitesse  de  pdf,  a et  b. 

Intégration  de  l'équation  du  mouvement  et  conséquences. 

6.  Delà  on  tirera , 

/“  rf<»  m»  . \ 

«*«*  2 qn  °®\f— n«.  J ’ 

puisque  m est  supposé  nul  à l’origine  du  mouvement.  Par  suite  , 
on  aura , pour  calculer  la  vitesse  angulaire  <u  acquise  par  le  sys- 
tème au  bout  du  temps  quelconque  t 

• 2 qnt 

üi/nt 

( ~w*  ) 

nie  -H,1. 
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e étant  égal  à 2,  71828  , et  le  logarithme  ci-dessus  étant  népérien, 
de  sorte  que  , si  l'on  en  prend  la  valeur  dans  les  tables  ordinaires 
on  devra  ensuite  la  multiplier  par  le  nombre  2,302585. 

On  voit  que  cette  valeur  converge  très-rapidement  vers  une 

limite  qu'elle  n'atteint  rigoureusement  qu’au  bout  d'un  temps 

infini.  Cette  même  limite  répondant  d’ailleurs  à l'instant  où  le 
mouvement  est  devenu  uniforme , on  y arrive  de  suite  , en  écri- 
vant dans  l’équation  du  n.  i , qui  exprime  les  conditions  de  l’équi- 
libre du  système  que  du  est  égal  à zéro. 

La  valeur  dont  il  s’agit  montre  aussi  que  la  vitesse  angulaire 
croîtra  d'autant  plus  rapidement , à partir  des  premiers  instans , 
que  le  rapport 

"•*  (P-f-Æ.)R’’-}-<7»(r*dm) — /\P-J~#t)Ry 

aura  lui-même  une  plus  grande  valeur,  c’est-à-dire,  que  le  coefficient 
ylIARs  du  terme  de  la  résistance  sera  plus  considérable  et  la  somme 

R’*-{-<(r*dm]  des  momens  d’inertie  plus  faible. 

A l’égard  de  ces  derniers  , on  en  trouvera  l’expression  , dans 
chaque  cas , au  moyen  des  règles  et  formules  rapportées  à la  fin 
de  celte  section  , suivant  la  forme  de  chaque  partie  à considérer 
et  sa  position  par  rapport  à l’axe  de  rotation. 

Enfin  l’expression 

î^{  /jgjiP+^R’-flP-f -p)H 
n y ynAR3 

qui  donne  la  valeur  limite  de  la  vitesse  , prouve  que  cette  valeur 
croit  lentement  avec  le  moment  PR’  du  contre-poids  , et  décroit 
au  contraire , très-rapidement  à mesure  que  le  rayon  moyen  R 
du  volant  augmente  , l’inertie  n’exerçant  ici  d’influence  que  sur 
la  durée  du  temps  nécessaire  pour  amener  le  système  à la  vitesse 
uniforme. 


DES  RÉGULATEURS  Et  GOUVERNEURS. 

Objet  spécial  des  régulateurs. 

7.  Les  freins  et  volants  à ailettes , qui  viennent  de  nous  occuper 
pourraient  évidemment  servir  de  régulateurs  aux  machines  , s’ils 
n’avaient  l’inconvénient  de  consommer  inutilement  une  grande 
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portion  du  travail  moteur  , attendu  que  leur  action  régulatrice 
dépend  essentiellement  de  l'intervention  de  résistances  passives 
étrangères  au  système.  Les  moyens  les  plus  convenables  d’attein- 
dre le  but  consistent  dans  des  dispositions  qui  permettent  de  faire 
varier  , au  besoin,  la  quantité  de  matière,  la  résistance  qui  fait 
l’objet  du  travail  utile  ou  l'intensité  des  forces  motrices  et  d’inertie; 
nous  en  avons  cité  quelques  exemples  aux  n“  33  , 43  et  44  et  il 
nous  serait  facile  d’en  étendre  la  nomenclature. 

Ainsi,  par  exemple,  les  réservoirs  d'air  à pression  constante  des 
pompes  et  des  machines  souillantes,  les  grands  réservoirs  d’eau  ou 
étangs,  qui  accompagnent  toujours  les  machines  hydrauliques,  les 
trémies  et  grils  tournants  des  fourneaux  de  machines  à vapeur, 
qui  servent  à distribuer  régulièrement  et  uniformément  le  com- 
bustible sous  la  chaudière , l’espace  vide  laissé  au-dessus  de  l’eau 
dans  cette  chaudière  pour  servir  de  réservoir  à la  vapeur;  les  ex- 
centriques et  autres  dispositifs  servant  à régler  la  distribution  de 
cette  vapeur  au-dessus  et  au-dessous  des  pistons  ; les  mécanismes 
particuliers,  qui  servent  à replier  plus  ou  moins  les  toiles  qui  re- 
couvrent les  ailes  des  moulins  à vent,  selon  la  vitesse  du  mouve- 
ment, les  fusées  et  tambours  en  spirales,  qui  ont  pour  objet  de  ré- 
gulariser l’action  du  moteur  ou  do  la  résistance  utile  dans  plusieurs 
machines,  notamment  dans  les  montres  et  machines  à molettes 
employées  dans  les  mines,  etc.,  sont  autant  d'appareils  régulateurs 
du  genre  de  ceux  dont  il  s’agit,  tandis  que  les  soupapes  de  sûreté, 
qui  servent  à laisser  échapper  la  vapeur  des  chaudières,  quand  la 
tension  y a atteint  une  certaine  limite,  les  déversoirs  ou  orifices 
servant  à vider  le  trop  plein  des  bassins  d’eau,  qui  alimentent  les 
machines  hydrauliques  etc,  appartiennent  plus  particuliérement 
à la  classe  des  simples  modérateurs,  à laquelle  se  rapportent  les 
freins  et  volants  à ailettes. 

Des  régulateurs  spontanés  ou  gouverneurs  universels  des  machines. 

8.  Au  surplus  , on  doit  distinguer  parmi  tous  ces  moyens  ceux 
qui  sont  indépendants  des  agens  chargés  du  soin  de  diriger  le 
travail  de  la  machine  , et  les  dispensent  ainsi  d’une  surveillance 
continuelle  et  pénible  ; l’essence  des  bonnes  machines  est , en  effet 
de  se  gouverner  par  elles-mêmes  , autant  qu’il  est  possible  et  sans 
lo  secours  de  l’intelligence  humaine.  Les  machines  à vapeur  , dans 
leur  état  actuel  de  perfection  , en  offrent  un  modèle  , pour  ainsi 
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dire  parlait , et  dout  on  tâche  d'approcher , autant  qu’il  est  pos- 
sible , dans  IcS  diverses  autres  machines.  Mais  nous  ne  saurions 
nous  proposer  de  passer  en  revue  ces  différents  moyens , dont 
la  description  et  la  théorie  appartiennent , pour  la  plupart , à la 
description  et  à la  théorie  même  des  machines  où  on  les  emploie, 
et  l’on  ne  peut  guère  excepter  à cause  de  l’universalité  de  leur  ap- 
plication que  le  régulateur  à pompe  et  le  pendule  conique  ou  régula- 
teur à force  centrifuge  , que  les  Anglais  nomment  simplement 
gouverneur  , auxquels  nous  joindrons  le  régulateur  à ressort  et  à 
détente  instantané  , dont  il  sera  question  plus  loin  et  dont  nous 
avons  proposé  l'adoption  dès  l’année  1829.  * 

En  effet  les  fusées  eu  spirales  et  les  tambours  coniques  qui  pa- 
raîtraient offrir  des  applications  étendues,  ne  peuvent  être  utiles 
que  dans  les  machines  où  l’action  , soit  du  moteur  , soit  de  la  ré- 
sistance , est  variable  suivant  une  loi  exactement  connue  ; ce  qui 
n’a  lieu  que  pour  quelques  cas  particuliers-  Leur  théorie  toute 
géométrique  , n'offre  d’ailleurs  point  de  difficulté  ; on  sait  qu’ils 
sont  destinés  à recevoir  les  enroulements,  les  spires  d’une  corde 
on  chaine  sur  laquelle  agit  la  force  variable  ; or  toute  la  ques- 
tion consiste  à faire  croître  ou  décroître  le  bras  de  levier  de  cette 
force  , par  rapport  à l’axe  du  tambour,  de  façon  que  son  moment 
reste  constant  pour  les  diverses  positions  du  système. 

Ce  moyen  n’est  d’ailleurs  avantageux  que  lorsque  la  puissance 
conserve  des  valeurs  constamment  croissantes  ou  décroissantes 
dans  une  série  de  révolutions  de  la  machine  ; il  ne  faut  pas  le 
confondre  avec  les  cames , les  ondes  et  autres  dispositions  , qui 
ont  uniquement  pour  objet  de  régulariser  momentanément  la  vi- 
tesse de  certaines  pièces  ou  les  efforts  exercés  sur  elles  par  des 
puissances  constantes  ou  variables. 

DU  RÉGULATEUR  A POMPE  ET  A FLOTTEUR. 

Description  du  mécanisme  et  de  son  jeu. 

9.  A(fig.5)est  un  corps  de  pompe,  prenant  l'eau  dans  un  bassin  in- 
férieur du  puits  C et  dont  la  tige  de  piston  EF  est  mise  en  jeu  par 
la  machine  dont  il  s’agit  de  régulariser  le  mouvement  ; cette 
pompe  est  employée  à élever  et  refouler  l’eau,  qu’elle  aspire,  dans 
le  bassin  supérieur  B , percé  en  D d’un  orifice  dont  l’ouverture 
est  réglée  au  moyen  d’une  petite  vanne  intérieure  ou  d’un  robinet 

•.Coursée  mécanique  industrielle  fait  aux  ouvriers  Messins  , 3*  partie 
lithographiée  , n.  07,  page  07.  ^ 
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extérieur  ; G est  un  flotteur  suspendu  à l’extrémité  d’un  levier 
KL  destiné  à donner  le  mouvement  aux  vannes  , soupapes  etc.  , 
qui  livrent  accès  au  fluide  moteur  sur  le  récepteur  de  la  machine. 
On  conçoit  que,  si  fermant  d’abord  l’orifice  en  D , on  laisse  le 
bassin  B se  remplir  d’eau  jusqu’à  ce  que  son  niveau  supérieur  1H 
force  le  flotteur  à prendre  une  position  moyenne  , fixée  à l’avance 
et  qui  corresponde,  je  suppose,  à celle  où  le  balancier  KL  est  ho- 
rizontal ; qu’ensuite  on  ouvre  l’orifice  en  D , de  façon  qu’il  dé- 
pense, dans  un  temps  donné,  exactement  le  volume  de  liquide  qui 
afflue  de  la  pompe,  pour  la  vitesse  moyenne  ou  de  régime  qu’on 
veut  laisser  prendre  à la  machine,  ce  que  l’on  peut  constater  par 
une  expérience  directe;  on  conçoit  que,  tant  que  le  mouvement  de 
cette  machine  ou  du  piston  qu’elle  conduit  sera  régulier,  le  niveau 
IH  demeurera  constant,  et  le  flotteur  G immobile;  mais  qu’ausSitôt, 
que  la  vitesse  s’écartera  de  celle  qui  a été  adoptée  pour  régime 
soit  en  plus,  soit  en  moins;  le  niveau  III  et  le  flotteur  s’élèveront 
ou  s’abaisseront  de  quantités  correspondantes,  et  feront  mouvoir 
le  levier  KL  et  son  système  avec  une  énergie  relative  à l’augmenta- 
tion ou  a la  diminution  qu'a  subie  le  volume  de  son  enfoncement 
ou  du  liquide  qu’il  déplace. 

Condition  d'équilibre  du  flotteur. 

tO.  Examinons  d’abord  les  conditions  d (M’équilibre  du  flotteur, 
eu  égard  à la  résistance  qu’il  a à vaincre  de  la  part  des  soupapes 
ou  vannes  motrices,  et  à l’excédant  de  liquide  qui  serait  fourni 
par  la  pompe  au  bassin  B,  au  bout  d'un  temps  quelconque  donné. 
Nommons 

Q ce  volume  de  liquide  dont  11=1  OOOkil.  représentera  la  den- 
sité , 

P le  poids  absolu  du  flotteur,  ycompris  son  équipageet  sa  sur- 
charge , 

p l’effort,  en  kilogrammes,  nécessaire  pour  vaincre  les  résis- 
tances inhérentes  au  levier  KL,  effort  qui  est  censé  agir  suivant 
l'axe  vertical  du  flotteur. 

a l’aire  des  sections  de  ce  flotteur,  censées  constantes  , 

A celle  des  sections  également  constantes  du  bassin  B , 

Il  la  profondeur  à laquelle  le  flotteur  se  trouve  enfoncé  au-des- 
sous du  niveau  moyen  ou  de  régime  111  , à l’instant  où  la  vitesse 
de  la  machine  est  régulière, 

z la  profondeur  au-dessous  du  même  niveau  à l’instant  où  l’ex- 
cédant de  liquide  Q , se  trouve  introduit , 
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x la  hauteur  dont  s'est  élevé , au  même  instant , le  niveau  dans 
le  bassin  B au-dessus  du  niveau  primitif  ou  moyen. 

On  aura  évidemment 

P=ITall,  Q=(A — a)x-f-a(H — s),  II«(x+z-H)=p; 

attendu  que  a (x-j-  2)  est  le  volume  du  liquide  déplacé  au  second 
instant , et  « H celui  qui  l'est  au  premier. 

Lorsque  les  dimensions  du  bassin  et  du  flotteur  seront  données 
aussi  bien  que  Q et  la  résistance  p à vaincre  pour  fermer  les  vannes; 
résistance  qu’on  obtiendra  par  une  expérience  directe,  à défaut  de 
calculs,  on  connaîtra  aussi  les  valeurs  de  x et  de  z ou  de  H — z, 
qui  expriment  la  hauteur  absolue  dont  s’est  élevé  le  flotteur  et 
l’extrémité  du  levier  auquel  il  est  suspendu. 

Supposant  à l’inverse,  que  Q représente  une  diminution  au  lieu 
d’un  accroissement  du  liquide  dans  le  bassin,  il  n’y  aura  que  le 
signe  II — z à changer  dans  les  deux  dernières  équations,  lesquelles 
deviendront, 

Q=(A — a)x-{-a(z — H) , IIa(x— *-fH)=|>. 

Conditions  qui  limitent  Vètendue  de  la  course  du  flotteur. 

H.  La  plus  grande  valeur  de  x ou  de  l’amplitude  de  mouvement 
du  niveau  dans  le  bassin  B , au-dessus  ou  au-dessous  de  su  position 
moyenne  III , est  déterminée  spécialement  par  la  condition  que  la 
vitesse  d’écoulement  dans  l’orifice  D n’éprouve  pas  une  trop  grande 
variation,  à laquelle  correspondrait  une  variation  proportionnelle 
dans  la  dépense  de  cet  orifice  : supposant  qu’on  ait  donné  au  ni- 
veau moyen  IH  une  hauteur  de  2",  au-dessus  du  centre  de  l’orifice 
D , ce  ne  sera  pas  trop  que  de  laisser  prendre  à x la  valeur  maxi- 
mum de  ou  de  ^ de  cette  hauteur.  Quant  à l’amplitude  de  la 
lu  zu 

demi  course  ascendante  II — z ou  descendante  z — Il  du  flotteur  et 
de  son  levier , elle  est  également  fixée  par  les  conditions  relatives 
à l’amplitude  de  mouvement  qu’on  veut  laisser  prendre  à la  vanne 
motrice  , à partir  de  sa  position  moyenne,  et  il  est  naturel  de  la 
supposer  la  même  dans  les  deux  cas  de  l’ascension  et  de  la  des- 
cente. 

Nommant  donc  h cette  amplitude  limite , Q’  et  x'  les  valeurs 
correspondantes  de  Q et  de  x censées  aussi  égales  entre  elles , 
pour  les  deux  cas  de  la  montée  et  de  la  descente,  on  aura  seule- 
ment à satisfaire  à ces  équations 

Q’r=(A— u)x’-f  ah,  Ua(x' — h)=p; 
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qui  supposent  d'ailleurs  que  la  résistance  peut  être  la  même  pour 
les  deux  positions  extrêmes  du  flotteur  ou  des  vannes  motrices;  s'il 
eu  était  autrement,  on  aurait. une  équation  de  plus  à satisfaire,  et 
il  ne  resterait  d’arbitraire  que  deux  des  cinq  quantités  qu’elle  ren- 
ferme, au  nombre  desquelles  se  trouve  nécessairement  la  quantité 
Q’,  tant  qu’on  n’a  pas  réglé  le  rôle  que  doit  jouer  la  pompe  A pour 
régulariser  le  mouvement  de  la  machine. 

Manière  de  régler  l'énergie  régulatrice  du  système. 

12.'A  cet  égard,  on  remarquera  qu’on  ne  peut  espérer  de  main- 
tenir à chaque  instant  la  machine  à l’état  de  mouvement  rigoureu- 
sement uniforme,  quand  bien  même  sa  constitution  propre  le  per- 
mettrait, le  jeu  de  la  pompe  qui  est  alternatif,  s’y  opposerait;  on 
se  donnera  donc  le  plus  grand  écart  qu’on  veut  laisser  prendre  à 
la  machine,  en-deçà  et  au-delà  de  sa  vitesse  moyenne  ou  de  régime , 
et  l'on  supposera  que  ces  écarts  répondent  précisément  aux  am- 
plitudes de  mouvement  du  flotteur  et  de  la  vanne  motrice,  dont  il 
a été  précédemment  parlé.  Mais  cela  ne  suffira  pas  encore  pour 
déterminer  Q’;  il  faudra  aussi  se  donner  un  nombre  qui  indique 
l’énergie  régulatrice  de  la  pompe,  ou  la  rapidité  avec  laquelle  on 
veut  qu’elle  fasse  élever  ou  baisser  le  flotteur,  à partir  de  l’instant 
où  la  vitesse  de  la  machine  serait  arrivée  à l’une  ou  à l’autre  de 
ses  limites,  supposé  qu’elle  pût  y arriver  brusquement , ce  qui  ne 
saurait  être,  à cause  de  l’inertie. 

Soit  N le  nombre  des  coups  de  pistons  donnés,  en  1’,  par  la 
machine,  quand  elle  possède  la  vitesse  de  régime  uniforme;  q le 
volume  de  liquide  fourni  au  bassin  B à chacun  de  ces  coups;  n la 
fraction  dont  on  veut  que  cette  vitesse  puisse  augmenter  ou  dimi- 
nuer au  maximum;  nSq  sera,  par  minute,  l'excédant  du  volume 
d’eau  fourni  au  réservoir  sur  celui  qui  est  sorti;  nommant  enfin  T 
le  nombre  de  minutes  à partir  desquelles  le  flotteur  devrait  être 
arrivé  à sa  position  extrême,  si  la  vitesse  conservait  sa  valeur 
maximum  ou  minimum , on  posera 

nN?T=tf 

pour  condition  propre  a déterminer  Q’. 

Moyens  d'atténuer  les  causes  d’irrégularité  provenant  de  la  pompe. 

15.  D’un  autre  côté,  il  est  évident,  qu’à  cause  de  l’irrégularité 
d’action  de  la  pompe,  il  en  résultera  une  oscillation  perpétuelle  du 
liquide  dans  le  réservoir,  même  pour  le  cas  de  la  vitesse  de  régime; 
or,  il  faut  renfermer  ces  oscillations  dans  une  limite  qui  ait  fort 
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peu  d'étendue,  par  rapport  à l'amplitude  totale  de  mouvemeulqui 
peut  résulter  de  l’affluence  du  volume  d’eau  Q’  dans  le  bassin  B: 
c’est-à-dire,  que  la  plus  grande  différence  entre  les  quantités  d’eau 
irrégulièrement  fournies  et  régulièrement  dépensées  par  l’oriOce 
D,  pendant  la  durée  entière  d’une  oscillation,  doit  être  une  très- 
petite  fraction  de  Q’.  Cette  différence  peut  être  rendue  assez  faible, 
soit  en  construisant  la  pompe  à double  effet  ou  de  manière  que  le 
piston  agisse  à la  fois  en  montant  et  en  descendant , soit  en  y adap- 
tant un  réservoir  à air  servant  à régulariser  le  jet,  soit  enfin,  ce  qui 
est  préférable,  en  remplaçant  cette  pompe  elle-même  par  une  ma- 
chine à mouvement  régulier,  telle  que  la  vis  d’Archimède,  par 
exemple,  qui  a surtout  l’avantage  de  ne  point  varier  dans  ses  effets, 
comme  il  arrive  pour  les  pompes,  qui,  au  bout  d’un  temps  plus  ou 
moins  long,  cessent  de  bien  fonctionner.  Moyennant  de  semblables 
dispositifs,  ii  deviendra  possible  de  réduire  beaucoup  Q’  de  ma- 
nière à rendre  le  régulateur  sensible  à de  faibles  accroissements  du 
mouvement  moyen  de  la  machine. 

Appréciation  du  degré  de  sensibilité  et  d'énergie  du  régulateur 

à pompe. 

14.  Quoi  qu’il  en  soit,  la  différence  maximum  entre  les  quan- 
tités d’dhu  fournie  par  la  pompe  et  dépensée  par  l’orifice  D,  étant 
connue,  il  faudra  la  multiplier  par  un  nombre  suffisamment  grand 
tel  que  20  ou  30,  pour  obtenir  Q’.  Supposant,  par  exemple,  que 
la  pompe  soit  à simple  effet,  la  plus  grande  différence  dont  il 
s’agit  pouvant  s’élever  aux  0,33  * environ  du  volume  q donné  par  la 
pompe  à 'chaque  oscillation  entière,  fon  prendra  Q’=20X°^3, 
ç=10,69  au  moins,  et  l'on  aura  à satisfaire,  en  outre,  à la  condition 
nNçT=10,0i7  ou  nNT=10, 6.  Ce  qui  montre  que  l’action  régula- 
trice de  la  pompe  sera  ici  très-peu  énergique  ; car  il  n’est  guère 
possible  de  prendre  N supérieur  à 30  et  en  admettant  même  que 

la  vitesse  puisse  s’écarter  de  ^ de  part  et  d’autre  de  sa  valeur 

moyenne,  ce  qui  suppose  n=0,l,  on  aurait  T=— ^-^3,53  minu- 
tes; c’est-à-dire,  qu’à  partir  de  l’instant  où  la  vitesse  limite  serait 
atteinte , il  s’écoulerait  plus  de  5’=  avant  que  le  flotteur  n’ait 
produit  l’effet  voulu. 

*.  Voyez  à ce  sujet  le  n“  62  relatif  à la  théorie  des  manivelles  à simple 
et  à double  effet. 
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Pour  la  pompe  h double  effet,  la  différence  maximum  entre  les 
quantités  d’eau  fournie  par  la  pompe  et  dépensée  par  l’orifice  D , 
ne  s’élèverait  qu’à  la  fraction  0,0339,  q étant  toujours  le  volume 
d'eau  fourni  par  la  pompe  dans  la  double  oscillation  du  piston,  ce 
qui  donne 

Q’=20X0,053?=t,16?  et  «NT=M6. 

Ainsi  dans  les  hypothèses  ci-dessus  de  n=j(),N=30,  on  aurait 
T *=0’,387  seulement,  au  lieu  de  T— 3’, 53.  Enfin  l’énergie  du  régu- 
lateur serait  pour  ainsi  dire  indéfinie,  si  l’on  substituait  à la 
pompe  un  système  d’épuisement  continu , tel  que  la  vis  d’Archi- 
mède, la  Noria , le  Chapelet , etc.  Dans  tous  les  cas,  la  quantité 
q restant  arbitraire,  on  pourra  en  profiter  pour  augmenter  con- 
venablement la  valeur  de  Q’,  qui  entre  dans  les  équations  de  con- 
dition relatives  à l’établissement  du  flotteur,  lesquelles  donnent 
immédiatement 

•“St*’-*).  A” «=0’— n^=X)  * 

pour  déterminer  les  aires  des  sections  horizontales  du  bassin  B et 
du  flotteur , et  dont  la  dernière  montre  que  Q’  doit  être  pris  d’au- 
tant plus  grand  que  x' — h est  plus  petit , afin  que  A — a reste 
positif. 

Inconvénients  de  ce  régulateur. 

15.  Telle  est , ce  nous  semble,  la  véritable  manière  d'envisager 
la  théorie  du  régulateur  à flotteur  et  à pompe  ; cela  suffit  pour 
montrer  que  les  avantages  qu’on  se  promet  de  son  adoption,  sont 
bien  loin  de  compenser  les  inconvénients  qui  résultent  de  la  perte 
de  travail  notable  qu’il  occasionne  et  des  accidents  qui  peuvent 
être  produits  par  les  dérangements  de  la  pompe.  D’ailleurs  on  voit 
que  son  action  ne  se  fait  pas  sentir  instantanément  au  flotteur, 
et  qu’il  ne  fait  même  dépendre  que  fort  indirectement  le  jeu 
des  vannes  motrices  de  la  variation  de  vitesse  de  la  machine , le 
temps  pendant  lequel  cette  variation  s’opère  entrant  nécessaire- 
ment comme  facteur  de  son  effet  régularisant  ; sous  ces  divers  rap- 
ports le  pendule  conique  à force  centrifuge,  que  nous  allons  dé- 
crire , nous  parait  de  beaucoup  préférable  dans  la  pratique. 

DU  RÉGULATEUR  A FORCE  CENTRIFUGE. 

Description  de  V appareil  et  données  de  son  établissement- 

16.  Ce  régulateur  se  compose  ordinairement  d’un  losange  à 
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charnières  ABCD  (fig.  6),  monté  sur  un  axe  vertical  AH  , mis  en 
communication  de  mouvement  avec  une  pièce  de  rotation  de  la 
machine;  le  lozange  est  fixé  à cet  axe  par  l’un  de  ses  angles  A , et 
en  reçoit  le  mouvement  angulaire  ; les  verges  supérieures  AB , 
AD  portent  sur  leurs  prolongements  des  boules  de  métal  P ; 
l’angle  en  C est  armé  d'un  manchon  à gorge  G qui  embrasse  l’axe 
AH  et  peut  glisser  à frottement  doux  le  long  de  cet  axe.  L’elTet 
de  la  force  centrifuge  sur  les  boules  est  de  soulever  plus  ou 
moins  le  manchon  G,  qui , par  une  communication  de  mouvement 
facile  à imaginer,  sert  à régler  l’emploi  de  la  force  motrice  (44), 
en  faisant  varier  convenablement  l’ouverture  d’une  vanne  , d’un 
robinet,  etc. , lorsque  la  vitesse  de  la  machino vient  à changer  par 
l’action  d’une  cause  quelconque. 

Nommons 

P et  M le  poids  et  la  masse  de  chacune  des  boules  , 
j=9”,8088,  *=3,1416  , 

% la  vitesse  angulaire  de  l’axe  AH  du  pendule  , 
a l’angle  correspondant  des  verges  AB, AD  avec  cet  axe, 
a le  côté  AB  du  lozangc , 

b la  distance  de  A au  centre  de  gravité  des  boules  P , 
h enfin  la  longueur  AC  de  la  diagonale  verticale  du  lozan  ge  , 
qui  fixe  la  position  du  manchon  G. 

On  pourra  considérer  ce  losange  comme  soumis  à l’action  des 
forces  suivantes  , qui  se  font  équilibre  : 

1°.  La  force  centrifuge  des  deux  bonles  réunies,  mesurée  par 
2Mw4IP=2M4jSô  sin  a et  dont  AI=6  cos  « est  le  bras  de  levier  , 
par  rapport  au  centre  A ; 2".  le  poids  2P  =2Mj  de  ces  mêmes 
boules,  ayant  pour  bras  de  ievier,  par  rapport  à A,  la  distance 
PI  =6  sin  a;  3°.  enfin  le  poids  et  la  force  centrifuge  de  ces  verges 
du  lozangc , qu’on  a coutume  de  négliger,  aussi  bien  que  le  frot- 
tement des  articulations  et  l’effort  nécessaire , en  C,  pour  vaincre 
la  résistance  qui  s'oppose  au  mouvement  des  soupapes  régulatri- 
ces , etc. 

Conditions  de  l'équilibre  et  règle  portique  anglaise. 

17.  Négligeant  donc  la  considération  de  ces  dernières  forces , 
ctobservant  que  l’équilibro  doit  s'établir  entre  les  deux  autres 
autour  du  point  A , on  aura 

2Moi’i  sin  xy(bcos  a=2P.6  sin  x , 
d’où , à cause  de  A=2«  cos  a , P=Mÿ , 

6cosa=Al  — 
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Ainsi  l'on  aura  la  hauteur  h à laquelle  sc  tient  le  manchon  G 
au-dessous  du  sommet  A,  quand  la  vitesse  ta,  à l’unité  de  distance 
de  l'axe  AH  , sera  connue  et  réciproquement. 

Soit  T la  durée  en  secondes  d’une  révolution  de  cet  axe,  on 
aura  Tm*-*2!7;  substituant  cette  valeur  de  <u  dans  la  relation  ci- 
dessus,  on  en  déduira 

T-snlÆr2nl/F 

C’est  comme  on  voit,  le  double  de  la  durée  des  oscillations  d’un 
pendule  , qui  aurait  pour  longueur  la  hauteur  Al  =-J\  dés  boules 
au-dessous  du  sommet  fixe  C du  lozangc.  Supposant , par  exem- 
ple , que  le  régulateur  accomplisse  une  révolution  en  2 secondes 
ou  fasse  30  révolutionspar  minute,  on  aura  T = 2 et  AI  deviendra 
la  longueur  0“,994  du  pendule  qui  bat  les  secondes  dans  noscontrées. 

Insuffisance  de  celte  règle- 

18.  Telle  est  la  règle  fort  simple  , ordinairement  indiquée  par 
les  auteurs  pour  déterminer  la  position  des  boules  relative  à une 
vitesse  moyenne  ou  de  régime  d’une  machine  , lorsqu’on  s’est 
donné  cette  vitesse  à l’avance  , mais  ces  règles  ne  sont  rien  moins 
que  satisfaisantes  attendu  qu’elles  sont  indépendantes  du  poids 
des  boules  et  qu’elles  ne  tiennent  nullcmentcompte  de  l’énergie  que 
doit  posséder  leur  force  centrifuge , pour  vaincre  les  résistances 
passives  inhérentes  au  mouvement  du  système  , qui  sert  à faire 
ouvrir  ou  fermer  les  soupapes,  ou  vannes  motrices;  aussi  ne  doit- 
on  pas  être  étonné  que,  dans  ce  vague  de  la  théorie  , le  régulateur 
dont  il  s’agit , ait  rendu  assez  peu  de  services  , pour  qu  on  l’ait 
abandonné  dans  la  plupart  des  applications  aux  machines. 

Tredgold  , ingénieur  anglais  , qui  a écrit  un  traité  sur  les  ma- 
chines à vapeur  ’ , parait  avoir  senti  l’insuflisance  de  la  règle  éta- 
blie; il  propose  de  fixer  la  plus  grande  amplitude  du  mouvement 
vertical  des  boules,  de  manière  que,  quand  la  vitesse  de  la  machine 
dépasse  le  20mi'  de  sa  valeur  moyenne,  les  soupapes  soient  entière- 
ment fermées  , tandis  qu’elles  seraient  complètement  ouvertes  , 
au  contraire  , quand  la  machine  atteindrait  sa  vitesse  moyenne 
de  régime  , afin  , dit-il , d’éviter  pour  cette  dernière  vitesse  les 
étranglements  de  la  conduite , qui  amène  la  vapeur  sous  les  pis- 


* Un  volume  in-4*,  traduction  de  M.  Mcllct  ancien  élève  de  l'Ecole  P<v 
I)  Icehniquc  , page  443  et  suivantes. 
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tons  do  la  machine  , et  la  perte  de  travail  moteur  qui  en  est  la 
conséquence  ; mais  il  est  évident  qu'une  semblable  disposition 
aurait  l’inconvénient  de  produire  une  diminution  de  force  motrice 
précisément  à l’instant  où  il  surviendrait  un  ralentissement  de  la 
vitesse  , ce  qui  est  absurde  et  montre  que  , sans  avoir  égard  à 
l’inconvénient  des  étranglements  , on  doit  do  nner  forcément  à la 
soupape  , pour  le  cas  d’une  vitesse  moyenne  , une  position  inter- 
médiaire entre  celle  où  elle  laisse  affluer  en  plein  le  fluide  moteur 
et  celle  où  elle  l’intercepte  d’une  manière  complète. 

Véritable»  conditions  de  l'établissement  de  l'appareil. 

19.  Nommant  A’  la  hauteur  du  manchon  qui  correspond  à la 
vitesse  angulaire  «’  =*  (I  -j-n)  u , A”  celle  qui  répond  à la  vi- 
tesse u”  — (1-j- n)  w,  <a  étant  toujours  la  vitesse  moyenne  de 
régime  et  h la  hauteur  correspondante  , on  aura 

h >ga k 

( I -|-n )*co*6  ( 1 -Hn) ■ ’ n ~(1— n)’co*6— (1—  n)» 
et  par  conséquent  pour  l’amplitude  du  mouvement  d’élévation  du 
manchon , qni  doit  régler  celui  des  soupapes  d’admission. 

A”_A’=AlTi^— =4nA 

à très  peu  près  , si  l’on  néglige  n*  vis-à-vis  de  l’nnité. 

Supposant , avec  Tredgold  , n=^,  on  aura  h"—h.'=jh  en- 
viron ; ce  qui  montre  que  pour  un  changement  de  vitesse  assez, 
faible  , les  espaces  décrits  par  le  manchon  et  le  système  qui  le 
met  en  relation  avec  les  soupapes  , pourront  être  très  apprécia- 
bles , de  sorte  que  l’on  peut  dire  avec  cet  ingénieur  , que  , si  le 
régulateur  à force  centrifuge  est  en  défaut , ce  n’est  certainement 
pas  à cause  du  manque  de  sensibilité  , que  lui  ont  reproché  cer- 
tains auteurs  , qui  lui  ont  substitué , au  détriment  de  l’action  mo- 
trice , le  jeu  d’un  régulateur  à pompe  dans  le  genre  de  celui  qui 
nous  a occupés  précédemment. 

Influence  du  poids  des  boules  et  de  l'angle  des  tiges. 

20.  Quanta  l’influence  du  poidsdes  boules  sur  l’action  régulatrice, 
Tredgold  se  contente  d'observer  (pag.  445,  n"  555  de  l'ouvrage  cité) 
que,  dans  les  machines  à vapeur,  ce  poids  varie  de  12  à 30  kilo- 
grammes, et  que  son  effet  dépend  beaucoup  des  angles  formés  par 
les  tiges  : dans  la  disposition  représentée  par  la  figure  (6)  la  force 
du  régulateur  pour  mouvoir  le  manchon  est  considérable,  mais 
l’étendue  du  mouvement  est  petite;  ce  qui  a lieu  à plus  forte  rai- 
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sou  pour  la  disposition  représentée  ligure  (7),  et  qui  est  souvent 
adoptée  dans  les  machines  ; dans  la  disposition  figure  (8) , au  con- 
traire la  force  est  petite  mais  l’étendue  de  mouvement  très-grande; 
en  d’autres  termes,  la  force  du  régulateur  croit  en  raison  inverse 
du  chemin  que  tend  à décrire  le  manchon  dans  chaque  dispositif, 
ce  qui  est  bien  évident,  d’après  le  principe  des  vitesses  virtuelles- 
Équation  d'équilibre  du  régulateur  dans  le  cas  d'une  amélioration 

de  vitesse  et  en  ayant  égard  à la  résistance  à vaincre. — 1er  dispositif, 

figure  6. 

21.  Pour  montrer  comment  de  cette  considération  dérive  la 
théorie  véritable  du  régulateur  à force  centrifuge , nous  sup- 
poserons , d’après  les  auteurs  anglais  , qu'on  ait  établi  l'ap- 
pareil de  fait , ou  que  lorsque  la  machine  atteint  la  vitesse  de 
régime , mesurée  par  '«* , le  manchon  G ( figure  6 ) et  le 
système  du  levier  et  de  la  vanne  qu’il  conduit  n’exercent  aucune 
action  l’un  sur  l’autre  ; ce  qui  exige  que  ce  système  se 
trouve,  pour  la  position  du  manchon,  fixée  par  la  relation 

h sas  , (8)  dans  un  état  d’équilibre  slrit  et  abstraction  faite  du 

frottement.  Cela  posé,  on  remarquera  que  la  vitesse  angulaire  du 
régulateur  pourra  augmenter  d’uue  certaine  fraction  donnée  de  sa 
valeur  primitive,  avant  que  l'effort  exercé  sur  le  manchon  ne  soit 
capable  de  faire  mouvoir  la  vanne  motrice,  c’est-à-dire,  de  vaiucrc 
les  résistances  inhérentes  à ce  mouvement;  il  faudra,  en  effet,  que 
l’intensité  de  la  force  centrifuge  des  boules  augmente,  de  manière 
à ce  qu’elle  puisse  faire  équilibre  à la  fois  à l’action  du  poids  et 
des  résistances  dont  il  s’agit;  ce  qui  donne  une  nouvelle  équation 
de  condition  à laquelle  le  régulateur  doit  satisfaire , et  qu’on  ob- 
tiendrait facilement  à l'aide  de  la  simple  décomposition  des  forces, 
mais  que,  pour  plus  de  généralité,  nous  rechercherons  par  le 
principe  des  vitesses  virtuelles. 

Considérons  d’abord  le  cas  de  la  figure  6 , et  conservant  les  dé- 
nominations déjà  admises  (16),  nommons  de  plus,  p la  résistance  à 
vaincre  par  le  manchon  et  w’  (I-f-n’)u  la  nouvelle  vitesse  angu- 
laire , que  doit  acquérir  le  régulateur  pour  vaincre  cette  résistance; 
fesant,  pour  un  instant , abstraction  du  mouvement  angulaire,  dont 
il  s'agit,  on  supposera  qu’on  relève  le  sommet  C d’une  quantité  in- 
finiment petite  dh,  qui  pourra  être  prise  pour  la  vitesse  virtuelle 
de  p;  le  centre  de  gravité  des  boules,  décrira  l'arc  élémentaire 
PS  = Ma  , la  vitesse  virtuelle  de  la  force  centrifuge  estimée  sui- 
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6sin7</a;  enfin  puisque  A=2acosa,  dh— — ia&inada  sera  la  vitesse 
virtuelle  de  C ou  de  p- 

D’après  cela  , le  principe  des  vitesses  virtuelles  donnera  pour 
l’équation  d’équilibre  des  forces  en  observant  que  les  actions  de 
2 P et  de  p sont  opposées  à celle  de  la  force  centrifuge. 
2Mü>’,1P=2M!»)'*6  sin  a , 

2Moj'*6*  cos x sin  ad.x — 2P6  sin  ada — 2/>asin  adx— o , 

P 

on,  en  divisant  par  Ssinada  et  observant  que  M=-  et  h—iaco&a, 
P w'b'h — 2aj(P6-f  pa)=o. 

Mais  on  a par  hypothèse  (8) , A=^~  ; donc  cette  dernière  équa- 
tion devient 

Pou’*6 — 6Pu’ — ap'J)-=c 

ce  qui  donne  pour  le  rapport  à établir  entre  le  poids  P des  boules 
et  la  résistance  p, 

P <1  en* a a 

P b ce’ — tu*  6(2n’-f-n’*)  in' b ' 

approximativement , attendu  que  n’  est  censé  très-petit. 

Ainsi  il  existe  une  relation  nécessaire  entre  le  rapport  dont  il 
s’agit  et  les  quantités  a,  b,  n' , qui  fixent  les  dimensions  du  régu- 
lateur et  la  grandeur  de  l’écart  de  la  vitesse  angulaire,  par  rapport 
à la  vitesse  de  régime.  Si  l’on  veut,  par  exemple,  que  cet  écart  ne 

t a 

puisse  surpasser  le  -0=0,02  de  w,  on  aura  I*=25^  p ; et  comme 

dans  la  disposition  représentée  dans  la  fig.  C,  b ne  peut  surpasser 
sensiblement  une  fois  et  demi  a,  sans  qu'on  ait  à craindre  que  les 
boules  ne  viennent  rencontrer  le  levier  GL  pour  la  position  la  plus 
basse  du  système,  on  devra  y donner  à P une  valeur  d’au  moins 

-^25=16,67  fois  p pour  produire  l’effet  désiré. 

Equation  d'équilibre  pour  le  2e  dispositif.  — fig.  7. 

22.  C’est  parce  que  cette  valeur  de  P peut  devenir  très-grande , 
dans  certains  cas  , que  l’on  a été  conduit  à adopter  la  disposi- 
tion de  la  fig.  7 , dans  laquelle  on  donne  à 6 jusqu'à  3 et  même 
4 fois  la  longueur  a , au  moyen  d’un  allongement  correspondant 
des  verges  inférieures  CB  et  CI). 
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Nommant  c la  longueur  de  ccs  verges  , qui  doit  être  presque 
égale  à 6 ou  à AP  , et  conservant  toutes  les  autres  dénomiuations , 
on  aura  , par  le  triangle  ABC , 

AC=A=acosot+ V c’— a*sin»a';  d’oùdA=--osina|l+<^===|rfa 

pour  la  vitesse  virtuelle  de  c ou  dep  , et  l’équation  d’équilibre  de- 
viendra ici , après  l’avoir  divisée  par  sin  a d a , 

T>  « „ / arotet  \ 

2 ftVscosa— 2P6 — a 1 -f-  . ~lp=c- 

g \ 'Vc*— a**m*«r 

Faisant  p=  o dans  cette  équation , on  aura  pour  déterminer 

l'angle  a qui  répond  à la  position  moyenne  du  manchon  et  5 la 

vitesse  de  régime  ta  de  la  machine 

to*6cosa — g—o  ; d’où  6cosa=AI=^* 


Cette  relation  , comme  on  voit , est  entièrement  identique  avec 
celle  que  nous  avons  obtenue  précédemment  (17)  pour  le  cas  du 
simple  lozange , ce  à quoi  on  devait  bien  s’attendre. 

Substituant  la  valeur  de  a qu’elle  donne  dans  l’équation  en  p , 
on  aura  , pour  calculer  le  rapport  de  P à p , 


***  ( 1 I °9  )=>  ° f 1 1 "s 

p 26 (tu’*.- tua )\  ' y(c*  — <‘*y2  J \'(c* — f a*j*  ’ 


en  négligeant  toujours  n’»  vis-à-vis  de  2n\ 

p 

Ici  la  valeur  du  rapport  - ne  dépend  plus  seulement  de  celle  de 


n’  et  du  rapport  | , il  varie  avec  les  grandeurs  absolues  de  c,a  et 
w,  et  devient  d’autant  plus  petit  que  cV*  et  <u*  croissent  davantage 
la  valeur  de  j restant  constante. 

b 

Prenant  par  exemple,  b—ia,  c= 3,5a,  a=0m.3,  n’=0,02 
et  w*s =g,  ce  qui  revient  à supposer  que  le  régulateur  fasse  moyen- 
inent  près  de  30  révolutions  à la  minute,  on  trouvera 
P=3,00i/>; 

valeur  très-petite  par  rapport  à celle  qui  a été  trouvée  pour  le 
cas  précédent,  mais  qui  doit  être  considérée  comme  une  limite 
inférieure  dans  ce  système. 

Equation  d'équilibre  pour  le  3*  dispositif  — fig.  8 et  9. 


23.  L’inconvénient  que  présente  en  lui-même  l’allongement  des 
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verges  BC,DC,  résultant  de  l’obligation  de  placer  le  manchon  G à 
une  certaine  distance  au-dessous  des  boules  P fait  préférer  géné- 
ralement, à ce  dispositif,  celui  de  la  fig.  8,  qui  jouit  aussi  de  la 
propriété  de  permettre  d’augmenter,  en  quelque  sorte,  à volonté  le 
rapport  de  b,a,  et  dans  lequel  la  figure  ABCD  est  un  véritable  lo- 
zango.  Mais,  au  lieu  de  placer  ici  les  tiges  AP, AP'  qui  portent  les 
boules  dans  le  prolongement  exact  des  côtés  AB  et  AD,  on  leur 
fait  former  avec  ce  prolongement , un  certain  angle  PAB  , que 
nous  nommerons  m,  et  qui  a pour  objet  d’éviter  la  trop  grande 
acuité  des  angles  A et  C,  lors  des  faibles  vitesses  de  la  machine. 
Pour  cette  disposition,  on  aura  évidemment 

A=2a  cos  (m-j-a),dA= — 2a  sin  (m-f-a)  da, 

P 

-b*' a’’  sin  a cosa — Pô  sin  a — asin(m-j-a)p=» , 

9 

et  toujours 

6cosa=AI=-^-, 

w* 

en  posant  p—o  et  remplaçant  «’  par  w. 

Delà  on  tire  successivement  et  approximativement 

tjf  ?»*"+")_  M*  ^ a sio(m-{-*)__  « 

p b sina  (<ü‘ — <y*)  ïnb  sina  2n’ô'v 

Adoptant  les  mêmes  données  que  ci-dessus,  et  de  plus,  faisant 
m=30°,  sinm=0,50,  cosm=0,86C,  on  trouvera 

P=10,125p. 

Si  l’on  prenait , au  contraire , n*=0  ou  qu’on  mit  les  tiges  AP , 
AP’ sur  le  prolongement  exact  des  verges  AB, AD,  on  trouverait 
P=6,25  p seulement,  de  sorte  que  l’augmentation  de  l’angle  m 
tend  à faire  croître  le  rapport  de  P à p. 

Celte  discussion  servira  à fixer  le  choix  ou  la  préférence  que 
l’on  doit  accorder  dans  chaque  cas,  à l’une  de  ces  dispositions  sur 
les  deux  autres;  elle  fera  pressentir  à priori , l’influence  de  cha- 
que genre  de  dispositif,  pourvu  que  l’on  se  rappelle  que  le  rap- 
port , dont  il  s’agit , ne  peut  être  diminué,  sans  que  l’étendue  de 
la  course  du  manchon  ne  décroisse  en  même  temps. 

Cas  où  le  mouvement  se  ralentit  ; relation  entre  la  plus  petite  et 
la  plus  grande  vitesse  nécessaire  pour  vaincre  la  résistance. 

24.  Lorsque  la  vitesse  de  la  machine , au  lieu  d’augmenter 
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comme  on  vient  de  te  supposer  , diminue  de  manière  à devenir 
(i — par  exemple, c’est  le  poids  des  boules  qui  doit  alors 
faire  équilibre  à l'action  de  la  force  centrifuge  et  de  la  résistance 
p;  les  équations  restent  donc  les  mêmes,  au  signe  près  de  p,  ce 
qui  établit,  dans  chaque  cas,  la  relation  nécessaire. 


I — *>•  US 1 


ou  t* j 


d’où  l’on  tire,  en  remplaçant  w’  par  (l-fn)u  et  tu”  par  (t — »”)«, 

ou,  en  s’arrêtant  au  premier  terme  de  celte  série,  attendu  son  ex- 
trême convergence, 

-H  » I l W _» t 

n — n + n . » — n 5n 


résultat  qui  montre  que  le  manchon  et  la  vanne  régulatrice  com- 
menceront à se  mouvoir  pour  des  écarts  de  vitesse  sensiblement 
égaux  de  part  et  d’autre  de  la  vitesse  moyenne  ou  de  régime  tu  , 
pourvu  que  la  grandeur  de  ces  écarts , qui  mesure  ici  le  degré  de 
sensibilité  de  l’appareil  ou  son  énergie  régulatrice,  soit  suffisam- 
ment petite. 

Mais  cet  appareil  doit  remplir  d’autres  conditions  qui , conjoin- 
tement avec  les  précédentes  servent  à déterminer  , dans  chaque 
cas , la  valeur  qu’on  doit  adopter  pour  a et  6 ; il  doit  en  effet  ; être 
capable  de  faire  fermer  ou  ouvrir  complètement  la  vanne  motrice 
au  moyen  d’un  nouvel  accroissement  ou  d’une  nouvelle  diminution 
de  la  vitesse  de  la  machine  ; car  le  manchon  ne  bougera  pas  tant 
que  cette  vitesse  n’excédera  pas  tu’ , ou  ne  diminuera  pas  au-des- 
sous de  tu”. 


Conditions  relatives  aux  deux  limites  extrêmes  de  vitesses  qu'on 
veut  laisser  prendre  à la  machine. 

25.  Soient  a'  et  h'  et  h"  les  valeurs  de  l’angle  a et  de  la 
hauteur  h qui  fixent  simultanément  la  position  des  tiges  et  du 
manchon  , relatives  à la  fermeture  et  à l’ouverture  complètes  de 
la  vanne  motrice;  nommons  de  plus,  m,”=(! — »,”)« 

les  vitesses  angulaires  correspondantes,  qu’on  veut  laisser  prendre 
à la  machine,  on  aura  à satisfaire  simultanément  aux  quatre 
équations  suivantes  , en  considérant  ici , pour  exemple  ; le  cas 
qui  se  rapporte  au  dispositif  de  la  figure  0. 
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a»’*6»cos* — P b — pa—:, 
9 

— ci)’*4*cos  «’ — P b — pa 
9 * 


- w 'b'  cos  a — Pà=i-5, 

9 

j'<i”J6,cosct” — P b-\-pa~c; 


ce  qui  suppose  d’ailleurs  que  la  résistance  p demeure  sensible- 
ment constante  pour  toutes  les  situations  de  la  vanne  dont  il 
s’agit.  S’il  en  était  autrement , il  faudrait  remplacer  p par  ses 
valeurs  p'  et  p”  qui  correspondent  à a’  et  a”  respectivement. 
Ces  équations  peuvent  être  remplacées  par  leurs  équivalentes. 


6cosa’=ÿ 


g (l-f2n’)  ÿ 

te'1  te* 


6 CO  S a1 


?wi 


1-2»-)  g_ 

i (,a  (1 — 2»”)  ^ 

1 


en  négligeant  encore  vis-à-vis  de  l’unité,  le  carré  des  fractions 
«’,  n’,  censées  très-petites. 

De  là  on  tire,  à cause  de  h—ïaeosx  en  général, 

h'  gn  g _ aa  (<+2'1’)  g 
n feu»’  bul1»'  b (t-f-2n)  * 

« (3a,»— a,’»)  g _ a ( t — 2n’)  g 

n ~*b  u,”  «•“  6 (I— Sn”)^' 

h-h‘^4  i --£1 1 =4 1 2.  , 

6\  Ct)4  */c»»  b (i~j-2«l  ) to» 


k”~h= 


a»*  ü I— 2n,"  tu> 


expressions  dont  les  deux  dernières  donnent  la  mesure  de  l’am- 
plitude de  course  du  manchon  de  part  et  d’autre  de  sa  position 
moyenne  ou  d’équilibre  strict. 

Ces  mêmes  expressions  ayant  pour  facteur  commun  la  quantité 


2 22. , on  voit  que  leurs  rapports  s’en  trouvent  indépendans,  et 

ont  des  valeurs  complètement  déterminées,  dès  qu’on  s’est  donné 
celles  des  nombres  »’,  n,’,  et  n",  qui  règlent  les  écarts  de  la  vi- 
tesse angulaire  sur  sa  valeur  moyenne  ou  de  régime. 

Si  l’on  veut  notamment  s’imposer  la  condition  que  les  amplitu- 
des h — h\  h''-  h de  la  course  du  manchon  soient  égales  entre  elles, 
ce  qui , au  premier  abord  , parait  assez  convenable  , ces  nombres 
devront  satisfaire  à l’équation 


, t#  • 9tû*— tu’*  , 

I — — — I ou 

(a,>  te,* 


9te« — nT» 
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Cettë  relation  fera  connaître  l’ane  de  ces  trois  quantités,  quand 
les  deux  autres  seront  données  : supposant , par  exemple  , 
«,”=n,’=0,04,  ce  qui  revient  à prendre  <a ,”=0,96,),  m,’=1, 04w 
ou  trouvera  w'=l,0295'«>  ou  n’=0,03  à peu  près. 

Mais  il  n'est  pas  indispensable  de  limiter  ainsi  le  nombre  «’  , 
dont  la  petitesse  indique  (H)  le  degré  de  sensibilité  de  l’appareil, 
et  rien  ne  s'oppose  à ce  que,  se  donnant  à volonté  n'  et  ou  &>’ 
et  la  valeur  de  n”,  qui  résulte  de  l'équation  ci-dessus,  diffère 
un  peu  de  celle  de  »,’,  prenant  par  exemple,  n’=0,02,  comme 
dans  le  N°  1 1 , et  n,’  =0,04  on  trouvera  «,”=0,9245'*)/  ou  n”==0,057, 
de  sorte  que  les  écarts  de  la  vitesse  angulaire  de  part  et  d’autre  de 
la  moyenne  «,  bien  qu’inégaux,  ne  différeraient  entre  eux  que  des 
0,003  de  «,  quantité  tout  à fait  négligeable. 

Équations  des  conditions  relatives  à la  constitution  matérielle  du 

système. 

26.  Ainsi  nous  considérons  le  nombre  n,"  comme  déterminé  en 
vertu  de  l'équation  ci-dessus.  Mais  la  connaissance  des  nombres 
n’n.’n,”  et  des  quantités  p et  h — h'  ne  suffit  pas  pour  fixer  lagran- 
denr  des  autres  quantités  essentielles  du  problème,  telles  que  P, 
a,  b,  «,  h ; car  nous  avons  ici  moins  d’équations  que  d’incon- 
nues; il  faut  joindre  à ces  équations  les  conditions  ou  données 
particulières  que  fournit  la  constitution  matérielle  du  système  et 
qui  limitent  l’étendue  des  valeurs  à attribuer  aux  quantités  en  ap- 
parence tout-à-fait  arbitraires. 

Parmi  ces  dernières  conditions  , les  plus  importantes  ont  déjà 
été  indiquées  au  n”  11  à l’occasion  de  la  disposition  (fig.  6)  qui 
nous  occupe  : premièrement  les  boules  ne  doivent  pas , dans  leur 
position  la  plus  basse  répondant  à l’angle  a”,  venir  toucher  le 
levier  GL,  qui  lie  le  manchon  à la  vanne  motrice  et  dont  la  posi- 
tion est  sensiblement  horizontale  ; secondement,  ces  mômes  boules 
ne  doivent  pas  non  plus  venir  toucher  les  verges  inférieures  BC  et 
DC  du  lozange,  à l’instant  qui  répond  à cette  position  la  plus  basse. 
A ces  conditions  on  peut  joindre  celle  que  l’angle  a”  ne  soit  ja- 
mais au-dessous  de  20  à 30"  afin  de  ne  pas  obliger  à évider  par 
trop  la  chape  qui  reçoit  en  A les  verges  des  boules  ou  de  courber 
ces  verges  elles-mêmes  , ce  qui  se  fait  néanmoins  quelquefois.  En- 
fin on  peut  admettre  que  le  rayon  des  boules  ne  surpassera , en 
aucun  cas , Ora.t2  , ce  qui  leur  suppose  un  poids  d’environ  52  kit. , 
que  d'un  autre  côté  la  demi  largeur  des  verges  CB  et  CD  , ainsi 

10 
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que  celle  du  levier  G L ne  surpassera  pas  üra.023  ; qu'enfin  le 
jeu  à conserver  entre  les  boules  et  ces  verges  ou  ces  leviers  sera 
au  moins  do  0m.035. 

Nommant  de  plus;  l'intervalle,  qui  existe  entre  le  milieu  du 
manchon  G et  le  centre  des  articulations  C;  les  deux  premières 
conditions  donnent  évidemment  lieu  aux  inégalités 

h-bcosx"oui~  f.  >0,°- 1 2-f  0“,.02o4-0,ï  033-f-;=0n,.t  8 , j, 

BP.sinCBPou  (b— Ainîct”— 2A  — -^>0-M8 
V J \ <’l  1— in,' 

dans  lesquelles  a”  doit  être  pris  égal  à 20"  au  moins. 

Ces  inégalités  feront  connaître  les  limites  des  valeurs  qui  peu- 
vent être  attribuées  au  rapport  quand  on  se  sera  donné,  avec  a" 
la  grandeur  de  w ou  de  h — A’,  quantités  liées  entre  elles  par  la 
relation 


h — h'—£ 

b 


(»,’ — n') 

i +2«r 


9_ 

Cu«* 


Ayant  réglé  les  valeurs  de  a” , w , p , h — h ’ et  £ , d’après  ces  con- 
sidérations et  celles  qui  peuvent  résulter  de  rétablissement  du 
système  de  leviers  servant  à transmettre  le  mouvement  des  man- 
chons à la  vanne  motrice,  on  en  déduira  immédiatement  les  va- 
leurs de  P,  b,  a {jO*  au  moyen  des  équations 


p_.^_  i (1— 3n') g_ 

’iii'li  ' cos*”(! — 2n,”)  u'  ' 


Discussion  de  ces  équations  de  condition  et  limites  des  proportions  à 

adopter. 

27.  Mais  pour  que  ces  valeurs  soient  admissibles,  elles  ne  de- 
vront pas  dépasser  certaines  limites  que  l'usage  ou  l’expérience 
indique.  Ainsi,  par  exemple,  il  y aurait  quelqu’inconvénient  à ce 
que  P excédât  de  beaucoup  36  à 40ku  et  b fm  à lm.10.  Or,  d’une 
part  l’expression  ci-dessus  de  b fait  voir  que  cette  dernière  limite 

serait  notablement  surpassée , si  l’on  donnait  à cosa”  et  à — des 

valeurs  qui  s’écartassent  beaucoup  en  moins  de  l’unité,  condition 
qu’on  remplira,  en  ne  donnant  pas  à l’angle  a”  plus  de  30"  et  ne 
faisant  pas  faire  à l’axe  du  régulateur  moins  de  30  révolutions  par 
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minute.  O'uue  autre  part,  on  ne  saurait  attribuer  à ri  une  valeur 
au-dessus  de  0,03  sans  faire  perdre  â l’appareil  sa  propriété  régu- 
latrice , et  comme  la  première  des  inégalités  ci-dcssus  donne 

puisque  j est  au  moins  égal  à 0m.02,  que  oj1  doit  surpasser  g,  dV 

1 <2ri 

près  ce  qui  précède  et  qu’enfin  la  fraction  ■■  t dans  laquelle 

ri  est  plus  petit  que  ri’ , surpasse  elle-même  l’unité,  il  s’en  suit 
qu’on  aura  nécessairement 

P>Gffîp>i0p  et  Partant  P<W<4UI 


condition  qui  pourrait  exiger  qu’on  donnât  à A — A’,  dans  cer- 
tains cas,  des  valeurs  trop  petites  incompatibles  avec  l’équation 


, ,,  .a  ( n,'—ri)  g 


car  le  produit  p(h — K),  qui  exprime  en  quelque  sorte  l’effet  utile 
du  régulateur,  pour  la  dernière  course  ascendante  du  man- 
chon, a une  valeur  assignée  par  l’amplitude  correspondante  du 
mouvement  de  la  vanne  et  de  la  résistance  que  ce  mouvement  en- 
traîne avec  lui , de  sorte  que  p ne  peut  être  diminué  sans  que  A — A’ 

n'augmente.  Substituant  d’aillleurs  la  valeur  de  y tirée  de  celle 
dernière  relation  dans  l'expression  de  P,  il  en  résultera 


n (l-f-2n  ’)  «*  k L, 

P=  8ri(n’-nr7P(h~h)’ 


nouvelle  expression  dans  laquelle  le  produit  p[h — A')  est  donné, 

— >1,  et  qui  peut  conduire  à une  valeur  de  P supérieure  de 
9 

beaucoup  à 40UI,  auquel  cas  il  faudrait  renoncer  au  dispo- 
sitif  de  la  fig.  6 , pour  recourir  à l’un  ou  à l’autre  de  ceux  des 
figures  7 et  8. 

Je  ne  crois  pas  d’ailleurs  nécessaire  de  rapporter  ici  les  équa- 
tions de  condition  ou  inégalités  relatives  à ces  derniers  dispositifs; 
les  discussions  qui  précèdent  montrant  suffisamment  la  marche 
à suivre. 
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Du  système  d’embrayage  adopté  pour  suppléer  la  force  du  régulateur 
par  celle  de  la  machine. 


28.  Lorsque  les  valeurs  de  p et  de  h— h'  sont  tellement  grandes 
qu’il  devient  comme  impossible  de  faire  mouvoir  directement  la 
vanne  par  le  manchon  du  régulateur , on  sait  que  l’usage  des 
constructeurs  est  alors  de  tirer,  du  mouvement  même  de  la  ma- 
chine, la  force  nécessaire  pour  opérer  cette  manœuvre  , dont  le 
dispositif  est  représenté  dans  la  figure  10. 

Le  régulateur  est  alors  uniquement  employé  à faire  mouvoir  le 
manchon  d’embrayage  L,  par  l’intermédiaire  du  levier  GL  : OK 
est  un  arbre  qui  tire  directement  son  mouvement  de  la  machine 
et  autour  duquel  peuvent  tourner  librement,  sans  glisser  longitu- 
dinalement, les  roues  d'angles  N,  M qui  engrènent  dans  la  roue 
Q servant  à transmettre,  tantôt  dans  un  sens,  tantôt  dans  l’autre,  le 
mouvement  de  l’arbre  ÜK  à la  vanne,  dès  que  le  manchon  à griffe 
L,  qui  a au  contraire  la  faculté  de  glisser  sans  tourner  sur  cet  ar- 
bre, vient  à embrayer  l’une  ou  l’autre  des  roues  N ou  M,  de  ma- 
nière à les  rendre  solidaires  avec  ce  même  arbre. 

H résulte  de  ce  dispositif,  que  l’effort  p est  simplement  remplacé 
par  celui  qui  est  nécessaire  pour  faire  glisser  d’abord,  puis  em- 
brayer ensuite,  le  manchon  L avec  l’une  ou  l’autre  des  roues  , N 
et  M,  dont  il  s’agit-  Mais  comme,  à partirdc  l’instant  où  les  griffes 
du  manchon  L sont  amenées  en  contact  avec  celle  de  ces  roues  , 
l’effort  p doit  être  augmenté,  pour  vaincre  les  résistances  inhéren- 
tes à l'embrayage,  il  s’écoulera  un  certain  temps  avant  que  la  ma- 
chine n’ait  acquis  le  nouvel  accroissement  ou  la  nouvelle  diminu- 
tion de  vitesse  que  nécessite  ce  surcroit  de  résistance. 


Conditions  de  l’établissement  de  ce  système. 


29.  Nomment  p’  l’effort  que  doit  alors  exercer  le  manchon  G 
du  régulateur,  &>a=|t-f  6,a=(l — les  vitesses  corres- 

pondantes du  régulateur,  et  observant  que  les  angles  a’,  a”  et  les 
hauteurs  h.',  A’’ n’ont,  pas  varié,  on  aura  à satisfaire  aux  nou- 
velles équations  de  condition. 


— u * ô2  cos  a’ — P6 — p’n=:,  ~ u 264  cos  «”-P6+p’«=e, 
j g 

qui  serviront  simplement  à déterminer  les  valeurs  de  w”*  si 
l’appareil  se  trouve  déjà  établi , ou  à déterminer  les  valeurs  de  P, 
a,  b etc.  conjointement  avec  les  équations  de  condition  précéden- 
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tes,  si  l'on  prétend  se  donner  arbitrairement  ces  premières  va- 
leurs ; mais  comme  alors  , on  aurait  à satisfaire  à plus  de  condi- 
tions qu’il  n’v  a d’inconnues,  si  l’on  prétendait  continuer  à pren- 
dre w\  et  uT  arbitrairement , on  devra  regarder  les  équations 
d’équilibre  , qui  renferment  ces  quantités  , comme  propres  seule- 
ment à les  déterminer  , quand  les  autres  quantités  du  problème 
auront  été  fixées,  et  remplacer,  en  conséquence  les  équations 
dont  il  s’agit  et  toutes  celles  qui  en  dérivent  par  d’autres  , dans 
lesquelles  ondevra  substituerp’,to,’,M,”,  n,\  n,”  à p, 
respectivement  etc. 

Relativement  à la  manière  de  déterminer  p,  elle  consiste  tout 
simplement  à mesurer , à l’aide  du  dynamomètre  ou  par  un 
moyen  quelconque,  l’effort  nécessaire  à appliquer  au  manchon  G. 
dans  la  direction  de  l’axe  Ail  du  régulateur,  pour  faire  embrayer 
le  manchon  L avec  l’une  ou  l’autre  des  roues  N et  M , pendant  le 
mouvement  même  de  la  machine  ; ce  qui  n’a  aucune  difficulté, 
lorsqu’une  fois  le  système  de  l’embrayage  et  du  levier  GL  se  trou- 
ve établi.  On  pourra  aussi  calculer  directement  les  résistances  de 
ce  système,  d’après  ce  qui  sera  dit  dans  les  sections  suivantes  de 
ce  cours,  en  observant  que  la  résistance  à l’embrayage  , mesurée 
dans  le  sens  de  l’axe  OK  du  manchon  L,  provient  essentiellement 
t“  du  frottement  produit  sur  les  faces  des  griffes  par  la  pression 
qu’il  faut  leur  appliquer  perpendiculairement , pour  vaincre  la 
résistance  opposée  par  la  roue  Q;  2°  du  frottement  produit  le  long 
de  l’arbre  OR  tant  par  le  poids  propre  du  manchon,  que  par  la 
réaction  qui  provient  de  cette  pression  et  qui  s’exerce  principa- 
lement sur  la  languette  saillante  servant  de  guide  à ce  manchon 
le  long  de  l’arbre  dont  il  s’agit. 

Il  est  sansdoute  inutile  d’observer  que  la  résistance  p'  doit  être 
évaluée  , d’après  les  suppositions  et  pour  l’instant  les  plus  défavo- 
bles  possible , de  sorte  que  l’effort  réel  ne  puisse  jamais  surpasser 
celui  qui  aura  été  adopté  d'après  le  calcul  ou  l’expérience;  et  com- 
me il  faut  que  cet  effort  soit  exercé  dans  toute  l'étendue  de  la 
course  du  manchon  L,  pendant  l’embrayage  ou  le  débrayage,  il 
sera  convenable  de  comprendre  cette  étendue  dans  les  valeurs  de 
h — h\  h" — h,  qui  sont  censées  correspondre  aux  vitesses  limites 
toa’  et  to,”  dont  il  a été  question  ci-dessus. 

Les  équations  de  conditions  spécialement  relatives  à l’établis- 
sement du  régulateur  deviendront  ainsi  , en  admettant  toujours  la 
disposition  de  la  figure  6 : 
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2'))  —6/,  g t— 2»'  ,, 

w"*  ai»  t— 2/î"  6üJ  ’ 


H w*jo)* 


a (nj— n')  g 


b t-f-2n’  0)* 


,«  n’)  7 


b 1 — 2n”  £■)*’ 


auxquelles  il  faudra  joindre  les  inégalités  du  n*  26  qui  devien- 
nent ici 


«_  (I—  2n’) 

b ^2(1  — 2m*| 


+(0,09+f»)^<l 


_ 0.09  (I—  ’în'i) 
sin  a”  (t — 2n’ j" 


et  dans  lesquelles  a”  doit  toujours  être  pris  au-dessus  de  20°. 


Manière  de  tenir  compte  de  l'action  de  la  gravité  et  de  la  force 
centrifuge  sur  les  verges  du  régulateur. 

30.  Avant  de  terminer  ce  sujet , nous  croyons  devoir  indiquer 
la  manière  de  tenir  compte  de  l’action  de  la  gravité  et  de  la  force 
centrifuge  sur  les  verges  du  régulateur  , action  qui  peut  exercer 
une  certaine  influence  , dans  le  cas  où  la  résistance  p serait  très- 
faible. 

Négligeant  encore  le  frottement  des  articulations  du  système  , 
dont  l’action  , qui  s’ajoute  à celle  de  p , en  demeure  toujours  une 
très-petite  fraction , supposant  d'ailleurs  aux  verges  une  forme 
prismatique  ou  remplaçant , dans  certains  cas  , leurs  sections  va- 
riables par  une  section  moyenne  constante,  ce  qui  altérera  très- 
peu  les  résultats  du  calcul  , on  décomposera  d’abord  le  poids  des 
verges  inférieures  BG  (fig.  6 et  7)  en  deux  l’un  agissant  en  C et 
l’autre  en  B : le  premier  s’ajoutera  au  poids  du  manchon  G pour 
augmenter  ou  diminuer  la  valeur  de  p , selon  la  disposition  du 
système  et  le  sens  propre  du  mouvement  de  ce  manchon  ; le  se- 
cond sera  de  nouveau  décomposé  en  deux  autres  agissant  en  A et 
P , dont  l’un  s’ajoutera  au  poids  P des  boules  et  l’autre  sera  dé- 
truit par  la  résistance  de  l’axe  A.  On  décomposera  pareillement 
le  poids  des  verges  ABP  en  deux  autres , agissant  aux  mêmes 
points  A et  B. 

D'après  cela,  nommant  g,  g'  et  s respectivement  le  poids 
simple  des  verges  inférieures  et  supérieures  ainsi  que  du  man- 
chon G,  on  trouvera,  en  particulier,  pour  le  cas  de  la  figure 
G et  en  conservant  les  dénominations  jusqu’ici  admises  que  le 

poids  P des  boules  doit  être  augmenté  de  la  quantité  j et 

la  résistance  p du  poids  si  le  manchon  s’élève,  ou  diminué 
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de  te  meme  poids  s'il  s'abaisse,  de  sorte  que  la  vitesse  décroisse. 

Quant  à la  force  centrifuge  des  verges,  on  trouve  sans  difficultés 
que,  pour  chacune  d’elles,  elle  équivaut  à celle  d’une  masse  égale 
au  tiers  de  la  sienne  propre  et  supposée  concentrée  à l’extrémité 
la  plus  distante  de  l’axe  de  rotation.  Or,  il  résulte,  de  cette  pro- 
position que,  pour  tenir  compte  de  l’action  de  la  force  centri- 
fuge sur  les  verges  , il  suQira  d’augmenter  simplement  la  masse 

M des  boules  de  la  quantité  )• 


Dans  le  cas  des  figures  8 et  9 , on  observera  que  le  poids  du 
manchon  et  du  lozange  supérieur  ABCD  est  opposé  à celui  des 
boules;  de  sorte  que,  si  l’on  représente  ici  par  q,  q'  et  q"  resjjec- 
tivement  le  |>oids  de  verges  ou  portions  de  vergcsAB.AP  et  BC  on 
devra  remplacer  dans  les  équations  d’équilibre  qui  s’y  rappor- 
tent (25) 


n n i 1 » i , , ,..BK  . 1 , 1.  . a sin(w»4-a) 

P par  P + 2 q - a (?+?  ) ip- = p -t-  2 9 — 2<î+î  ) ~h  -L-E- 


si»  a 


- par  P j-i  r+^(9+7”)-,T=-+^9’+1(7+9’’)-r-  ^ 
g g rog^~  og'1'1  1 M g L 3g1  'og1^ 1 1 k ’ 


cos  a 


p par  p — 3 — q" , si  la  vitesse  augmente  et  parp-^-c-f-  q" , si  au  con- 
traire elle  diminue  ou  que  le  manchon  s’élève. 

Application  spéciale  au  cas  du  régulateur  représenté,  figure  6. 

51.  Prenons  encore  pour  exemple  le  cas  de  la  figure  6,  la  pre- 
mière des  équations  du  n"  23  deviendra  en  y remplaçant  pour  la 

simplicité,  le  rapport  ^ par  1 

jfh^ï-KJ^^coso-j  P4  (/,+9+î)a==î* 

°"  I?  ^ ^^1“H,,,|<u’16âc08a— / p+(f gï’j*— /**=»• 

Les  trois  équations  suivantes  do  ce  numéro  deviendront  pa- 
reilllement 

S+4(î,+î’)i  "*6*C0S*’-J  ,>  t-(|9+s)l+^9’j6=3, 

^ + 1l+î  | W Vcosa’—  jp+  + po==3, 

!»  Jr4î71'1^’  | “«*6*P0Sa’’~!  ^+§9+='l+ 
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Éliminant  cosx  entre  la  première  et  la  deuxième  de  ces  quatre 
nouvelles  équations,  on  aura 


(A)...  P= 


T 

7ï=jPl- 


>•*-*)  l~b 


_ i p j?  _ 


in' 


expression  qui  offre  cela  de  remarquable  qu'elle  est  indépendante 
des  quantités  qui  proviennent  de  l’action  de  la  force  centrifuge  sur 
les  verges.  Et,  comme  on  aurait  également  (24)  pour  le  cas  où  la 
vitesse  angulaire  du  régulateur  viendrait  à ralentir  de  façon  à se 
réduire  à w’  et  à faire  marcher  le  manchon  en  sens  contraire. 


on  voit  qu’on  a encore  ici  entre  w’  et  <a”  la  relation 

W’*4.U"*=2M*, 


servant  à déterminer  l’une  de  ces  vitesses  par  l’autre. 

En  éliminant  à son  tour  P entre  les  deux  premières  des  quatre 
équations  dont  il  s’agit , on  trouvera 


cos«=- 


et  pour  la  hauteur  h à laquelle  se  tient  le  manchon  au-dessous  du 
point  fixe  A,  lors  de  la  vitesse  du  régime  &>, 


(B). 


A=2acos*= 


2gpV- 


expressions  qui  dépendent,  au  contraire,  essentiellement  des  ter- 
mes qui  proviennent  de  l’action  de  la  force  centrifuge  sur  les  verges. 

Quant  aux  deux  dernières  de  ces  quatre  équations,  on  pourra 
les  remplacer  par  les  relations  très-simples  qui  résultent  de  leur 
combinaison  avec  les  autres. 

Retranchant  d’abord  la  troisième  d'entre  elles  de  la  première, 
on  aura 

(C) 6)':cosa=M1’-cosa’. 

Substituant  ensuite  la  valeur  ci-dessus  de  P,  tirée  des  deux 
premières,  dans  la  troisième  et  dans  la  quatrième,  puis  multipliant 
celle-ci  par  <u,’Jcos* , celle-là  par  v”3  cos  a” , et  retranchant  l’une 
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de  l'autre  les  transformées,  ainsi  obtenues,  on  obtiendra  cette 
nouvelle  relation 


1 j C08a" 


d’où  l'on  tire  cette  troisième 

(D) (2m* — 'o  5)  cos  «’=  eu  ,n3  cos  a" 

qui  servira  conjointement  avec  la  précédente  (C)  à déterminer  les 
valeurs  de  cos  a”,  cos  a , au  moyen  de  celle  de  cos  a déjà  trouvée 
ci-dessus , et  successivement  toutes  les  autres  quantités  ou  relations 
dont  dépend  la  solution  du  problème. 


Conditions  générales  de  cet  établissement. 


52.  Ainsi  par  exemple , nous  aurons 


, „ i.  ->  u,  -■  i 2»'"' (■-•£) 




(E) 


(F).,.JT-/i=2ucoi 


et  si  l’on  égale  entre  elles  ces  valeurs  de  fc— ft\  h1’ — h comme  au 
n°  25  déjà  cité. 

(G) 


2 to*  — • tu'f 
“Soi/*  -r- 


relation  identique  ayec  celle  de  ce  n”  et  qui  conduit  aux  mêmes 
conséquences,  par  rapport  à la  grandeur  de  comparée  à 
celle  de  n. 

Substituant  enfin  dans  les  inégalités 

h— 6cosa”>0,18+j  2(1— I)sina’’6cosa”>0,18, 
du  n°  26,  elles  donneraient  l’expression  des  limites  du  rapport  I 
ou  - si  l’on  connaissait  à priori,  les  valeurs  des  quantités  q,  q'  et  o. 

M?ia  comme  ces  valeurs  sont  fonctions  implicites  de  a,  6 et 
même  de  P et  que  d'ailleurs  elles  contiennent  I au  carré , il  vaudra 
mieux  les  en  éliminer,  au  moyen  des  relations  (E) , qui  donnent 


h 


(fc— *>.’* 


6).’»— W" 


C0SX= 


jh-h') 
2 a 


11 
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et,  en  vertu  des  équations  (E)  et  (G) 

(H)  . . beos gL” (---] - (*=*}. 
w a),’*— < 6ü,’* — w’.)  21  * 

ce  qui  conduit  aux  nouvelles  inégalités 
T5*™* 

d’où  l’on  tire  v 


(I)  t~,  IV1-»'1)  (*-*’)  . *{h-h'),mx" 

Mais,  en  se  donnant  les  valeurs  de  h — h’,  qui  entrent  dans  ces 
inégalités,  on  ne  devra  pas  oublier  1°  que  w en  dépend  en  vertu  de 
la  troisième  des  relations  (E)  qui  devient 


(K) *ajpl— 2»’  g+o)l—  jjV£ 


2gpt3(''ij*— «’*)_  4gplJ(«|’ — »*) 
(*—*>,’■  [h— A’)(l-j-3n’) 


en  remplaçant  u’,  &>,’  par  (l-fn’)w,  (l-f-ni’)w.  et  négligeant 
toujours  les  carrés  n’,  n,’,  2°  Qu’il  existe  (17)  une  relation  nécessaire 
entre  A — h'  et  p de  sorte  que  le  produit  p ( h — K1)  est  à-peu-près 
invariable  dans  chaque  cas,  et  qu'on  ne  peut  diminuer  h — h’  par 
une  disposition  convenable  du  système  des  leviers  qui  donnent 
le  mouvement  à la  vanne  motrice,  sans  qu’il  n’en  résulte  un  ac- 
croissement correspondant  de  la  valeur  dep  et  par  suite  de  P. 

Ces  limites  de  I étant  assez  compliquées,  on  pourra  leur  substi_ 
tuer  celles  de  b cos  a”,  qui  s’en  déduisent  immédiatement.  Divi- 
sant, en  effet,  l’expression  (H)  de  6 cos  a”  par  chacune  de  ces 
limites,  on  aura 


(L). 


r3»im 


^>-r(; ô [h~h  j+îï 


0,09 

•ina 


Manière  dont  on  peut  salis/aire  à l’ensemble  de  ces  conditions. 


33.  Tel  est  l’ensemble  des  conditions  auxquelles  on  doit  cher- 
cher à satisfaire,  dans  le  cas  général  qui  nous  occupe,  de  manière 
à ne  pas  tomber  dans  des  valeurs  exagérées  de  6,  P et  w. 
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L'équation  (R)  donnant , en  particulier , 


(M), 


*i  »Oi 
OC05*  y!  - 


».  (St., 


1 


'.1+2».  j * 


Quand  on  y substitue  pour  I sa  valeur  tirée  de  l’équation  (II),  il  en 
résulte,  comme  au  n°  27  , qu’à  moins  de  faire  b cos  a”  beaucoup 
plus  grand  que  l’unité,  ce  qui  n'est  pas  admissible,  w*  devra  tou- 
jours surpasser  g,  ou  la  vitesse  du  régulateur,  30  tours  par  minute. 
On  voit  même  que  le  rapport  devrait  croître  indéfiniment , à me- 
sure qu’on  donnerait  de  plus  petites  valeurs  à b cos  a”  et  que  la 


quantité  — “If  irait  en  s’approchant  de  l’unité.  Or,  il 


n’est  pas  permis  de  donner  à «des  valeurs  qui  dépasseraienteertaines 
limites,  sans  quoi  la  résistance  de  l’air , qui  agit  sur  les  boules  et 
les  verges  du  régulateur,  produirait  contre  les  articulations,  des 
frottements  qui,  augmentant  rapidement  avec  la  vitesse,  diminue- 
rait beaucoup  la  sensibilité  de  l’appareil. 

Cette  dernière  considération  doit  engager  à donner  à b cos  a”  la 
plus  grande  valeur  qu’il  puisse  recevoir , à diminuer  q , q\  o ou  la 
grosseur  des  verges,  autant  que  le  permet  la  solité,  enfin  à ré- 
duire le  rapport  de  n'  à p à une  quantité  très-petite  ; mais  comme 
on  a 


et  quelconserve  des  valeurs  finies,  qui  ne  peuvent  être  au-dessous 
de  0,6  (27),  il  pourrait  en  résulter  des  valeurs  fort  grandes  pour  P, 
ce  qu’on  doit  également  éviter.  On  satisfera,  ce  nous  semble,  de  la 
manière  la  plus  convenable  aux  exigences  de  la  question,  ou  aux 
différentes  conditions  qu’on  doit  s’imposer  dans  l’exécution  maté- 
rielle du  régulateur,  en  prenant,  dans  tous  les  cas,  n’=0,01  p 
environ,  ce  qui  donne 

(N) P=S5l-(|9+0)l-|9’; 


de  sorte  que  I ne  pouvant  être  moindre  que  0,06,  ni  s’approcher 
beaucoup  de  l’unité,  il  en  résultera  pour  le  poids  des  boules  des 
valeurs  qui  rentrent  dans  les  bonnes  proportions. 
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L’influence  du  poids  et  de  la  force  centrifuge  des  verges  étant 
ainsi  atténuées  d’une  manière  convenable,  sans  qu’on  ait  rien  statué 
sur  la  valeur  de  h — h\  il  deviendra  facile  de  satisfaire  aux  autres 
conditions  du  problème,  pourvu  que  le  produit  p[h — h')  ne  surpasse 
pas  la  limite  que  lui  assigne  la  seconde  des  inégalités  (L),  ci-dessus 
qui  donne  évidemment 


r sina  7(2»;*— <•  •)  ^l-j-4n’,— 2n\  sin ai  J 


Admettant,  d’après  ce  qui  précède,  qu’on  ne  veuille  pas  donner 
à Écosa”  une  valeur  plus  grande  que  !m,  ni  à sin  a”  une  valeur  qui 

surpassse  — répondant  à «”=30”,  on  aura  aussi 


(O)-6cosa"-0^.<t-0,18=0m,82etp(A— A’)<3287,,,’(','7n’) , - 

1 ' sin,  r'  ’ ■ l-|-4nj— 2»* 

La  plus  grande  valeur  qu’on  puisse  attribuer  à n’,  dans 
cette  dernière  inégalité  ne  devant  évidemment  pas  surpasser  0,05, 

puisqu’elle  suppose  des  écarts  de  de  part  et  d’autre  de  la  vi- 
tesse moyenne,  on  trouve  que  la  plus  grande  valeur  de  la  limite  du 
produit  p(h — h')  répond  à n=0,0234  et  est  égal  à 0,177  environ. 
Toutes  les  fois  donc  que  ce  produit,  qui  exprime  le  travail  néces- 
saire pour  fermer  la  vanne  à partir  de  sa  position  moyenne,  sur- 
passera 0,177,  il  faudra  renoncer  à se  servir  directement  du  régu- 
lateur, qui  nous  occupe,  pour  opérer  la  manœuvre  de  cette  vanne 
et  l’on  modifierait  pas  beaucoup  cette  conséquence  en  adoptant  l’un 
ou  l’autre  des  dispositifs  des  fig.  7 et  8;  ce  sera  par  conséquent  le 
cas  de  recourir  au  système  d’embrayage  mentionné  au  n°  28. 


Exemple  particulier  de  l'application  des  formules  obtenues. 


34.  Prenant  par  exemple,  p{h — A’)=Ok,».ll,  il  est  aisé  de  voir 
que  l’on  ne  pourra  faire  »’==(), 02,'n,’ =0,04,  sans  que  l’inégalité  ci- 
dessus  cesse  d’étre  satisfaite, on  prendra  donc  aussi  p=100n’=2k>l; 
d’où  h — /i’=0m.035,  ce  qui  règle  la  disposition  à adopter  pour  le 
système  des  leviers  de  renvoi  de  la  vanne. 

Supposons  de  plus,  qu'on  ait j= 0,00,  et  a”=50°,  on  trouvera 
d’après  les  inégalités  (L) 


6cosa”<[l,".24ü,  6cosa”>0,95. 


D’après  cela,  on  prendra  f»cos*’,=0",.93  exactement,  d’où  A 
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cause  de  cosa”=0,866,  6=1". i , valeur  un  peu  forte,  et  qu’on  ue 
pourrait  diminuer  qu’en  prenant  n,’j>0,04,  par  cxemple=0,05, 
ce  qui  donnerait  6 cos  a’’>0".712  et  permettrait  de  prendre  b au- 
dessous  de  lm. 

Substituant  la  valeur  b cosa”=0".95  dans  l’équation  (H)  elle 
donnera, 

(h-h')  (l+lnl-an1)  (ft-V)  ogl 
o>\' — tu'*  2tcosa”  4(n| — n')  fccosw”  ’ 

Delà,  on  tire  a— 61=0". 77, et  en  supposantaux  verges  un  équar- 
rissage de  0", 022  sur  0"  .035,  ç=4k,G2,  g’ =5", 7.  Enfin  si  l’on  donne 
au  manchon  un  poids  0=1*2,  on  trouvera  successivement 
d’après  les  formules  (A)  et  (N) 

P=29*.44,  — =1,295  ou  w=3»,451 

<j 

ce  qui  répond  à environ  33  révolutions  par  minute,  la  vitesse  an- 
gulaire étant  prise  à 1"  de  distance. 

Discussion  des  cas  où  soit  le  régulateur,  soit  le  système  des 
leviers  qui  communique  son  mouvement  à la  vanne  ou  soupape 
seraient  établis  à l'avance. 

35.  Lorsque  le  système  des  leviers  de  renvoi , qui  donne  le  mouve- 
mentà  la  vanne  ou  soupape , se  trouve  établi  à l'avance  le  problème 
peut  se  trouver  insoluble,  bien  que  le  produit/)  (h — A’)  ne  soit  pas 
supérieur  à la  limite  (O).  Supposant,  en  effet,  qu’il  en  résulte 
p~6l,h — A’=  0".025  d’où  p(A — A’)=0, 15  <0,177,  on  aura  donc 
aussi  n’=0,01  p=0,06;  valeur  évidemment  trop  grande;  et  si  l’on 
prend  n’=0,03  ou  0,04  seulement,  il  en  résultera  pour  P et  6 des 
valeurs  qui  à leur  tour , s'écarteront  beaucoup  des  limes  qu’il  con- 
vient de  s'imposer. 

Enfin  , dans  le  cas  où  , au  contraire , le  régulateur  se  trouve- 
rait déjà  établi  et  ou  le  produit  p (A — A’) , qui  représente  le  travail 
nécessaire  pour  faire  mouvoir  la  vanne,  serait  seulement  donné 
d’une  manière  approximative , on  réglerait  le  système  des  leviers 
de  manière  à avoir  p=100  n-,  d’où  résulterait  la  valeur  A— A’ 
de  la  demi-amplitude  de  la  course  du  manchon  ; les  quantités 
a , b , I,  q , q' , et  o étant  immédiatement  connues,  on  trouverait  d’a 
bord  P au  moyen  de  l’équation  (A)  ; l’équation  (K)  ferait  ensuite 


Digitized  by  Google 


— 90  — 


I 

connaître  «,  en  supposant  qu’on  se  soit  donné  n,’  en  même  temps 
que  n’  où  elle  servira  conjointement  avec  l’équation  (II)  et  les  iné- 
galités (I)  ou  (L)  à régler  leurs  valeurs  respectives,  de  façon  que 
celle  de  <a  ne  dépasse  pas  certaines  limites,  ce  qui  fera  connaître 
en  même  temps  a”. 

Afin  de  procéder  avec  ordre,  on  tirera  d’abord  la  valeur  de 
de  l'équation  (II)  qui  donne 

’a_  Hbeos*"—(h—h')  ,, 

“i  2I6cos«”— 2(A— /»•)“ 

mettant  celle  valeur  dans  le  second  membre  de  l’équation  en  (K)  et 
y remplaçant  en  môme  temps  p par  100»’,fgç-{-?|  I-j-  g g’  par  m 
on  aura 

î_  200  g I* 

W (1001 — 2m)  (216  cos  li+h') 

d’où  n’  a complètement  disparu,  ce  qui  annonce  que,  dans  l’ordre 
d’approximation  pour  lequel  on  néglige  n’*  vis-à-vis  de  2n’  ou 
n'  vis-à-vis  de  2,  n’  n’a  aucune  influence  sensible  sur  «. 

Les  limites  (L)  deviennent  pareillement 
(21 — I)  b cos  «”>*— A’-J-0,t8+  j,  2 (I—  I)6sina”  cos  «”>0,18 
dont  la  seconde  peut-être  remplacée  par 

On  choisira  ensuite  la  valeur  de  cos  a”,  de  manière  que  celle  de  w 
et  eu’  qui  en  résultent  demeurent  dans  les  limites  convenables,  après 
quoi  rien  ne  sera  plus  facile  que  d’oblcnirtoules  les  autres  quanti- 
tés , h,  cos  « etc,  dont  dépend  la  solution  du  problème. 

Conclusion  et  observations  générales  relatives  à rétablissement  des 
régulateurs  à force  centrifuge. 

56-  Les  développements  dans  lesquels  nous  venons  d’entrer  sont 
suffisamment  motivés  par  l’importance  des  applications  que  reçoit 
dans  l’industrie  le  régulateur  à force  centrifuge  et  l’état  d’imper- 
fection où  se  trouve  encore  sa  théorie  ; mais  nous  n’aurions  qu’im- 
parfaitement  rempli  la  tâche  que  nous  nous  sommes  imposée  si 
nous  n’insistions  quelque  peu  sur  l’étendue  de  ces  applications  et 
les  attentions  qu’on  doit  avoir  lors  de  son  établissement. 
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D’abord  i)  est  clair  que, quelle  que  soit  la  manière  dont  il  ait  été 
primitivement  réglé,  les  effets  ne  pourront  être  que  très-incertains, 
très-irréguliers,  si  la  résistance  de  la  vanne  ou  du  système  qui  la 
lie  au  manchon  , n'est  pas  constante  ou  si  elle  est  susceptible  de 
croître  au-delà  des  limites  qui  lui  ont  été  d’abord  assignées,  ce  qui 
arrive  pour  beaucoup  de  cas. 

Ensuite,  si  la  machine  est  par  elle  môme  douée  d’un  mouvement 
oscillatoire  ou  périodiquement  variable,  telles  que  celles  qui  por- 
tent des  balanciers,  des  bielles  et  manivelles,  le  régulateur  ne  fera 
lui-même  qu’osciller  à chaque  révolution , autour  de  la  position 
moyenne,  en  imprimant  à la  vanne  motrice  des  mouvements  con- 
traires , plus  nuisibles  qu’utiles,  puisqu'ils  ne  peuvent  en  aucune 
manière  empêcher  la  périodicité  de  la  vitesse  de  la  machine.  Le 
volant  dont  nous  étudierons  la  théorie  plus  loin,  est  seul  capable 
de  diminuer  l’amplitude  de  ces  variations  delà  vitesse,  pour  ainsi 
dire  momentanées  et  l’effet  du  régulateur  doit  se  borner  à ce  que 
le  mouvement  ne  s’accélère  ou  ne  se  retarde  pas  trop  dans  une 
succession  de  périodes  de  la  machine. 

Enfin  lorsqu'on  a recours  simultanément  à remploi  d’un  volant 
et  du  régulateur  , il  convient  de  ne  pas  donner  à ce  dernier  une 
sensibilité  telle  qu’il  puissent  osciller  pendant  la  durée  du  mouve- 
ment régulier  ou  de  régime  de  la  machine , ce  qui  exigent  qu’on 
prenne  pour  n’w  ou  n"M  précisément  le  plus  grand  des  écarts  que 
reçoit  la  vitesse  durantcemouvementetmalgrélaprésencedu  volant. 
On  peut  aussi,  sans  diminuer  cette  sensibilité,  donner  à la  gorge  du 
manchon  qui  conduit  les  vannes,  une  longueur  telle  que,  moyen- 
nant un  jeu  convenable,  ces  dernières  ne  se  meuvent  qu’à  partir 
de  la  position  du  régulateur  , qui  répond  au  plus  grand  écart  dont 
il  s’agit.  Cette  disposition  est  surtout  nécessaire  dans  le  cas  où  l’on 
est  forcé  d’employer  pour  manœuvrer  la  vanne  l’embrayage  dont 
il  a été  parlé  au  n*  28;mais  alors  le  jeu  au  Heu  de  s’établir  sur  l’un 
ou  l’autre  des  manchons  doit  l’être  sur  l’arbremême  qui  porte  l'em- 
brayage, de  façon  que  le  manchon  de  cet  arbre  ait  un  certain  es- 
pace à parcourir  avaut  d’embrayer  dans  l’une  ou  l’autre  des  roues. 
De  plus , comme  ici  la  vanne  est  susceptible  de  s’élever  ou  de  s’a- 
baisser d’une  quantité  très-grande,  avant  que  l’inertie  des  masses 
de  la  machine  ait  permis  de  ramener  d’une  quantité  sensible , la 
vitesse  actuelle  vers  la  vitesse  de  régime  , on  voit  que  ce  dispositif 
pourra,  dans  certains  cas,  présenter  des  inconvénients  fort  graves, 
et  aura  dans  tous  celui  d’amener  la  vanne  à un  état  d'oscillation 
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d'une  durée  plus  ou  moins  grande,  ce  qui  lient  à ee  que  les  ampli- 
tudes de  son  mouvement  n’ont  qu'une  dépendance  fort  indirecte 
avec  la  cause  qui  fait  varier  la  vitesse  de  la  machine  et  qui  consiste 
évidemment  dans  la  variation  même  des  résistances  qui  lui  sont 
appliquées. 

Cette  dernière  considération  nousconduit  à une  solution  du  pro- 
blème qui  nous  parait  plus  directe  et  plus  simple,  outre  qu’elle 
jouit  de  divers  avantages  très-essentiels  et  que  nous  aurons  soin  de 
faire  connaitre  dans  l’article  suivant. 

NOUVEAU  RÉGULATEUR  A RESSORT  ET  INSTANTANÉ. 

Description  de  f appareil. 

37.  A et  A’  sont  deux  portions  indépendantes  d'un  même  arbre 
moteur,  interrompu  vers  le  milieu  de  l'intervalle  compris  entre  les 
coussinets  hg , h'g'  (fig.  fl),  qni  en  suppportent  les  extrémités  voi- 
sines. L’arbre  A entraîne  dans  son  mouvement  le  tambour  en  fonte 
CC,  qui  est  évidé  intérieurement  et  armé  de  menlounets  saillants 
a,  b,  l’arbre  A’  fait  corps  avec  le  noyau  a'a'a  portant  des  lames 
d’acier  droites  et  flexibles  a,  a’  dirigées  suivant  les  rayons  et  dont 
les  extrémités  lesplus  éloignées  de  l’axe,  sont  pressées  par  les  men- 
tonnets  b du  tambour  C ; de  cette  manière  le  mouvement  de  rota- 
tion de  l’arbre  A est  transmis  à l'arbre  A’  par  l’intermédiaire  des 
ressorts  a a ’ et  réciproquement. 

B, B’  sont  deux  roues  égales  portant  le  môme  nombre  de  dents 
et  qui  reçoivent  le  mouvement  des  deux  arbres  respectifs  A et  A’ 
ces  roues  engrènent  dans  les  pignons  F et  F’ , montés  sur  l’arbre 
DD’  parallèle  à AA’,  mais  tandis  que  la  roue  F fait  corps  avec 
son  arbre , la  roue  F qui  porte  un  manchon  à gorge  G 
et  dont  le  noyau  est  taillé  en  écrou  peut  cheminer  le  long  de  cet 
arbre  , qui , à cet  effet , est  taillé  en  vis.  Maintenant , il  est  clair 
que,  si  les  portions  d’arbre  A,A’  faisaient  système , les  roues  B, B’ 
décrivant  les  mêmes  angles  , l’écrou  suivrait  le  mouvement  de  la 
vis  sans  chimincr  longitudinalement  ; mais  que  , comme  ces  ar- 
bres , au  contraire  parcourent  des  angles  différons  à cause  de  la 
flexion  des  ressorts  qui  les  unissent , il  arrivera  que  la  roue  F che- 
minera le  long  de  son  arbre , d’une  quantité  qui  sera  exactement 
proportionnelle  à l’angle  de  tension  des  arbres  A et  A’  et  dont  elle 
donnera  la  mesure  précise  ; qu 'enfin  , si  l’effort  de  réaction  de  ces 
mêmes  arbres  est  constant , ce  qui  suppose  le  mouvement  rigou- 
reusement uniforme,  la  roue  F tournera  , sans  cheminer , à la 
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place  que  lui  assigne  l'angle  de  tension  relatif  à cet  effort.  Conce- 
vant donc  que  le  manchon  à G soit  employé  à faire  mouvoir  la 
vanne , qui  sert  à régler  le  volume  du  fluide  moteur  admis  sur  la 
machine,  de  manière  que  cette  vanne  s’abaisse  quand  la  flexion 
des  ressorts  augmente  et  s’élève  quand  elle  diminue  , on  voit  que 
le  nouveau  dispositif  remplira  d'autant  mieux  les  fonctions  de  ré- 
gulateur, qu’ici  les  quantités  dont  la  vanne  s’est  élevée  ou  abaissée 
c’est-à-dire  , dont  l’orifice  s’est  agrandi  ou  diminué  , seront  exac- 
tenicnten  rapport  avecles  variations  correspondantes  de  la  flexion 
des  ressorts  qui , en  deçà  de  la  limite  pour  laquelle  l’élasticité 
est  altérée , sont  elles-mêmes,  comme  on  sait , exactement  pro- 
portionnelles aux  variations  de  l’effort,  qui  sollicite  ces  ressorts 
à leurs  extrémités. 

Observations  particulières  sur  cedispositif 

38.  Au  lieu  des  roues  dentées  B et  B’,  F et  F,  on  peut  employer 
de  simples  poulies  qui  se  communiquent  le  mouvement  par  des 
cordes  sans  fin, pourvu  que  ces  cordes  soient  convenablement  ten- 
dues et  que  l’arbre  DE  soit  assez  éloigné  de  AA’  pour  que  la  poulie 
F qui  alors  aura  très-peu  de  largeur  ne  se  présente  pas  trop  obli- 
quement par  rapport  à la  corde  qui  la  lie  à la  poulie  B. 

Pareillement , au  lieu  de  laisser  au  pignon  F la  liberté  de 
cheminer  dans  le  sens  de  l’axe  DD’,  ce  qui  oblige  à lui  donner  une 
grande  largeur  ou  à la  roue  B,  on  pourrait  le  maintenir  à la  même 
place  au  moyen  d’épaulements  latéraux  fixes  ; mais  alors  c’est 
l’axe  DD’  qui  porterait  le  manchon  et  aurait  la  faculté  de  glisser 
longitudinalement,  soit  dans  scs  deux  coussinets  , soit  dans  l’œil 
de  la  roue  F’,  qui  serait  épaulé  latéralement  et  porterait  des  te- 
nons saillans  s’engageant  dans  des  mortaisses  pratiquées  longitu- 
dinalement sur  l’arbre  D,D’  # 

11  peut  être  également  avantageux  dans  certains  cas , de  rem- 
placer le  tambour  C par  une  roue  d’engrenage  de  la  machine,  qui 
serait  folle  sur  l’arbre  AA’,  composé  alors  d’une  seule  pièce  , et 
ne  transmettrait  son  action  à ce  dennier  que  par  l’intermédiaire 
des  ressorts  aa'  disposés,  comme  dans  le  cas  précédent.  Dans  ce 
dispositif  la  roue  B’ par  exemple,  ferait  système  avec  la  roue  C , 
ce  qui  exige  qu’elle  soit  placée  de  l’autre  côté  du  coussinet  h'g'  et 
qu’elle  puisse  de  son  côté  tourner  librement  autour  de  l’arbre  AA’, 
mais  alors  la  roue  G peut  elle  même  très-bien  en  tenir  lieu , lors- 
que sa  denture  est  exécutée  avec  la  précision  convenable. 

tî 
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Enfin  nous  indiquerons  encore  la  disposition  très-simple  de  la 
figure  (12)  dans  laquelle  la  roue  F et  le  manchon  à gorge  G,  qu’elle 
conduit,  sont  montés  sur  l’arbre  même  du  tambour C mis  en  mou- 
vement par  la  roue  d’engrenage  E:  l'angle  relatif  décrit  par  ce 
tambour  et  par  l’arbre  AA’,  en  vertu  de  la  flexion  des  ressorts  fait 
mouvoir  le  double  secteur  denté  BB'  monté  sur  un  arbre  parti- 
culier D,  faisant  corps  avec  AA’  etc. 

Calcul  des  dimensions  à donner  aux  lames  de  ce  régulateur. 

39.  Voyons  maintenant  comment  on  devra  procéder  à l’établis- 
sement du  régulateur  qui  nous  occupe. 

Supposant  les  lames  égales  des  ressorts  prismatiques  et  nom- 
mant f l’effort  total  qui  les  sollicite  à leurs  extrémités  près  du 
tambour  C,  n leur  nombre, a leur  longueur  ou  saillie  sur  lenovau, 
b leur  largeur  , c leur  épaisseur  f leur  flèche  commune,  qui  étant 
censée  fort  petite  , par  rapport  à leur  longueur  a peut  être  prise 
pour  l’arc  décrit  par  leurs  extrémités  , on  aura  d’après  les  formu- 
les connues  sur  la  résistance  des  verges  élastiques  à la  flexion.  Q 

/ *Pa* 

«Etc*  ’ 

dans  laquelle  \eCoeflicient  d’élasticité  E,  doitétre  d’après  les  expé- 
riences de  M.  Morin  (**)  pris  égal  à 30,000,000,000k>i  pour  l’acier 
fondu,  dit  Huntzman  , et  lorsqu'on  prend  le  mètre  et  le  kilo- 
gramme pour  unité  de  mesure.  Supposant  en  outre  que  P’  et  f 
représentent  le  plus  grand  effort  et  la  plus  grande  flèche  que  doi- 
vent supporter  les  lames  , afin  que  leur  élasticité  ne  puisse  être 

altérée,  même  après  un  long  usage,  effort  qui  est  environ de 

c^ui  qui  répond  à la  rupture , on  aura  pour  régler  les  dimensions 
de  ces  lames. 


r_4PV  n <8p’a 
' nEèc3’  nie* 


dans  lesquelles  E a la  même  valeur  que  ci-dessus  et  R coefficient 
de  rupture,  doit,  d’après  M.  Morin,  être  pris  égal  à 103,333,333  kl*. 


(*)  Navicr,  application  à la  mécanique,  etc. , 2*  édition , n»  8. 

(**)  Nouvelles  expériences  snr  le  frottement,  tomes  B etfi  des  savants  étran- 
gers de  l'institut. 
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Delà  on  lire  pour  calculer  l’épaisseur  c et  la  largeur  b , quand 
la  longueur  a et  la  flèche  maximum  f sont  connues , 


4R  a' 
c==18 Ef' 


a' 

>=0,000765 y' 


b = 


18  P’ 
Ri*c- 


0=0,2973-2 


/’  P’ 

no1  ' 


Prenant  f ssO^.Oo  seulement,  n=52,  P’=2000k  et  a=Ora,5on  trou- 
vera c=0m,0038  et  6^0'”, 372.  Cette  dernière  dimension  ne  pou- 
vant être  adoptée  pour  la  longueur  d’une  lame  unique , on  rempla- 
cerait celle-ci  par  6 ou  7 petites  lames  de  0“,05  à 0**,06  de  largeur 
dans  le  sens  de  l’axe  de  la  roue,  si  mieux  on  ne  préférait  aug- 
menter le  nombre  n ou  la  largeur  a de  manière  à réduire  b con- 
venablement; résultat  auquel  on  arriverait  surtout  en  diminuant  f'< 
d’où  dépend  essentiellement  la  sensibilité  de  l’appareil. 

D’aillenrs,  si  l’on  donne  au  profil  des  lames  la  forme  de  la  pa- 
rabole d’égale  résistance;  en  leur  conservant  toujours  l’épaisseur  c, 
près  du  noyau  de  l’arbre,  la  flexibilité  sera  augmentée  et  les  résul- 
tats seront  plus  avantageux.  En  effet  les  formules  deviendront 
alors 


8R  a»  a’  18P’a  {" 

^tsé- r^0’00133^ ’ ^ïïïïf=°>07435^,v- 

ce  qui  donnera,  dans  les  hypothèses  ci-dessus  , c’est-à-dire  pour, 
n=32 , etc. 

e^0m,0272  et  6=0“',!22. 


Observation  relative  aux  machines  puissantes  et  au  cas  où  il  y a des 

chocs. 

40.  En  supposant  que  l'appareil  ail  été  monté  sur  un  axe  à 
grande  vitesse,  ce  qui  parait  convenable,  la  valeur  deSOOOk'l.  attri- 
buée à P’  répondra  évidemment  à une  machine  très-puissante  ; 
ce  qui  suffit  pour  démontrer  la  possibilité  de  ce  genre  de  régu- 
lateur pour  les  divers  cas  d’application.  Cette  valeur  sera  toujours 
facile  à déterminer  approximativement  au  moyen  du  calcul  ou  de 
l’expérience;  néanmoins  on  fera  remarquer  que,  si  cette  même  ma- 
chine était  soumise  à des  chocs  ou  changements  brusquesde  vitesse, 
l’eflort  de  réaction  P pourrait  acquérir  momentanément  de  très- 
grandes  valeurs  et  compromettre  la  solidité  des  ressorts.  Dans  ce 
cas  il  sera  à propos  de  disposer  les  choses  de  façon  que  , quand 
l’angle  relatif  ou  de  tension  du  tambour  c,  par  rapport  à l’arbre 
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qui  supporte  les  ressorts,  dépassera  lu  limite  qui  répond  à lu  flèche 
f,  la  coui  onne  de  ce  tambour  vienne  porter  contre  des  saillies  ou 
bras  faisant  corps  avec  l’arbre  dont  il  s'agit,  condition  très-facile  à 
remplir  en  plaçant  dans  l'intervalle  des  lames  des  tiges  très-roides 
et  très-fortes  contre  lesquelles  viendront  s’appliquer  des  saillies 
pratiquées  sur  le  pourtour  inférieur  du  tambourc.On  fera  bien  d’ail- 
leurs d’user  de  celte  précaution  dans  tous  les  cas  possibles,  ne  se- 
rait-ce que  pour  éviter  les  grands  efforts  de  torsion , qui  ont  lieu 
en  général  lorsqu’on  met  la  machine  en  train  et  que  le  moteur  doit 
vaincre  les  forces  d’inertie  du  système  en  outre  des  résistances 
ordinaires , etc. 


Loi  qui  lie  le  mouvement  du  manchon  de  l'appareil  aux  efforts  de 
l'arbre  sur  lequel  il  est  monté. 


41.  Ayant  ainsi  réglé  les  dimensions  des  lames  et  la  limite  des 
efforts  qu’elles  doivent  supporter  ou  de  la  flèche  qu’elles  doivent 
prendre , on  trouvera  saus  difficulté,  la  loi  qui  lie  en  j/énérul  ces 
efforts  aux  courses  correspondantes  du  manchon  G.  Nommant  en 
effet , 

6 l’angle  relatif  ou  de  tension  du  tambour,  correspondant  à l'ef- 
fort P et  à la  flèche  quelconque/', 
u-f-d  la  distance  de  l’extrémité  des  lames  à l'axe  AA’ , 

H le  rayon  des  roues  B,  B’, 
r celui  des  pignons  F et  F’, 

e le  pas  commun  aux  différents  filets  de  la  vis  DO’ , 
enfin  h la  longueur  de  course  du  manchon  parcourue  pendant 
que  l'angle  5 ou  l'arc  f est  décrit,  on  aura  évidemment 


e^a-f-d}  = f,  h 


6R.  2Po3t 

2flr*  I|r(a-|-d)nE6c3 


pour  fixer  les  positions  du  manchon  relatives  à chacun  des  efforts  P 
exercés  sur  les  ressorts. 


Cet  appareil  peut  aussi  servir  de  moyen  dynamométrique  pour 
mesurer  le  travail  des  machines. 

42.  Les  longueurs  de  course  h,  parcourues  par  le  manchon  , 
étant  exactement  proportionnelles  aux  efforts,  on  voit  que  cet  ap- 
pareil pourrait  très-bien  servir  de  moyen  dynamoroétrique  propre 
h mesurer  à chaque  instant  l’intensité  de  ces  efforts;  il  ne  s’agirait 
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à cet  effet  que  d'adapter  au  manchon,  un  index  et  un  limbe  gradué 
disposés  à peu  près  de  la  même  manière  que  dans  le  dynamomè- 
tre à ressorts  de  M.  Régnier,  ajoutant  en  outreàcemême  appareil, 
le  dispositif  à plateau  tournant  dont  il  sera  parlé  à la  fin  de  la  7* 
section  de  ce  cours,  on  obtiendrait  la  succession  des  efforts  va- 
riables delà  puissance  P et  la  quantité  d'action  ou  de  travail  même 
qu'ils  produisent,  quantitésqui  sont  mesurées  par  l'intégrale  du  pro- 
duit de  ces  mêmes  effortset  des  chemins  élémentaires  décrits  par 
leur  point  d'application  situé  à la  distance  a-j-d  de  l’axe  AA’  en 
vertu  du  mouvement  de  rotation  général  de  cet  axe. 

Supposant  le  mouvement  uniforme  et  la  force  P constante  rem- 
placée par  sa  valeur  moyenne-  Nommant  de  plus  m le  nombre  des 
révolutions  de  l’axe  AA’  par  minute,  la  quantité  de  travail  sera 
pour  chaque  révolution  de  cet  arbre  mesurée  par  le  produit 

2 n (a-f-d)  P et  pour  chaque  seconde  par  n-(a-f-<i)  P , 


expressions  dans  lesquelles  on  mettra  pour  P sa  valeur  en  h dé- 
duite de  l’équation  ci-dessus  qui  donne 


et  partant 


P 


2nr  (a-j-rf)  n E 6c5A 


217  (a-fd)  P 


nfl*  (a-f-tJ)*  E6c3rA 
: 60  <i3e 


2mn  («-H)  P= 


Manière  de  graduer  ou  de  tarer  rinstrument  sam  calcul  et  après 
sa  mise  en  place. 

43.  Mais  au  lieu  de  calculer  directement  P et  le  travail  par  ces 
formules  , il  sera  à propos  de  déterminer  expérimentalement  et 
cela  après  la  mise  en  place  du  tambour  à ressort  et  du  manchon , 
la  relation  qui  existe  entre  P et  h , ou  ce  qui  est  la  même  chose 
l’échelle  de  graduation  de  h dont  les  divisions,  en  parties  égales  , 
correspondront  toujours  à des  valeurs  égales  de  P , tant  que  ces 
valeurs  n’excéderont  pas  la  limite  des  efforts  que  peuvent  subir 
les  ressorts  d’une  manière  permanente  , sans  perdre  de  leur  élas- 
ticité, limite  que  nous  avons  désignée  par  P’  à laquelle  correspond 
une  course  h'  du  manchon,  qui  sera  donnée  approximativement 
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par  la  formula 

v »«>«y 

Il  r (fi— 2)nEfec* 

ou  plus  exactement  par  l’échelle  de  graduation  dont  il  vient  d’étre 
parlé. 

D’ailleurs  l’expérience  par  laquelle  on  se  propose  de  trouver  , 
sans  calcul , la  longueur  h,  qui  correspond  à chacun  des  efforts 
P , consiste  tont  simplement  à envelopper  le  tambour  c,c  d’une 
eordellc  flexible  à laquelle  on  suspendra  verticalement  un  poids 
égal  à cet  effort , en  fixant  l'arbre  AA’,  qui  porte  les  ressorts  , de 
manière  qu’il  ne  puisse  en  aucune  manière  tourner  , tandis  que 
le  tambour  et  le  manchon  prendront  la  position  d’équilibre  qui 
répond  au  poids  dont  il  s’agit. 

Ces  opérations  exécutées  avant  la  mise  en  place  du  système  des 
leviers  ou  rouages , qui  servent  à transmettre  le  mouvement  du 
manchon  à la  vanne  motrice  de  la  machine , mettront  à même 
d’arrêter  complètement  le  projet  d’exécution  de  ce  système  de 
manière  à atteindre  convenablement  et  sans  aucune  hésitation  le 
but  qu’on  s’est  proposé. 

Etablissement  de  Vappareil  et  spécialement  du  système  de  leviers 
qui  donne  le  mouvement  à la  vanne  ou  soupape  motrice. 

44.  En  effet , la  vitesse  moyenne  ou  de  régime  qu’on  veut  laisser 
prendre  à la  machine  étant  assignée , il  ne  s'agira  que  de  faire 
travailler  celle-ci  sous  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  résistan- 
ces utiles  qu’on  aura  à vaincre  pendant  la  mise  en  activité , en 
levant  à chaque  fois  la  vanne  motrice  , de  manière  à atteindre  la 
vitesse  de  régime  dont  il  s’agit  ; observant  ensuite  les  positions 
moyennes  correspondantes  des  manchons  ou  les  valeurs  h,  on  dis- 
posera le  système  des  leviers  de  communication  entre  cette  vitesse 
et  ce  manchon  de  façon  qu’ilsprenncntnécessairementles  positions 
simultanées  qui  ont  été  observées  lors  des  expériences. 

Si  l’on  voulait  agir  d’une  manière  tout  à fait  rigoureuse  on  fe- 
rait travailler  la  machine  à une  vitesse  de  régime  sous  une  suite  de 
résistances  utiles  comprises  entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite 
et  observant  chacune  des  positions  correspondantes  de  la  vanne 
et  du  manchon  on  aurait  à disposer  le  mécanisme , qui  rend  leurs 
mouvements  solidaires  de  façon  que  ces  positions  soient  simulta- 
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nément  atteintes  , ce  à quoi  on  parviendrait  par  ie  tracé  convena- 
ble de  la  pièce  que  dirige  la  gorge  du  manchon.  Mais  comme  il 
est  dans  la  nature  des  machines  que  les  efforts  P croissent  et  dé- 
croissent avec  la  résistance  utile  p suivant  une  loi  exprimée  sen- 
siblement par  la  formule  P=A-f-Bp  dans  laquelle  A et  B sont 
des  fonctions  de  la  vitesse  et  la  grandeur  qui  fixe  la  position  des 
diverses  pièces  à un  instant  donné  , on  voit  que,  dès  lors  que  la 
vitesse  doit  rester  la  même  à chaque  révolution  ou  à chaque  re- 
tour de  la  machine  à la  même  position  , les  effets  P correspon- 
dant à cette  position  se  composeront  d’une  quantité  constante  A, 
exprimant  la  résistance  quand  p=«  ou  que  la  machine  marche  à 
vide  avec  la  vitesse  de  régime  dont  il  s’agit , et  d’une  autre  quan- 
tité, Bp  exactement  proportionnelle  à la  résistance  utile  p.  Or, 
cette  condition  sera  naturellement  satisfaite  si  le  système  des  le- 
viers qui  lient  le  mouvement  de  la  vanne  motrice  à celui  du 
manchon  est  établi  de  manière  que  les  espaces  décrits  demeurent 
exactement  proportionnels  , comme  cela  a été  indiqué  en  premier 
lieu  , car  la  vitesse  restant,  par  hypothèse  constante  les  quantités 
de  travail  dépensées  dans  chaque  révolution  de  la  machine  ou  li- 
vrées au  récepteur  croissent  elles  mêmes  sensiblement  comme 
l’effort  P et  comme  la  masse  de  fluide  écoulée  par  l'orifice  de  la 
vanne  motrice. 

Causes  cTirégularitè  auxquelles  peut  échaper  cet  appareil. 

45.  Ces  considérations  supposent  implicitement  que  les  causes 
qui  tendent  à troubler  le  mouvement  de  la  machine  proviennent 
uniquement  de  la  variation  des  résistances,  et  c’est  là  en  effet  ce 
qui  a lieu  dans  presque  tous  les  cas  où  il  arrive  , comme  dans  les 
laminoirs  , les  machines  à filer  , les  scieries  etc.  que  le  travail  de 
l’opérateur  ou  de  plusieurs  des  opérateurs  est  momentanément 
suspendu  ou  modifié  par  une  résistance  tantôt  plus  forte,  tantôt 
plus  faible.  Or  si  l’intensité  de  l’action  transmise  par  le  fluide  mo- 
teur à la  machine , pouvait  varier  par  des  causes  indépendantes  et 
de  la  vitesse  que  prend  cette  machine  et  de  l’ouverture  laissée  par 
la  vanne  régulatrice , l’appareil  qui  nous  occupe  ne  serait  plus 
d’aucune  utilité  , parce  que  l’effet  P et  par  conséquent  la  position 
du  manchon  du  régulateur  pourrait  demeurer  sensiblement  cons- 
tante pour  des  variations  très  lentes  du  mouvement  du  récepteur 
occasionnées  par  une  variation  correspondante  de  l’action  du  fluide 
moteur.  Tout  reciau  surplus  s’éclaircira  beaucoup  par  le  contenu 
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de  la  7*  section  do  ce  cours  , sur  laquelle  il  ne  conviendrait  pas 
d'insister  ici.  Nous  nous  contenterons  seulement  de  faire  remar- 
quer que  les  causes  qui  tendent  à faire  varier  d’une  manière  ab- 
solue l’intensité  de  l’action  motrice  , sont  très-rares  dans  les  ma- 
chines bien  établies  et  que  le  véritable  rentède  consiste  alors  dans 
les  soupapes  de  sûreté,  les  orifices  de  trop  plein,  les  grands  réser- 
voirs régulateurs,  dont  il  a été  parlé  au  n°  7.  Quant  au  cas  où 
cette  même  action  éprouverait  forcément  un  changement  d'état 
durable  et  sensible , il  sera  très-facile  de  modifier  en  conséquence 
l’ouverture  moyenne  de  la  vanne  motrice.  Mais  il  nous  serait  im- 
possible ici  d’entrer  dans  ces  détails  sans  dépasser  de  beaucoup  les 
bornes  que  nous  nous  sommes  prescrites. 


Manière  d'éviter  lei  oscillations  dans  des  variations  momentanées 
de  mouvement. 

•46.  Nous  ne  terminerons  pas  néanmoins  ce  sujet  avant  d’avoir 
dit  un  mot  de  la  manière  dont  on  doit  disposer  le  régulateur  à 
ressort , pour  éviter  les  oscillations  périodiques  que  ne  manque- 
rait pas  d’éprouver  le  système  de  la  vanne  et  des  leviers,  dans  le 
cas  où  la  machine  ne  serait  pas  naturellement  susceptible  d’un 
mouvement  rigoureusement  uniforme. 

Il  est  évident  qu’ici,  comme  dans  le  cas  du  régulateur  à for.e 
centrifuge,  l’établissement  d’un  volant  est  une  chose  absolument 
indispensable,  pour  diminuer  l’amptitude  de  ces  variations  mo- 
mentanées, le  tambonr  à ressort  C étant  placé  sur  l'arbre  de  ce 
volant  du  côté  où  les  efforts  sont  le  moins  irréguliers  dans  une 
même  période  , on  devra  laisser  au  système  de  levier  qui  transmet 
le  mouvement  du  manchon  ù la  vanne  le  jeu  nécessaire , pour 
que  cette  dernière  ne  bouge , que  quand  les  efforts  de  la  machine 
dépasseront  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  valeur  relative  à uno 
même  période  de  mouvement,  ce  à quoi  l’on  arrivera  expérimen- 
talement en  observant  les  oscillations  du  manchon,  après  que  le 
volant  aura  été  établi  et  quand  la  machine  travaille  dans  les  con- 
ditions prescrites  avec  sa  charge  moyenne.  Mais,  au  lieu  d’user 
de  ce  moyen  , il  serait  préférable,  sans  aucun  doute  de  donner  au 
système  de  levier,  dont  il  s’agit,  une  élasticité,  une  flexibilité 
assez  grande  , pour  qu’il  puisse  céder  aux  accroissements  ou  dimi- 
nutions momentanées  de  l’effort  P , sans  que  le  mouvement  soit 
communiqué  à cette  vanne,  qui  tend  à la  fois  à résister  en  vertu  de 
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son  inertie  et  de  son  frottement,  à ces  variations  instantanées, 
tandis  quelle  ne  peut  manquer  de  se  mouvoir  sous  l’action  résul- 
tante d’un  changement  de  l’effort  P. 

Dans  le  cas  où  l’on  se  servirait  d’un  système  de  rouages  pour 
transmettre  le  mouvement  du  manchon  à la  vanne,  il  n’y  aurait 
qu’à  disposer  l’une  de  ces  roues  à peu  près  comme  l’est  lui-même 
le  tambonr  C , c’est-à-dire,  de  manière  qu’elle  ne  puisse  entraîner 
son  arbre  qu’au  moyen  d’un  léger  angle  de  torsion. 

Dispositif  à adopter  dans  le  cas  où  le  mouvement  des  vannes  motrices 
offrirait  une  grande  résistance. 

47.  On  ne  doit  nullement  s’inquiéter  ici  de  l’effort  plus  ou 
moins  grand  , qui  est  nécessaire  pour  faire  cheminer  la  vanne  et 
son  système  de  levier  attendu  que  cet  effort  sera  toujours  vaincu 
par  les  roues  BB’  aux  dépens  de  l'action  motrice  de  la  machine. 
Néanmoins , si  cet  effort,  était  très-considérable  , comme  il  arrive 
dans  les  machines  mues  par  des  roues  hydrauliques,  il  convien- 
drait de  sacrifier  un  peu  sous  le  rapport  de  l’instantanéité  d’ac- 
tion du  régulateur  en  faisant  opérer  la  manœuvre  de  la  vanne  non 
plus  directement  par  le  manchon  G,  mais  par  l’intermédiaire  d’un 
système  d’embrayage  dans  le  genre  de  celui  qui  a été  mentionné 
au  n°  28  de  manière  à faire  marcher  lentement  la  vanne  tout  en 
diminuant  considérablement  l’effort  que  cette  manœuvre  exige 
de  la  machine  etc. 

Combinaison  du  régulateur  à ressorts  avec  le  volant  à ailettes  pour 
régulariser  directement  le  mouvement. 

48.  Enfin,  on  pourrait  encore  ’se  servir  du  dispositif  qui  nous 
occupe  pour  modifier  directement  le  mouvement  de  manière  à le 
ramener  sans  cesse  vers  l’état  du  régime  uniforme;  il  ne  s'agirait 
que  de  l'appliquer  à un  axe  indépendant  de  lu  machine  mais  qui 
en  recevrait  directement  le  mouvement  de  rotation  comme  cela  a 
lieu  dans  le  régulateur  à force  centrifuge  et  qui  porterait  un  volant 
à ailettes  dont  1»  résistance  croissant  rapidement  avec  la  vitesse 
produirait  la  torsion  du  tambour  C sur  ce  même  arbre  : on  con- 
çoit, en  effet,  que  les  choses  étant  disposées  de  manière  que,  poin- 
ta vitesse  de  régime,  la  vanne  ait  la  position  moyenne  qui  lui  con- 
vient, il  ne  pourra  survenir  aucun  accroissement  de  vitesse  sans 
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qu'il  ne  survienne  line  diminution  correspondante  à l’ouverture  do 
l'orifice  et  réciproquement.  Or,  il  arrivera  ici  que  les  amplitudes 
de  course  du  manchon , de  part  et  d’autrejde  la  position  moyenne, 
croîtront  sensiblement  comme  les  écarts  même  de  la  vitesse  sur  la 
vitesse  du  régime.  Du  reste  les  propriétés  de  cet  appareil  seront 
analogues  à celles  du  régulateur  à force  centrifuge  et  le  problème 
de  son  établissement  deviendra  facile  au  moyen  de  tout  ce  qui  a 
été  dit  déjà  dans  les  n“‘ 5 et  suivants. 

Des  manivelles  ou  excentriques  sollicitées  par  des  puissances 

CONSTANTES  EN  DIRECTION  F.T  EN  INTENSITÉ. 

Notions  préliminaires  sur  les  manivelles. 

49.  Les  manivelles  offrent  comme  on  l’a  vu  (24  1"  section.)  le 
moyen  le  plus  convenable  , en  général,  de  transformer  le  mouve- 
ment alternatif  en  mouvement  de  rotation  continu  et  réciproque- 
ment ; le  plus  ordinairement  elles  sont  formées  d’un  coude  ou  bras 
Àli  (fig.  15)  fixe  perpendiculairement  à l’extrémité  d’un  axe  ou  ar- 
bre tournant  AE  et  au  bout  duquel  agit,  par  l’intermédiaire  d’une 
pièce  rectiligne  BF  nommée  lielle  ou  chasse,  une  résistance  ou 
puissance  F douée  du  mouvementalternatif,  dansunedireclion  quel- 
conque BF  que  nous  supposerons  d’abord  constante,  comme  cela  a 
lieu  sensiblement  dans  les  bonnes  machines  , où  l’on  cherche  à 
éviter  les  décompositions  de  force  utiles,  mais  qui,  dans  la  réalité 
est  soumise  à de  légères  déviations  périodiques,  dépendantesdu  mode 
de  mouvemcntde  l’extrémité  de  la  bielle  opposée  au  bouton  B de  la 
manivelle,  c’est-à-dire  du  chemin  que  cette  extrémité  est  assujétie 
à parcourir. 

En  admettant  une  pareille  supposition,  on  simplifie  beaucoup 
l’étude  des  propriétés  constitutives  de  la  manivelle,  et  l’on  se  met 
en  état  de  pressentir  le  rôle  qui  lui  est  propre  en  général , sous 
le  rapport  de  la  variabilité  du  mouvement  et  de  l'action. 

Dispositions  particulières  des  manivelles  nommées  excentriques. 

50.  Quelquefois  les  manivelles  prennent  le  nmn  d'excentriques 
circulaires  -,  cela  arrive  spécialement  lorsque  le  bras  AB  (fig.  14) 
est  très-court  par  rapport  au  rayon  du  bouton  B , on  que  ce  der- 
nier se  trouve  remplacé  par  un  disque  circulaire  à gorge,  embrassé 
par  un  anneau  fixé  à l’extrémité  de  la  bielle  ; mais  il  ne  faut  pas 
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confondre  le  dispositif  dont  il  s’agit  avec  celui  de  certaines  cames 
nommées  également  excentriques,  et  qui  montées  sur  des  arbres 
tournants  sont  destinées  à agir  sur  des  pièces  dont  la  direction  du 
mouvement  est  indépendante  de  la  leur  propre.  L’agrandissement 
du  bouton  de  la  manivelle  en  permettant  de  supprimer  presqu’en- 
tièrement  le  jeu  et  d’éviter  les  inégalités  provenant  de  l'usé  des 
surfaces  frottantes,  amène  avec  lui  beaucoup  de  continuité  et  de 
douceur  dans  le  mouvement,  qui  s’achètent , connue  nous  le  ver- 
rons plus  tard,  aux  dépens  de  la  force  motrice,  ce  qui  fait  qu'on 
n’emploie  guère  les  excentriques  que  dans  les  mécanismes  qui  sont 
soumis  à de  faibles  efforts,  tels  que  ceux,  par  exemple,  qui,  dans 
les  machines  à vapeur , sont  destinés  à faire  mouvoir  les  robinets 
ou  tiroirs  d’admission  et  de  distribution. 

La  figure  15  montre  une  disposition  des  manivelles  qui  est 
d’une  exécution  très-facile  et  très-solide  ; le  bouton  B de  la  bielle 
y est  adapté  à uu  anneau  en  fonte  lié  au  bras  d’un  anneau  plus 
grand,  remplissant  la  fonction  de  volant,  ce  qui  offre  l’avantage 
de  corriger  l’irrégularité  de  l’action  précisément  là  où  elle  est  la 
plus  grande. 

Des  manivelles  simples. 

Manière  dont  varie  Faction  des  manivelles  simples  dans  le 
Ier  demi-tour. 

51.  Admettons  .que  la  direction  invariable  BF  (fig.  IGJ.soit 
celle  de  la  verticale,  et  nommons  F la  force  constante,  qui  sera 
censée  agir  de  haut  en  bas  à la  manière  des  poids , 1/  le  bras  AB 
delà  manivelle  , a l’angle  variablo  EAB  qu’il  forme,  dans  un  ins- 
tant quelconque  , avec  la  verticale  AE:  l’énergie  de  la  puissance  à 
faire  tourner,  aura  pour  mesure  son  moment  virtuel  F b sin  adx  , 
qui  est  aussi  sa  quantité  de  travail  ou  d’action  instantanée  ; 
elle  sera  par  conséquent  proportionnelle  au  bras  de  levier 
b sina==AD=BD’  de  la  puissance,  c’est-à-dire  nulle  pour  les  posi- 
tions AE,  AG  de  la  manivelle,  et  la  plus  grande  possible  pour  la 
position  intermédiaire  et  horizontale  AC  ; la  valeur  moyenne  X du 
bras  de  levier  AD,  dans  le  demi-tour  ECG,  s'obtiendra  en  remar- 
quant que  la  quantité  de  travail  F.EG— F.8J,  développée  dans  ce 
même  demi-tour  par  la  puissance  F,  sur  la  manivelle,  doit  être 
égale  à celle  qui  serait  développée  par  celle  puissance,  dans  un 
intervalle  pareil  en  la  supposant  appliquée  tangcntiellement  au 
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cercle  de  rayon  X;  or,  cette  quantité  d'action  est  évidemment 
Ft:X,  7r  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  ; donc  on 
aura  pour  déterminer  X l'équation 

2iF=FrX;  d’où  X=y*  , 0,63606. 

Ainsi  la  longueur  du  bras  de  levier  moyen  d’une  force  constante 
agissant  dans  une  direction  invariable,  sur  une  manivelle  simple 
est  un  peu  moindre  que  les  2/3  du  rayon  de  cette  manivelle  : elle 
s’écarte,  comme  on  voit,  des  valeurs  extrêmes  : et  6 du  bras  de 
levier,  des  quantités  respectives  0,0366  b et 0,3674*.  En  multi- 
pliant ces  quantités  par  Pdx,  on  aura  la  mesure  des  écarts  des  mo- 
ments virtuels,  ou  des  quantités  de  travail  instantanées  F*  siu céda, 
par  rapport  à leur  valeur  moyenne  0,6366  bb'da. 

Manière  dont  varie  l’action  dans  le  second  demi-tour  et  selon  les 
divers  cas. 

32.  Nous  n’avons  encore  considéré  que  ce  qui  se  passe  dans  un 
demi-tour  de  manivelle,  voyons  maintenant  ce  qui  a lieu  quand  elle 
achève  l’autre  demi  tour  F.HG.  Or,  il  peut  arriver  l’une  de  ces 
trois  choses  : ou  la  puissance  F cesse  entièrement  d’agir,  ou  elle 
agit  dans  une  direction  contraire  à sa  direction  primitive,  ou  enfin 
elle  continue  d’agir  dans  la  même  direction. 

Dans  le  4"  cas,  les  quantités  de  travail  instantanées  commu- 
niquées, par  la  puissance  F dans  le  second  demi-tour  restant  cons- 
tamment nulles,  celle  qui  est  imprimée  dans  un  tour  entier  est  en- 
core 2*F,  tandis  que  le  travail  de  la  même  puissance,  appliquée  au 

bras  de  levier  moyen  X sera2TtXF ; on  aura  donc  X=  ^=0,3183  b , 

quantité  qui  diffère  de  ses  valeurs  extrêmes  o et  b de  0,3183* 
et  0,6817*  respectivement. 

Dans  le  2'  cas,  la  puissance  continuant  à faire  marcher  l’arbre 
dans  le  même  sens,  développera,  dans  le  tour  entier,  la  quantité 

de  travail  4*F;  de  sorte  qu’on  aura  4*P=2~XF  et  X=-^— 0,6366* 

comme  pour  le  1"  demi  tour.  La  plus  grande  et  la  plus  petite 
valeur  du  moment  de  P ayant  toujours  lieu  pour  les  positions  ho- 
rizontales et  verticales  de  la  manivelle  et  restant  les  mêmes,  les 
écarts  de  l’action  instantanée  sur  la  moyenne , seront  encore  me- 
surés par  les  nombres  0,6366  et  0,3674;  d'où  il  résulte  que  le  plus 
grand  écart  sera  moindre  ici  que  dans  le  cas  précédent. 
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Dans  le  3*  cas,  la  quantité  de  travail  fournie  par  la  puissance 
pendant  un  tour  entier  de  la  manivelle  sera  nulle,  et  il  en  sera  de 
même  du  travail  instantané  moyen,  ce  qui  fait  que  les  écarts, 
mesurés  alors  par  : et  1 , seront  les  plus  grands  possibles. 

La  et  la  2m<5  de  ces  hypothèses  se  rapportent  spécialement  au 
cas  des  pistons  de  pompes,  des  pédales,  des  châssis  de  scies,  etc., 
à simple  ou  à double  effet,  c’est-à-dire,  qui  agissent  simplement 
en  descendant,  ou  à lu  fois  en  montant  et  en  descendant.  Quant  à 
la  dernière,  elle  ne  peut  être  que  relative  à l’action  de  la  pesan- 
teur, qui  agit  constamment  dans  le  même  sens,  et  ne  produit  sur 
les  pièces  à mouvement  alternatif  aucun  effet  utile  (22,  t”  sect). 
Comme  cette  action  se  joint  toujours  à celle  d’une  autre  force  de 
la  nature  des  précédentes,  il  convient  d’examiner  son  influence 
sur  le  mouvement. 

Manière  de  régler  le  poids  des  équipages  de  manivelles. 

53.  Nommons  p ce  poids  des  pièces  â mouvement  alternatif, 
composé  de  la  portion  du  poids  de  la  bielle  BP  et  du  surplus  de 
l’équipage,  qui  agit  suivant  la  direction  de  F,  on  observera  que 
l’action  de  p s’ajoute  à la  force  F,  ou  s’en  retranche  alternative- 
ment et  selon  le  sens  dans  lequel  elle  s'exerce,  de  sorte  que  la 
quantité  de  travail  développée  dans  une  révolution  entière  n’est 
nullement  altérée,  non  plus  que  le  bras  de  levier  moyen  et  la 
quantité  de  travail  moyenne  instantanée  ; et  comme  le  moment 
de  la  puissance  continue  à être  nul,  pour  les  positions  verticales 
de  la  manivelle,  on  voit  que  l’effet  de  p se  réduira  simplement  à 
augmenter  ou  à diminuer  la  limite  supérieure  6F  de  ce  moment, 
selon  le  sens  de  la  puissance  F. 

Cela  posé,  il  est  clair  que  les  écarts  du  moment  total  des  forces 
F et  p sur  le  moment  moyen,  seront,  dans  le  cas  où  F agirait  dans 
les  deux  demi  tours,  et  dans  celui  où  elle  n’agirait  que  dans  le 
premier  demi  tour,  de  façon  à s’ajouter  à p,  plus  considérables  que 
pour  les  cas  précédents,  où  l’on  supposait  p =s.  Dans  ces  circons- 
tances donc,  il  sera  essentiel  de  mettre  l'équipage  en  équilibre  autour 
de  l'axe  de  rotation;  mais  il  pourra  en  être  tout  autrement  du  cas 
où  F n’agissant  que  dans  le  premier  demi  tour  de  bas  en  haut, 
serait  diminué  dep;  en  effet,  la  plus  grande  valeur  du  moment 
ayant  toujours  lieu  pour  la  position  horizontale  de  la  manivelle, 
sera  b (F — p)  pour  le  premier  demi-tour  et  bp  pour  le  2'  et  l’on 
devra  prendre  la  première  ou  lu  dernière  de  ces  quantités  pour  le 


Digitized  by  Google 


10iî  — 


moment  limite,  selon  que  l’on  aura  F — p~> ou  <p,  c’csi-à-dire , 
F>ou<^2/>.  Le  cas  le  plus  avantageux  se  rapporte  évidemment 

à la  valeur  de  p qui  donne  b (F — p)=bp;  d’où  p F;  ainsi  le 

plus  grand  moment  sera  alors  0,56F.  Le  moment  moyen  étant  tou- 
jours 0, 31836F  et  le  plus  petit  zéro,  on  voit  que  les  variations  du 
travail  instantané  seront  moindres  que  pour  les  cas  précédents. 

DES  MANIVELLES  MULTIPLES. 

O'ijet  de  ces  manivelles.  — Disposition  la  plus  avantageuse  des  mani- 
velles doubles. 

54.  Afin  de  diminuer  l'irrégularité  de  l’action  qu’exerce  une 
puissance  unique  sur  la  manivelle,  on  partage  quelquefois  cette 
puissance  en  deux  ou  plusieurs  autres  égales  entre  elles,  appli- 
quées 6 autant  de  manivelles  distinctes,  montées  sur  un  même 
arbre  et  disposées  de  manière  que  les  plus  grands  momens  des 
efforts  exercés  sur  cet  arbre  par  les  unes,  correspondent  précisé- 
ment aux  plus  petits  moments  des  efforts  exercés  par  les  autres. 

Tel  est,  par  exemple,  le  cas  des  manivelles  doubles  (fig.  17  et  18), 
qui,  tantôt  sont  dirigées  dans  un  même  plan,  mais  en  sens  con- 
traire, tantôt  dirigées  dans  deux  plans  quelconques,  formant  entre 
eux  un  certain  angle  : la  première  de  ces  dispositions  présente  les 
mêmes  circonstances  que  la  manivelle  simple  et  ne  peut  servir  î> 
régulariser  l’action  de  la  puissance,  supposée  toujours  constante 
en  grandeur  et  en  direction;  la  seconde,  au  contraire,  qu’on 
nomme  manivelle  coudée,  peut  très-bien  être  employée  à cet  objet. 

La  discussion,  qui  lui  est  relative,  apprend  en  effet  que,  lorsque 
les  puissances  parallèles,  égales  et  constantes,  appliquées  aux  deux 
bras,  n’agissent  que  dans  un  demi-tour,  l’action  est,  à la  vérité  , 
plus  irrégulière  que  pour  les  manivelles  simples  dans  lesquelles 
les  équipages  seraient  en  équilibre  ; mais  qu’il  en  est  tout  autre- 
ment , quand  le  (Kiids  de  ces  équipages  est  moitié  de  celui  des 
puissances,  ou  quand  les  équipages  étant  en  équilibre,  les  puissan- 
ces agissent  à la  fois  et  de  la  même  manière,  dans  les  deux  demi- 
tours  ; on  devra  donc  rejeter  toute  disposition  où  ces  dernières 
circonstances  n’auraient  pas  lieu. 

Angle  qui  répond  au  minimum  d'irrégularité  de  Faction. 

— Loi  correspondante  de  cette  action. 

5b.  Soient  AB,  AB’  (fig-  19)  les  deux  bras  de  la  manivelle  dou- 
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hic  ainsi  disposée  ; a le  demi  angle  BAI  ou  IA  B'  formé  par  ces 
bras  ; il  est  aisé  de  s'assurer  que  le  moment  total  des  puissances  F 
atteindra  sa  limite  supérieure  pour  les  positions  horizontale  et 
verticale  de  BB’,  et  sa  limite  inférieure  pour  les  quatre  positions 
symétriques  , où  l’un  des  bras  AB  , AB’  se  confondra  avec  la  verti- 
cale ; ces  valeurs  extrêmes  du  moment  total  seront  ainsi  respecti- 
vement 2 F6cosa,  2 lésina  , F6sin2a=2F6sinacosa.  En  discutant 
ces  valeurs  , on  trouve  qu’elles  sont  le  plus  resserrées  possible  , 

quand  sina=  cosa=^T,  ou  que  l’angle  BAB’  des  manivelles  est 
droit  (’).  Dans  cette  hypothèse  on  obtient  pour  les  valeurs  li- 
mites ci-dessus  des  moments,  2F6^|(  2F6^/^-  2Fêjde  sorte 
que  le  moment  moyen  se  trouvera  compris  entre 

2F b-\J  i=2F6X0,7071  et  0.5X2FA. 

Les  puissances  F développant  dans  un  tour  entier  , la  quantité 
de  travail  2 F Ab,  elles  développeraient  la  quantité  de  travail  2F2-X 
si  elles  étaient  appliquées  à la  circonférence  dont  X est  le  rayon  ; 
ainsi  l’on  a , pour  déterminer  le  bras  de  levier  moyen  X,  dans  le 

cas  actuel , 26  =~X,  d’où  X=5  6=0,03666  ; le  moment  moyen 
est  donc  égal  à 0.6366X2FA  et  les  différences  avec  le  plus  grand 
et  le  plus  petit  moment  répondant  respectivement  à la  position 
horizontale , ou  verticale,  de  BB’  et  des  bras  AB,  AB’  sont  seule- 
ment le  iet  le^  environ  de  sa  valeur  propre;  ce  qui  prouve  que 

les  manivelles  coudées  à angle  droit  sont  effectivement  très-avan- 
tageuses pour  la  régularité  du  mouvement  de  l'action  des  forces. 

Propriété  et  inconvénient  des  manivelles  triples  ou  quadruples. 

36.  Pour  une  manivelle  triple  (fig-  20)  dont  les  bras  AB,  AR’, 
AB”  partageraient , dans  leur  projection  sur  un  plan  perpendicu- (*) 

(*)  En  effet,  les  Jeux  premières  de  ces  limites  étant,  quant  à la  valeur 
absolue,  nécessairement  nu-dessus  de  la  troisième,  il  est  clair  qu’il  y aura  de 
l’avantage  à rapprocher  le  plus  qu’il  est  possible  la  plus  grande  d’entre  elles 
de  la  plus  petite,  tout  en  rendant  un  maximum  la  plus  petite  , et  rVst  ce 
qui  arrive  ici  naturellement  quand  on  prend  sin  a~r cos  n. 
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luire  a l'axe,  lacirconférenceen  trois  pal  lies  égales,  et  qui  seraient 
sollicitées  par  trois  forces  égales  F agissant  seulement  dans  le  demi- 
tour  EBG,  on  trouve  que  le  moment  total  à sa  plus  grande  ou  sa 
plus  petite  valeur,  quand  l’un  quelconque  dès  bras  est  horizontal 
ou  vertical  ; de  sorte  que  le  moment  moyen  est  compris  entre  F6 

et  FÉ  sin^ô60°  =Fè~\/3=0, 8GGF6.  Le  bras  de  levier  moyen 

étantalorsX=|^p=~  =0,9356,  on  voit  que  le  moment  moyen 

0955F6nediffèrequede^duplus  grand  et  de  — du  plus  petit  mo- 
ment, Ces  résultats  supposent  d’ailleurs  les  équipages  des  manivel- 
les en  équilibre  autour  de  l’axe  A. 

Il  serait  aisé  de  prouver  que  la  manivelle  quadruple  offre  moins 
de  régularité  dans  son  action  que  la  manivelle  triple,  mais  elle 
possède  d’autres  inconvénients  beaucoup  plus  graves  pour  la  pra- 
tique, qui  lui  sont  communs  avec  la  manivelle  triple  et  qui  suffiraient 
seuls  pour  y faire  renoncer;  c’est  la  difficulté  de  1’exécuter  avec 
une  perfection  et  une  solidité  suffisantes.  En  effet,  toutes  les  fois 
qu’un  axe  ou  arbre  tournant  est  supporté  sur  plus  de  deux  appuis 
ou  coussinets,  il  devient  trcs-difficile,  pour  ne  pas  dire  impossible, 
de  placer  sur  une  même  droite  les  axes  des  parties  cylindriques 
que  reçoivent  ces  coussinets,  et  alors  on  conçoit  que  l’arbre  bride 
entre  ses  appuis  et  donne  lieu  à des  efforts  violents,  qui  consom- 
ment une  portion  considérable  de  la  force  motrice,  et  amènent  la 
rupture  des  manivelles,  le  tour  est  le  seul  moyen  à employer  pour 
mettre  ainsi  un  arbre  en  ligne  droite;  cela  est  faisable  pour  un 
arbre  d’une  seule  pièce  et  qui  présente  assez  de  roideur  pour  ne 
pas  fléchir;  mais  cela  parait  presqu’impossible  lorsqu’il  est  inter- 
rompu par  des  manivelles. 

Dispositif  à adopter  pour  les  manivelles  triples. 

57.  Le  seul  moyen  d’éviter  ce  défaut  fort  grave , consiste  à placer 
les  bras  de  manivelles  sur  des  arbres  séparés,  ou  qui  portent  au 
plus,  deux  bras,  et  de  communiquer  le  mouvement  à chacun  de 
ces  arbres  en  particulier  à l’aide  de  roues  d’engrenages  égales  , 
montées  sur  un  arbre  commun , parallèle  à ceux  des  manivelles- 
Ce  dispositif  représenté  en  projection  horizontale  (fig.  21)  a été 
substitué  avantageusement  dans  les  forges  de  Moyeuvre  (Moselle) 
à un  équipage  de  manivelles  triples,  qui  n’aguères  servaient  à faire 
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mouvoir  les  pistons  de  la  machine  soufflante  des  hauts  fourneaux  , 
mais  quels  qu’en  soient  d’ailleurs  les  avantages , son  emploi  ne 
saurait  empêcher  qu’il  n’existe  de  très-grands  efforts  sur  les  tou- 
rillons et  les  coussinets  des  arbres  donnant  lieu  par  conséquent  à 
des  frottements  considérables. 

Considérations  dynamiques  sur  les  effets  des  manivelles. 

Recherche  de  la  loi  de  variation  du  travail  de  la  puissance  constante 
appliquée  à une  manivelle  simple  par  rapport  au  travail  moyen  de 
cette  puissance. 

58.  Les  considérations  qui  précèdent  analogues  à celles  qu'on 
trouve  établies  dans  le  livre  l'r  page  63  de  1 architecture  hydrauli- 
que de  Bélidor , édition  de  M.  Navicr  , sont  purement  statiques  et 
ne  concernent  que  la  loi  des  variations  instantanées  de  l’action  des 
forces  appliquées  aux  manivelles  , ou  celle  du  moment  et  du  bras 
de  levier  propre  de  ces  forces;  maison  peut  envisager  la  ques- 
tion d’une  manière  toute  différente  et  qui  se  rapporte  spécialement 
aux  considérations  dynamiques. 

Conservant,  en  effet,  les  dénominations  et  conventions  du  n”  51 
relatives  à la  manivelle  simple,  on  peut  se  demander  quelle  est  la 
loi  des  variations  même  du  travail  de  la  puissance  F,  soit  dans  un 
demi  tour,  soit  dans  un  tour  entier  de  la  manivelle  et  de  compa- 
rer ces  différentes  valeurs  à celles  du  travail  uniforme  d’une  puis- 
sance constante  ou  moyenne  , appliquée  tangentielleraent  à la  cir- 
conférence du  cercle  décrit  par  l’extrémité  B de  la  manivelle. 

Cette  manivelle  étant  supposée  à simple  effet , de  sorte  que  la 
force  F n’agisse  que  dans  le  demi-tour  ECG  (tig.  16)  et  la  quantité 
de  travail  instantanée  de  F étant  mesurée  par  Fftsinada,  celle 
qu’elle  aura  développée  à partir  de  la  verticale  AF,  et  pendant  que 
la  manivelle  décrit  l’angle  EAB=a  sera  évidemment 
« 

/ F&sinoda  =F6^  1 — cos  a )=fxed\ 

o 

ce  qu’on  aperçoit  d’ailleurs  sans  aucun  calcul,  puisque  F est  censé 
constant.  Cette  dernière  quantité  de  travail,  qui  a pour  valeur  le 
produit  2F6,  quand  la  manivelle  a décrit  deux  angles  droits  et  est 
redevenue  verticale , est  aussi  celle  que  développerait  la  compo- 
sante Fcos*  de  F,  qui  agit  constamment  suivant  la  circonférence  du 

41 
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cercle  décrit  par  le  pointd’applicationB;or,si  l’on  remplace  cettecom- 

posantc  variable  parsa  valeur  moyenne  (52)  Y=^=^F==0,3I83F, 

relative  à une  révolution  entière  de  la  manivelle,  attendu  que  celle- 
ci  est  supposée  à simple  effet , sa  quantité  de  travail  correspon- 
dante à l'angle  quelconque  a décrit  par  l’axe , sera  évidemment 

-t^-donl  l’excès  sur  la  précédente  a pour  valeur  — t -J-  cos  aj 
dans  le  premier  demi  tour  et  simplement  F b - — 2 ] dans  le  se- 
cond, les  angles  a étant  ici  mesurés  par  les  arcs  qui  leur  corres- 
pondent sur  la  circonférence,  qui  a l’unité  pour  rayon. 

Discussion  de  cette  loi. 

59.  En  discutant  la  première  de  ces  expressions,  on  trouve 
qu’elle  est  nulle  en  même  temps  que  a ; qu’elle  croit  positivement 
jusqu’à  la  valeur  de  a déterminée  par  la  relation  sin  a ! ou 

a=arc  ^sin=^j=0,103  à laquelle  répond  un  premier  maximum 
positif. 

. t 

FM  — — 1-f  y 1 - ^J=FM0,I031— 1+0,948)  =0,03lFà. 

Qu’elle  décroît  ensuite  de  manière  à redevenir  nulle  aux  environs  de 
. 0,2122tt;  qu’elle  devient  un  maximum  négatif  pour  la  valeur 

a=7r—arc(sin=7r)— 0,8969^  qui  donne 
— 1 + cos aj^Ff/o, 8969  - 1— 0,948 j=— 1.05HF6; 

qu’enfin  sa  valeur  absolue  décroît  dans  tout  le  surplus  du  demi- 
tour  jusqu’à  devenir  égale  à — Ffr,  rigoureusement,  pour  la  posi- 
tion verticale  AG  de  la  manivelle  répondant  à a=7r. 

Quant  à l’expression  de  la  différence  relative  au  second  demi- 
lour,  elle  demeure  sans  cesse  négative  et  décroissante,  jusqu’à  de- 
venir nulle  pour  la  valeur  a=2~ , répondant  à la  position  verticale 
supérieure  AE  de  la  manivelle,  après  laquelle  les  mêmes  choses  re- 
viennent dans  le  même  ordre. 

Maximum  de  l’écart  du  travail  et  de  la  force  imprimée  au  système 
par  rapport  à leurs  valeurs  moyennes. 

60.  Ainsi  le  plus  grand  écart  absolu  entre  les  quantités  totales 
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de  travail,  communiquées  par  la  force  variable  Fsino  et  la  force 
moyenne  Y=-F  supposées  agir  à la  circonférence  du  cercle  décrit 
par  le  bouton  de  la  manivelle,  est  égal  à 1,0511F6=0,5255.2F6  ou 
surpasse  la  moitié  de  celle  2F6  que  développe  F dans  une  révolu- 
tion entière  de  cette  manivelle. 

Cas  des  manivelles  simples  à double  effet. 

61.  Dans  les  manivelles  à double  effet  (52) , la  quantité  de  travail 
développée  par  la  force  constante  F dans  la  révolution  entière,  de- 
vient 46F,  ce  qui  donne  Y=f/-^=-F=0, 6566F,  la  quantité  de  tra- 
vail  de  F ou  de  la  composante  Fcosa  étant  toujours  Fficosa  et  celle 
de  l’effort  moyen  Y,  Y bx= , l’excès  de  l’une  sur  l’autre  aura 

4 7T 

pour  valeur 

Fitï-'+  cos  aj  dans  le  premier  demi-tour. 

F b — 3 - cos  aj  dans  le  deuxième  demi-tour; 

ce  qui  suppose  que  l’on  fasse  croître  les  angles  ou  arcs  a indé- 
finiment; mais  il  suffira  de  considérer  ce  qui  a lieu  dans  le  premier 
demi-tour,  attendu  que  tout  se  répète  symétriquement  dans  le 
second  , si  l’on  compte  a à partir  du  rayon  AG. 

Or,  la  première  de  ces  expressions  devient  nulle  à la  fois  pour 

o=0,  a=^  s,  et  atteint  son  maximum  positif  Jou  négatif  pour 

les  deux  positions  intermédiaires,  qui  correspondent  5 . . . . 

sin  a=— =0,  6306  d’où 

r 

o=0,  21964  r,  a=r— 0,  24964?:  et 

F^2J  — 1 -f-cosoj=F£  (2X0,21964—1-1-^  i Zi  j=-|_  0,2 10396  F, 

Fbi^—  1 -J-  cos  a j =F  2X0, 2 1 96-1 — 1 — \J  1— i j=- 0,2 10396F. 

Ainsi  la  valeur  absolue  du  plus  grand  écart  entre  les 
quantités  de  travail  des  forces  F cos  o et  Y est  ici  seule- 
ment 0,052GX  MF  ouij  de  la  quantité  totale  de  travail  développée 
dans  une  révolution  entière  de  la  manivelle;  ce  qui  doit  s’entendre 
pareillement  des  écarts  de  la  force  vive  variable  imprimée  au  sys- 
tème, dans  le  cas  d’un  mouvement  périodique,  par  rapport  à la 
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force  vive  moyenne,  c’est-à-dire,  à la  force  vive  relative  à la  vitesse 
moyenne. 

Conséquences  particulières  relatives  au  jeu  des  pompes  ou  en  général 
des  machines  à piston. 

62.  Supposant,  par  exemple,  que  la  bielle  soit  employée  à faire 
mouvoir  le  piston  d’une  pompe,  et  observant  que  les  volumes  des 
courses  cylindriques  de  ce  dernier  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les 
quantités  d’eau  élevées  à la  hauteur  du  réservoir  supérieur  sont 
directement  proportionnelles  aux  quantités  de  travail  correspon- 
dantes de  la  manivelle,  on  conduera  des  discussions,  qui  précè- 
dent, que,  dans  la  pompe  à simple  effet , la  différence  entre  le 
volume  variable  qu’elle  fournit  et  celui  que  fournirait  un  jet  con- 
tinu ou  uniforme , qui  donnerait  la  même  quantité  de  fluide  dans 
une  révolution  entière  de  la  manivelle  s’élèverait  aux  0,53  environ 
de  cette  dernière  quantité;  taudis  que  dans  la  pompe  à double 
effet,  dont  le  piston  agit  de  la  même  manière  en  montant  et  en 

descendant,  la  différence  serait  seulement  de  ou  de  ^ environ , 

si  l’on  compare  cette  différence  au  volume  d’eau  élevé  dans  une 
simple  demi-oscillation  du  piston. 

Ces  considérations  mettent  en  évidence  les  avantages  inhérents 
à l’emploi  des  manivelles  à double  effet , pour  régulariser  l’action 
des  forces  ou  le  produit  des  pompes  et  il  ne  serait  guère  plus  diffi- 
cile de  traiter  le  cas  relatif  aux  manivelles  multiples,  c’est-à-dire, 
triples  ou  quadruples. 

DES  MANIVELLES  CONDUISANT  DES  PIÈCES  A MOUVEMENT  RECTILIGNE 
ALTERNATIF. 

Recherche  du  moment  virtuel  ou  de  la  quantité  de  travail 
instantanée  de  la  force  appliquée  à la  bielle. 

63.  Nous  avons  jusqu’ici  supposé  que  la  direction  de  la  force  F 
ou  de  la  bielle  était  constante  , ce  qui  n’a  jamais  lieu  dans  la  pra- 
tique, attendu  que  l’extrémité  de  cette  bielle,  opposée  à la  ma- 
nivelle, est  ordinairement  assujétie  à décrire  une  ligne  droite  ou 
des  arcs  de  cercle  d’un  rayon  très-grand,  par  rapport  au  bras  de 
cette  manivelle  ; il  est  par  conséquent  intéressant  d’examiner  quelle 
modification  cette  circonstance  peut  amener  dans  les  résultats  et 
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comment  alors  on  doit  évaluer  les  rapports  existant , entre  les  vi- 
tesses , les  forces  appliquées  et  les  moments  virtuels  ou  quantités 
de  travail  relatifs  à ces  forces. 

Considérons  d’abord  le  système  d’une  manivelle  AB  figure  (21), 
assujétie  à tourner  autour  de  l’axe  A et  qui  agit  par  l’intermédiaire 
de  la  bielle  BC,  sur  un  point  C assujéti  à décrire  d’un  mouve- 
ment alternatif  la  droite  JM , dont  le  prolongement  passe  par 
A.  Supposons  cette  bielle  sollicitée  par  la  force  constante  F , 
agissant  de  haut  en  bas,  ou  de  C vers  A,  pour  entraîner  AB  dans 
la  direction  indiquée  parla  flèche  de  la  figure.  Posons  enfin  AB=£, 
BC  =/,  AC =A,  CVB=a , ACB^/3,  le  triangle  ABC  nous  donnera 
sans  difficulté , 

h=bcosx-\-lj  j i sin’3,  dh= — b&inadx  jl-J-* 

cette  vitesse  virtuelle  du  point  C est  ici  négative,  parce  que  la 
hauteur  A=AC  diminue  quand  l’angle  a=BAC  augmente;  mais 
comme  la  force  F agit  dans  le  sens  même  du  chemin  df= — dh 
(n°  13,  sect.  1)  décrit  par  son  point  d’application  C,  son  moment 
virtuel  devra  être  pris  positivement , de  sorte  qu’on  aura 

Ib  cosa  ) 

1 + -,-^ - . } 

V<— ?“»’«> 

pour  le  travail  instantané  de  F;  f représentant  ici , si  l’on  veut,  le 
chemin^ft-f-/ — h décrit  par  le  point  C,  à partir  de  sa  position  la 
plus  élevée. 

Expression  simplifiée  et  approchée  de  ce  moment  et  en  général  du 
travail  de  cette  force. 

Bi.  On  remarquera  que  le  facteur  Fèsinadac  n’est  autre  chose  que 
le  moment  virtuel  de  la  force  verticale  F,  supposée  appliquée  au 
bouton  B de  la  manivelle;  et  comme  le  deuxième  terme  de  la  pa- 
renthèse est  toujours  très-petit,  vis-à-vis  du  premier,  ou  de  l'unité, 
on  voit  que  les  conséquences  exposées  dans  tout  ce  qui  précède  en 
seront  fort  peu  modifiées. 

En  clfet,  la  plus  grande  valeur  absolue  que  puisse  acquérir  ce 
second  terme  répond  évidemment  à sina=;,  ce  qui  la  rend  égale 
à j.  Or,  l surpasse  ordinairement  10  fois  b et  il  n’est  jamais  moin- 
dre que  3 fois  b,  même  dans  les  circonstances  les  plus  défavorables 


Digitized  by  Google 


i 14  — 


possibles.  D’ailleurs  la  plus  grande  valeur  que  puisse  acquérir  le 
l’acteur , 

_ l 

V *— i!sinï« 

répondant  évidemment  à sin-ar=l,  on  voit  qu’en  supposant  même 

5 

l=ob  seulement,  elle  ne  sera  jamais  au-dessus  de  ^5^=;  1,0206 de 
sorte  qu’on  pourra  prendre 

Vdf—  b si n adaF  j 1 -f- * cos 


0,0200jCOs*  0,00412  i 

à moins  de — ou  de  — r ., — =3=7  de  sa  valeur  effec- 

t-j-jCO»* 

tive;  ce  qui  revient  à remplacer  simplement  F par  F ^ 1 cos  a j 

dans  les  considérations  relatives  aux  manivelles  sollicitées  par  une 
force  F , dont  la  direction  reste  constante. 

On  aura , de  même  par  approximation  , 

et 

h=b  cos  a -f-  / — 7 si  ni<3!  ^ Vdf=bV  1 1 — cosa-i- * ^sin'aj  ; 

0 

relations  dont  la  dernière  exprime  la  quantité  de  travail  dévelop- 
pée par  la  puissance  F sur  la  manivelle,  à partir  de  sa  position 
verticale  AF , mais  ici  l’erreur  commise  est  beaucoup  plus  faible , 
que  pour  l’expression  ci-dessus  Fdfl . 

Valeur  approximative  et  construction  rigoureuse  du  rapport  des 
vitesses  virtuelles  de  la  puissance  et  de  la  résistance. 

65.  Enfin  si  l’on  veut  comparer  la  vitesse  virtuelle  — dh  du  point 
C à celle  Ma  de  B,  vitesse  dont  le  rapport  est  précisément  égal  au 
rapport  inverse  de  la  force  F , à celle  qui  lui  ferait  équilibre , étant 
appliquée  en  B tangenliellcment  à la  circonférence  directe  par  ce 
point,  on  aura  au  même  degré  d’approximation 


dh 

b<u 


ou 


df=  sina. 


/4-licos  a 

i 


Mais,  quelque  simple  que  soit  cette  expression,  on  lui  substi- 
tuera avec  avantage,  dans  certains  cas,  celle  qui  résulte  de  la  con- 


Digitized  by  Google 


sidération  directe  et  rigoureuse  des  données  de  la  ligure.  En  effet , 
nous  aurons  sans  rien  négliger, 

— d/i  f'V/» — Zesin’x-Micos*)  . 
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Or,  si  l'on  prolonge  AB  jusqu’à  sa  rencontre  I avec  l’horizon- 
tale C et  CB  jusqu’à  son  intersection  en  O avec  l'horizontale  en  A, 
puis  qu'on  abaisse  de  B et  C les  perpendiculaires  BK  et  CL  sur  CI 
et  BI  on  aura  évidemment 

— dh  /.sina  CII  CI  AO  „ . df  k,x 
bd * BK  ~BK~iBI“ABdoua(a_AU’ 

ce  qui  démontre,  qu’en  prenant  AB  égal  à l’unité,  la  valeur  du  rap- 
port dont  il  s’agit  sera  simplement  mesurée  par  AO. 

Ainsi  X étant  la  force,  qui,  appliquée  tangenliellemcnt  à la  cir- 
conférence décrite  par  B,  fait  équilibre  à F,  on  aura 

ou  FAO=XAB. 

De  sorte  que  F produit  l’effet  d’une  force  égale  et  parrallèlc 
agissant  en  O,  résultat  auquel  on  arrive  sur  le  champ,  en  ob- 
servant que  l’effort  inconnu  , qui  s’exerce  suivant  la  direction  BC 
de  la  bielle,  doit  avoir  pour  composantes  en  C,  lu  force  verticale 
F et  l’effort  horizontal  de  réaction  que  supporte  le  guide  rectili- 
gne du  point  C.  Supposant , en  effet , le  premier  de  ces  efforts  ap- 
pliqué au  point  O de  sa  direction , et  opérant  de  nouveau  sa  dé- 
composition , sa  composante  suivant  AO  sera  détruite  ou  plutôt 
son  bras  de  levier,  pour  faire  tourner  AB,  sera  nul  et  celle  qui 
est  verticale  ne  sera  autre  que  la  force  F agissant  avec  le  bras  de 
levier  AO. 

Principe  général  relatif  aux  vitesses  de  déplacement  simultanées  des 
différents  points  d’un  système  matériel. 

tM>  Mais  on  arrive  aux  mêmes  conséquences  encore  à l’aide  d’un 
principe,  que  nous  croyons  utile  d’énoncer  ici,  parce  qu’il  jette  un 
grand  jour  sur  la  loi  du  mouvement  des  systèmes  articulés , en 
gnéral,  principe  qui  nous  avait  été  communiqué  dès  1829,  par  M. 
Bobilier,  savant  professeur  aux  Ecoles  d’arts  et  métiers,  et  que  M. 
Chasles,  autre  géomètre  distingué , a,  de  son  côté  , publié,  parmi 
beaucoupd'aulres,  dans  le  tome  XlV</«  Bulletin  des  sciences  mathé- 
matiques de  M.  Férussac,  page 321.  G:  principe  consiste  en  ce  que. 
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si  une  figure  plane  de  forme  et  de  grandeur  invariable,  quoiqu’ar- 
bi  traire,  éprouve  un  déplacement  quelconque,  infiniment 'petit , 
sans  quitter  ce  plan  , elle  tiendra  à tourner,  sans  glisser  autour 
d’un  certain  point  fixe , qu’on  obtiendra  par  la  rencontre  des  nor- 
males aux  élémens  courbes , que  décrivent  simultanément  deux 
quelconques  des  points  de  la  figure. 

Ainsi  par  exemple,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  tous  les  points 
de  la  bielle  BC  tendent  à tourner  simultanément  autour  de  l’in- 
tersection I des  normales  IC  et  IB , aux  élémens  dh  et  b ha  décrits 
par  les  points  G et  B,  de  manière  que  l’angle  BIC  reste  invariable 
dans  ce  déplacement  supposé  infiniment  petit.  On  a donc,  en  effet, 
en  ne  considérant  que  les  grandeurs  absolues;  dA:Arfa::CI:BI. 

Ce  théôrerac  est  très-important,  en  ce  qu’il  donne  sur  le  champ, 
la  vitesse  d’un  point  quelconque  lié  d’une  manière  invariable  à la 
droite  BC,  au  moyeirde  la  vitesse  de  l’une  de  ses  extrémités  B ou 
C , ce  qui  permet  aussi  d’obtenir  la  force  vive  d’un  élément  ma- 
tériel quelconque,  fesant  corps  avec  la  bielle  et  par  suite  la  force 
vive  môme  de  la  masse  de  cette  bielle  etc. 

Application  de  ce  principe  à la  recherche  de  la  force  vive  et  de  la 
force  motrice  des  bielles  conduites  par  une  manivelle. 


67.  Nommant  dO  l’angle  infiniment  petit , décrit  par  BC  autour 
du  point  I,  tandis  que  B parcourt  l’arc  bda,  ou  C l’arc  df— — dh , 
d m un  élément  de  masse  quelconque  de  la  bielle,  situé  à la  dis- 
tance p de  l’axe  de  rotation  instantanée  , perpendiculaire  au  plan 
de  la  figure  en  I,  dë  sa  vitesse  virtuelle , dirigée  suivant  la  per- 
pendiculaire à l’extrémité  de  p,  enfin  ta  la  vitesse  angulaire 

ÿdc  AB  ou  ta6  la  vitesse  effective,  on  aura  d’abord 

fit 

df= — dh=CAdj , Ma=BItf5,  dS^pdÊ^t— 

et  ensuite 


. , • il£  b dOL  b S 

vdesse  de  ^^=  ,iT  f 


ip.'.ï  f 

force  vive  totale  de  la  bielle  =-^Jp'dm;  intégrale  qu’il  faudra 
étendre  à la  masse  entière  de  cette  bielle. 

Nommant  de  plus  M celte  masse  , G la  distance  de  son  centre 
de  gravité  à l’axe  de  rotation  I,  I son  moment  d’inertie  pris  par 
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rapporta  un  axe  parallèle,  passant  par  son  centre  de  gravité 
aura  plus  simplement  encore  , 


dm= 


on 


On  trouvera  de  la  même  manière  l’expression  de  la  force  mo- 
trice ou  d’inertie  totale  de  la  bielle  etc. 

Au  moyen  des  différentes  données  contenues  dans  ce  paragra- 
phe , il  sera  facile  de  découvrir  et  de  discuter  toutes  les  circons- 
tances du  mouvement  et  de  la  transmission  des  forces  dans  le  sys- 
tème à manivelle  et  à bielle,  qui  vient  de  nous  occuper  en  dernier 
lieu.  En  particulier  il  sera  trèsrfacile  d’étendre  à ce  système  géné- 
ral les  considérations  que,  dans  le  paragraphe  précédent,  nous 
avons  appliquées  au  cas  où  la  bielle  reste  constamment  verticale 
ou  parallèle  à elle  même. 


Des  manivelles  conduisant  un  balancier  a mouvement  alternatif. 


Description  de  l’appareil. 

68.  La  figure  22  représente  un  balancier  conduit  par  la  mani- 
velle AB  et  servant  à communiquer  le  mouvement  rectiligne  alter- 
natif à la  tige  verticale  FG  d’un  piston,  etc.  Daus  ce  système,  les 
choses  sont  ordinairement  disposées  de  façon  que  la  verticale  du 
point  A passe  par  les  positions  extrêmes  de  l’articulation  C,  répon- 
dant aux  instants  où  la  bielle  BC  et  le  bras  AB  de  la  manivelle 
sont  situés  en  ligne  droite;  par  suite  l'horizontale  DL  du  centre  de 
rotation  D divise  en  deux  parties  égales  l’angle  total  décrit  par  ce 
dernier. 

Quant  à la  tige  FG,  elle  ne  reçoit  ordinairement  son  mouve- 
ment que  par  l’intermédiaire  du  parallélogramme  articulé  EFHN, 
imaginé  par  Watt  et  qui  est  dirigé  par  la  tige  ou  bride  SII , tour- 
nant autour  du  point  fixe  S,  dont  la  position  est  réglée  de  façon 
que  le  sommet  F décrive  sensiblement  une  droite  verticale , pen- 
dant les  oscillations  du  balancier,  ce  qui  se  fait  ainsi  : Supposons 
le  parallélogramme  EFHN  établi  et  uniquement  dirigé  par  le  mou- 
vement du  balancier  autour  de  D et  du  sommet  F sur  la  verticale  FG, 
on  détermine  la  suite  des  positions  correspondantes  occupées  par 
le  sommet  H , puis  on  fait  passer  au  travers  de  ces  différentes 
positions  un  arc  de  cercle  qui  s’en  écarte  le  moins  qu’il  est  possible 
de  part  et  d’autre  et  dont  le  centre  détermine  l’axe  de  rotation  S 
de  la  bride  SH. 

45 
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Un  peut  voir  dans  le  tonie  19,  année  1823,  Annales  de  physique 
et  de  chimie  et  dans  le  tome  12,  année  1820,  des  Annales  des  Mines, 
un  Mémoire  de  M.  de  Prony,  dans  lequel  cet  illustre  ingénieur 
indique  les  moyens  de  disposer  le  parallélogramme,  de  manière 
à rendre  les  déviations  de  la  tige  aussi  petites  qu’il  est  possible. 
On  consultera  aussi,  au  sujet  des  divers  dispositifs,  qui  peuvent 
servir  à atteindre  le  même  but,  le  traité  des  machines  à vapeur 
de  l’ingénieur  anglais  Tredgold,  page  392  et  suiv.  PI.  Xli.  Il  nous 
suffit  ici  de  savoir  que  l'articulation  commune  aux  tiges  FG  et  EF 
décrit  sensiblement  une  ligue  droite. 

Relations  diverses  qui  lient  entre  elles  les  forces  et  les  vitesses  des 
différentes  parties. 

09.  Supposons  pour  la  clarté  toutes  les  pièces  réduites  à leur 
axe  (fig.  23)  et  observons  que  la  loi  du  mouvement  du  point  C,  sur 
l’arc  de  cercle  qu’il  décrit  autour  de  I),  est  à peu  près  la  même  que 
pour  le  cas  précédent , (fig.  22) , où  ce  point  était  assujéti  à par- 
courir la  verticale  AC  ; car  ici  l’arc  dont  il  s’agit  s’écarte  toujours 
fort  peu  de  cette  verticale,  mais  l’expression  analytique  rigoureuse 
de  cette  loi,  quoique  facile  à obtenir , serait  trop  compliquée 
pour  pouvoir  en  tirer  un  parti  avantageux  et  il  conviendra  de  re- 
courir au  tracé  de  la  figure,  en  se  servant  du  principe  énoncé  au 
il"  66,  qui  donne  immédiatement  le  rapport  des  vitesses  des  diffé- 
rents points  et  des  forces  qui  leur  sont  appliquées. 

Ainsi,  par  exemple,  si  l’on  détermine  l’intersection  I du  prolon- 
gement de  AB  avec  DC,  celte  intersection  pourra  être  considérée 
comme  le  centre  de  rotation  instantanée  du  système  de  la  bielle  BC 
et  du  triangle  BCl,  supposéde  grandeur  invariable  , de  sorte  que 
les  vitesses  des  points  B et  C seront  entre  elles  dans  le  rapport  de 
BI  à CI-  Pareillement,  si  l’on  détermine  le  point  de  rencontre  1’ 
du  prolongement  de  I)E  avec  l’horizontale  I’F  perpendiculaire  au 
chemin  décrit  par  F;  ce  point  pourra  être  considéré  comme  le  cen- 
tre de  rotation  instantanée  du  système  de  la  tige  FE  et  du  trian- 
gle EFI’,  supposé  de  forme  invariable , de  sorte  que  les  vitesses 
des  points  F et  E seront  entre  elles  comme  les  côtés  FI’  et  El’,  qui 
leur  correspondent  dans  ce  triangle. 

Prolongeant  FE  jusqu’à  son  intersection  O’  avec  l’horizontale 
du  centre  de  rotation  1)  , le  rapport  de  I’E  pourra  être  remplacé 
par  celui  de  DO'  à DE  ; menant  par  le  centre  A la  parallèle  AO  à 
DC,  qui  rencontre  BC.  prolongé  en  O,  le  rapport  de  BI  à CL  pour- 


Digitized  by  Google 


— 119  — 


i-a  être  pareillement  remplacé  par  celui  Je  AB  à AO  ; posant  enfin 
AB=6,  Cl)=DE=B,  DO’=u\  ang.  CDL=6,  ang.  CAB=^. 

. dx 

Nommant  de  plus,  ta  la  vitesse  angulaire  —de  la  manivelle,  dh 

et  F la  vitesse  virtuelle  du  point  F , et  la  force  verticale,  qui  lui  est 
appliquée,  U etX  les  forces  qui,  appliquées  tungentiellemcut  aux 
arcs  décrits  par  les  extrémités  E ou  C et  B seraient  équivalentes  à F, 
ou  lui  feraient  équilibre,  abstraction  faite  de  toute  autre  force,  on 
aura , sans  égard  au  signe  négatif  de  d 0, 


u __w*  _ m An  h _ 

sf  ci  ao  u; 


d'où  Ui*=X6, 


d»  U 


F II:  UE B 

U ~ <JA  ” 1T~  DO  ~ 


doù 


,,  , vfcB  dh  ,di 

tu  =LB=X  ,-rr”U  t; 

u 'dt  dt 


un' 

B-’ 


relations  faciles  à calculer  ou  à construire,  et  auxquelles  on  arrive- 
rait directement  (6-i)  par  la  simple  décomposition  des  forces  ou 
des  vitesses  dirigées  suivant  les  lignes  BC  et  FE. 

70.  Ces  memes  relations  mettront  d'ailleurs  en  état  de  détermi- 
ner pour  chacune  des  positions  du  système,  et  eu  fonction  de  la 
vitesse  angulaire  &>,  les  forces  d’inertie  et  les  forces  vives  des 
différentes  pièces,  ainsi  que  nous  l’avons  montré  en  particulier 
dans  le  n°  67  ; mais  il  serait  inutile  d'insister  ici  sur  cet  objet , non 
plus  que  sur  les  conséquences  qui  peuvent  sc  déduire  par  une 
discussion  facile,  des  relations  dont  il  s’agit,  en  ce  qui  conccrno 
l’irrégularité  plus  ou  moins  grande  du  mouvement  ou  de  l’action 
des  forces,  selon  que  la  tige  EF  agit  à la  fois  dans  une  des  deux 
demi-révolutions  ou  seulemeut  dans  l’une  d’elles.  Il  est  évident  que 
ces  conséquences  seraient,  aux  chiffres  près,  analogues  à celles 
auxquelles  on  est  parvenu  dans  le  cas  particulier  où  il  s'agit  d'une 
manivelle  sollicitée  par  une  force  constante  en  grandeur  et  en 
intensité. 

Ainsi,  par  exemple,  on  trouverait  ici  encore  (53)  que  dans  le 
cas  des  manivelles  à double  effet,  on  doit  mettre  leurs  équipages 
en  équilibre,  ce  qui  comprend  le  poids  de  la  bielle,  des  balanciers 
etc.,  tandis  que  dans  celui  des  manivelles  à simple  effet,  il  y a de 
l’avantage  à charger  l’une  des  extrémités  du  balancier  d’un  poids 
égal  à environ  moitié  de  la  force  F.  D’après  cela , nous  nous  con- 
tenterons d’indiquer,  en  peu  de  mots,  comment  on  devra  s’y  pren- 
dre pour  résoudre  les  principales  questions  ou  difficultés  , qui 
peuvent  se  présenter  dans  cette  discussion. 
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Indication  de  la  manière  dont  on  doit  s'y  prendre  pour  résoudre 
dans  le  cas  général  les  questions  traitées  aux  n°*  51  et  58  relative- 
ment aux  bielles  et  manivelles  simples. 

71.  Considérant , par  exemple,  le  cas  où  la  puissance  F , sup- 
posée constante,  n’agit  que  pendant  une  demi-oscillation  ascen- 
dante du  piston,  ou  pendant  que  la  manivelle  décrit  le  demi-cercle 
situé  à droite  de  la  verticale  du  centre  de  rotation  A,  nommant  h 
la  hauteur  de  course  du  point  F,  correspondante  à l'angle  a,  dé- 
crit par  cette  manivelle,  à partir  de  sa  position  supérieure,  enfin 
h'  la  hauteur  totale  de  cette  course,  qui  différera  en  général  très- 
peu  de  2 b , la  quantité  de  travail  développé  par  la  force  F dans 
une  révolution  entière  sera  mesurée  par  le  produit  FA’,  d’après 
quoi  son  bras  de  levier  moyen  (51)  rapporté  à l’axe  A aura  pour 

valeur  et  l’effort  moyen,  qui  pourrait  la  remplacer  et  produire 
le  même  travail  à chaque  révolution  entière,  s’il  était  appliqué 
tangcntiellement  à la  circonférence  décrite  par  l’extrémité  B de  la 

manivelle,  sera  —F. 

2*6 

Or,  selon  qu’il  s’agira  des  considérations  statiques  du  Pi°  51  et 
suivants  ou  des  considérations  dynamiques  des  N"*  58 , 59  et  60,  on 
aura  à rechercher  les  maximum  et  minimum  du  moment  virtuel 

Fdh=f^-da 

c’est-à-dire,  le  produit  F^-  qui  représente  ici,  en  quelque  sorte , 

le  moment  de  la  force  constante  F,  ou  bien  il  s’agira  de  trouver  les 
positions  du  système  pour  lesquelles  l’excès  du  travail  de  l’effort 

moyen  F sur  le  travail  effectif  de  la  puissance  F atteint  son 

maximum  et  son  minimum;  ce  qui  arrive  nécessairement  aux  ins- 
tants  pour  lesquels  ces  forces  sc  faisant  équilibre,  leurs  quantités 
de  travail  instantanées  sont  égales,  de  sorte  qu’on  a 

ls-FW«-FdA  = e,ou-17— g-=e. 

Procédé  graphique  pour  trouver  le  plus  grand  ou  le  plus  petit  écart 
du  moment  et  du  travail  variable  de  la  puissance  sur  son  moment 
ou  son  travail  moyen. 

72.  Ainsi  donc,  dans  le  premier  cas,  on  aura  à rechercher 
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la  position  du  système  qui  répond  à la  plus  petite  et  à la  plus 
grande  des  valeurs  de  la  fonction  , et  dans  la  deuxième  celles 
pour  lesquelles  cette  même  fonction  devient  égale  au  nombre  donné 

t* 

ai  ’ Pr°btème  dont  la  solution  est  on  ne  peut  plus  facile  à l’aide 

des  données  de  la  figure  et  en  construisant  une  courbe  unique 
ayant  pour  abcisses  les  différentes  valeurs  de  u’  ou  DO’  et  pour 

ordonnées,  les  valeurs  correspondantes  de  que  l'on  construira 

très-facilement,  en  portant  la  grandeur  de  u=AO  de  D en  U,  sur 
la  direction  de  DE  et  menant  la  parallèle  UV  à O’EF,  qui  donnera 
sur  DO’  le  segment 


Les  valeurs  de  u et  u',  qui  satisfont  à la  question , étant  ainsi 
trouvées , on  déduira  immédiatement  le  plus  grand  et  le  plus  petit 

des  écarts  du  moment  moyen  sur  le  moment  variable  F.  = F.DV 


ou  du  travail  moyen  ^ a sur  le  travail  variable  Th  de  la  force  F 


supposée  constante,  etc. 

Il  est  évident  que  la  question  ne  serait  pas  beaucoup  plus  dif- 
ficile à résoudre , si  F variait  avec  h , suivant  une  loi  donnée,  par 
le  tracé  d’une  courbe , par  exemple,  car,  les  valeurs  des  quantités 


de  travail^FdA.y 


Fda  seraient  alors  immédiatement  données  par  le 


théorème  de  quadrature  mentionné  au  n°  9 (1™  section). 


DU  JOINT  BRISÉ  Oü  UNIVERSEL. 


Description  de  l'appareil. 

73.  Le  joint  brisé  ou  universel  a pour  objet  de  transmettre  le  mou- 
vement de  rotation  d’un  axe  à un  autre , qui  le  rencontre  sous  un 
angle  quelconque,  plus  grand  que  l'angle  droit;  il  est  ordinairement 
composé  d’un  croisillon  (fig.  24)  ou  d’une  boule  de  métal  portant 
deux  axes  rectangulaires  et  qu’on  interpose  entre  les  mâchoires 
qui  terminent  vers  leur  point  de  rencontre  , les  deux  axes  propo- 
sés. Ce  mécanisme  est  principalement  employé  eu  Hollande  pour 
transmettre  le  mouvement  des  moulins  à vent  aux  axes  inclinés 
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de»  vis  d'Archimède  qui  servent  pour  les  épuisements.  Sou  principal 
avantage  consiste  dans  la  faculté  qu’il  offre  de  pouvoir  changer  à 
volonlé,quoiqu’entre  des  limi les  données  l’angle  des  axes  de  mouve- 
ment. Généralement,  on  n'en  fait  usage  que  pour  les  machines  peu 
puissantes;!  cause  de  l'irrégularité  du  mouvement , qu’il  occasionne  et 
de  l’énorme  pression  ou  résistance  que  supportent  les  axes  des 
croisillons,  dont  les  bras  sont  toujours  fort  jictits,  par  rapport  aux 
rayons  des  roues  d’angles,  qu’on  leur  substitue  ordinairement. 

Prenons  (lig.  25)  pour  plan  horizontal  celui  des  deux  axes  de  ro- 
tation donnés  CL  et  CM  ; soient  DD’ , EE’  les  projections  sur  ce 
plan,  des  cercles  respectivement  décrits  par  les  extrémités  des 
axes  des  croisillons  et  qui  sont  perpendiculaires  aux  axes  CL  et 
CN;  concevons  la  sphère  qui  contient  à la  fois  ces  cercles,  et  soient 
pour  une  position  quelconque  du  système  A et  A’,  B et  B’  les 
projections  de  celles  des  extrémités  dont  il  s’agit  , qui  sont 
diamétralement  opposées  entre  elles  sur  les  cercles  DD’,EE’;  le 
grand  cercle  qui  appartient  à ces  extrémités  formera  avec  les  pré- 
cédents, le  triangle  sphérique  ABC,  dont  les  côtés  AB  et  AC  fi- 
xent entièrement  la  position  des  extrémités  supérieures  B et  C des 
croisillons,  par  rapport  à l’intersection  C des  cercles  DD’,EE’  ou 
celle  des  rayons  CA  et  CB,  par  rapport  à la  verticale  qui  répond 
au  point  de  rencontre  des  axes.  Or,  AC  étant  considéré  comme 
l’arc  du  grand  cercle  décrit  par  l’extrémité  B,  à partir  du  point 
A,  BE  complément  de  CB  devra  être  considéré  comme  l’arc  décrit 
simultanément  par  l’extrémité  B,  à partir  de  E,  ou  de  la  position 
horizontale  du  rayon  CB,  correspondante  à la  position  verticale 
C du  rayon  CA. 

Relation  entre  les  angles  décrits  par  les  croisillons. 

74.  Nommant  donc  a et  j3  les  angles  au  centre  des  arcs  BE  et  AC, 
ces  angles  seront  précisément  ceux  que  décrivent  simultanément 
les  rayons  CB  et  CA,  autour  des  axes  CL  et  CM,  auxquels  il 
sont  respectivement  perpendiculaires  et  si  l’on  nomme  en  outre, 
C l’angle  MCL=ACB  de  ces  deux  axes,  on  aura,  par  le  triangle 
sphérique  ABC,  dans  lequel  AB,  équivaut  à un  quadrant  et  BC  au 
complément  de  BE 

tang  y.  -f  cos  C tang  ;3  = e. 

On  arrivcau  même  résultat, en  observantque,  si  l’on  porte  deB, 
en  a,  sur  le  grand  cercle  EE’  un  arc  Bo  = BA  équivalant  au 
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quadrant,  l’arc  du  grand  cercle  A a sera  perpendiculaire  sur 
Ca=BE=a,  de  sorte  que,  si  l’on  nomme  I l’angle  ACa,  supplé- 
ment de  C,  on  aura,  dans  le  triangle  ACa, 

tang  *=cos  I tang  /3. 

Or,  cela  démontre  que  les  angles  a.  et  0,  décrits  simultanément 
autour  des  arcs  CL  et  CM,  sont  précisément  ceux  que  décriraient, 
à partir  de  la  position  verticale  en  C,  deux  rayons  CA  et  ca  dont 
l’un  serait  la  projection  octhogonale  de  l'autre  sur  son  propre  plan 
de  mouvement,  propriété  remarquée  par  MM.  de  Bétancourt  et 
Bréguet,  qui  l’ont  démontrée  dans  un  mémoire  présenté  à l’Institut 
de  France  et  l'ont  appliquée  à leur  système  de  télégraphe. 
Différentiant  la  dernière  des  relations  ci-dessus,  elle  donnera 

(/*  cos  1 cos*a 1 — sin*  I cos«a  cos  I 

<M  cos’  /3  cos  I 1 — sin*  I sin*  ,3 

pour  le  rapport  des  vitesses  de  rotation  des  axes  MC  et  LC,  qui 
est  aussi  le  rapport  inverse  des  forces  qui,  agissant  avec  le  même 
bras  de  levier,  se  feraient  mutuellement  équilibre  autour  de  ces 
axes  respectifs. 

On  voit  ici  que  les  valeurs  de  ce  rapport  peuvent  varier  dans 
une  étendue  comprise  depuis  cos  I jusqu’à  •— j et  que  l'action  sera 

d’autant  plus  régulière  que  l’angle  I approchera  davantage  de  zéro. 
D’ailleurs  on  peut  se  proposer  les  questions  analogues  à celles 
que  nous  avons  résolues  (51  et  58),  dans  le  cas  des  manivelles. 

Recherche  de  r effort  et  des  quantités  de  travail  variables  ou 
moyennes,  etc.,  transmis  à l'un  des  arbres  par  l'autre. 

75.  Supposons,  par  exemple,  l’axe  LC,  qui  décrit  les  angles  fi, 
sollicité  par  une  puissance  constante  F,  agissant  à l’extrémité  du 
bras  de  levier  R,  qui  sera,  si  l’on  veut,  le  rayon  d’une  roue,  on 
aura  1°  pour  l’effort  variable  transmis  à l’autre  axe 

F rf/3  F cos  l 

dx  1 — sin*  I cos*a  ’ 

2"  pour  la  quantité  de  travail  instantanée  de  cet  effort 


FR  cos  I if* 

4 — sm*I  ras  "a  * 
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3"  enfin , pour  lu  quantité  de  travail  totale  imprimée  dan*  toute 
l'étendue  de  l’angle  a 


FRcosIrf* 

I — sin'lcos** 


FRarc(tang^Sf) 


prenant  l’axe  a—  2c,  il  est  clair  que  la  quantité  de  travail  relative 
à une  révolution  entière  de  l’arbre  MC  sera  F2*R;  donc  ici  l'effort 
moyen , qu’il  faudrait  appliquer  à une  roue  de  rayon  R,  montée  sur 
cet  arbre,  aura  précisément  pour  valeur  F;  ou  si  l’on  veut,  R est 
le  bras  de  levier  moyen  (51)  de  la  puissance  constante  F supposée 
appliquée  à ce  même  arbre  et  par  conséquent 


FM  a 


Fit  cos  \dx 
1 — sin*  1 cos*« 


cos  I ) 

1— sin*  1 cos*  4 


FR*- FR  arc  (tang  = )*=F2ttR  j~-arc.  tang='*-"?f  j 


expriment  les  écarts  respectifs  des  quantités  de  travail  instanta- 
nées et  totales,  par  rapport  à celles  que  produiraient  l’etfort  moyen- 
F,  pour  le  même  angle  oc,  décrit  par  l’arbre  MC;  ce  qui  donne  pour 
la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  du  premier  de  ces  écarts 


FRdo^côs'f  — l) . FRda^  l — cosl)  respectivement. 


Quant  au  second  de  ces  écarts , il  devient  nul  à la  fois  pour 

a=5,  a=ÿr,  a—it , o=2t;<^*  et  il  atteint  ses  plus  grandes 

valeurs  positives  ou  négatives  dans  les  quatre  positions  intermé- 
diaires du  système,  déterminées  par  l’équation 

dj«-arc(tang=^j cosl 

da  1 — sin2Icos2a 


qui  donne, 

cos o=±  V*  cos* , tanga=>±\  cos  G 
sinl 

et  par  conséquent,  pour  les  valeurs  de  maximum  de  l’écart  de- 
mandées. 
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Appréciation  des  plus  grands  efforts  et  des  irrégularités  d'action, 
auxquelles  donne  lieu  le  joint  universel. 

7G. Supposant, parexemplc,  I=lo",  ou  cosl=sinI=)\/2-0,707l, 
ce  qui  a lieu,  à peu  près,  dans  le  cas  de  la  vis  d’Archimède,  on 
trouvera  pour  la  mesure  du  plus  grand  et  du  plus  petit  des  écarts 
de  la  quantité  de  travail  instantanée  sur  la  moyenne,  ou  du  bras 
de  levier  et  de  l’effort  variable  par  rapport  à leur  valeur  moyenne 
— 1=0,7071,  1 — cos  1=0,2929,  ce  qui  répond,  comme  on 
voit,  à des  variations  d’action  considérables,  et  prouve  que  les 
axes  des  croisillons  peuvent  éprouver  momentanément  de  très- 
grans  efforts  répondant  aux  arcs  a=s,  a=-,  a=S~  [f^. 

Mais  ou  ne  doit  pas  conclure,  pour  cela,  que  les  écarts  du  tra- 
vail total  ou  de  la  vive  force,  qui  lui  correspond,  par  rapport  à leur 
valeur  moyenne  soient  eux  mêmes  très-grands  : en  effet  la  dernière 
des  formules  ci-dessus  donne,  pour  les  nombres  qui  mesurent  cet 
écart , 0,02191  répondant  à l’angle  a=40°-j-3’-j-40”,  dont  la  tan- 
gente — -f-\/('0sI= — 0,8409  ; -|-0,02494  répondant  à l’angle 
a = 1 39” 4~ tH 20” > supplément  du  précédent,  et  dont  la  tan- 
gente =— •'tycosl  = — 0,8409  ; — 0,02494,  répondant  à l'angle 
1 80°-f-40" + 3’  -f  40”=220»+3’-f  40” ; enfin  -fO, 02494, répondant 
à l’angle  560'’ — (40"-J-ô’-f-  $0”)=319“50’ — 20”.  Ces  écarts  sont 
comme  on  le  voit,  moindres  que  ceux  qui  ont  été  trouvés  (62) 
pour  la  manivelle  à double  effet. 

APPLICATIONS  PARTICULIÈRES  DE  LA  TnÉORIK  DUS  VOLANTS. 

Impossibilité  de  découvrir  une  règle  gui  soit  applicable 
à l'établissement  de  touteespèce  de  volant. 

77.  D’après  les  principes  généraux  exposés  au  n°  39  ( t "'section)  sur 
la  théorie  des  volants,  il  est  facile  devoir  qu’on  ne  saurait  trouver  une 
formule  unique,  qui  put  servir  à calculer  leurs  dimensions  dans  tous 
les  cas  ; et,  à cet  égard,  il  est  impossible  d’admettre  les  règles  uni- 
verselles que  quelques  auteurs  praticiens  ont  cherché  à établir. 
Chaque  genredistincl  d’irrégularité  d’action  des  puissances  et  des 
résistances,  en  exigera  une  en  particulier,  et  la  théorie  des  volants  ne 
sera  complète,  pour  la  pratique,  que  lorsqu’on  l’aura  appliquée  à 
chaque  cas  spécial  : ainsi  le  volant  d’une  scierie  ne  peut  être  cal- 
culé comme  celui  d’une  machine  à vapeur,  d’un  laminoir  etc.  C’est 
pourquoi  nous  nous  bornerons  à montrer  par  quelques  exemples 
simples,  relatifs  aux  systèmes  à manivelles,  la  manière  dont  on  doit, 

16 
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dans  chaque  cas,  procéder  à la  solution  de  la  question;  niais  com- 
me cette  solution  ne  laisserait  pas  que  d’être  fort  compliquée,  si 
l’on  voulait  avoir  égard  à toutes  les  circonstances  du  mouvement 
et  à ce  qui  se  passe  dans  toute  l’étendue  des  machines,  nous  devons 
présenter  ici  quelques  réflexions  propres  à faire  éviter  des  difficul- 
tés de  calcul  qui  seraient  souvent  sans  objet  pour  le  but  qu’on  se 
propose  dans  l’établissement  des  volants. 

Simplification  qu'il  est  permis  d'apporter  dans  beaucoup  de  cas 
au  calcul  des  volants. 

78.  D’abord,  on  doit  admettre  en  principe  ce  qui  a été  dit  au 
n°  59  (tr*  section) , que  le  volant  est  placé  le  plus  près  possible  de 
la  force,  qui  exerce  des  actions  irrégulières,  et  doit  assurer  l’uni- 
formité du  mouvement  indépendamment  de  l’inertie  des  pièces  de 
rotation  quiluisuccèdentdu  côté  opposé  à celte  force;  car  sans  cela , 
ces  pièces  pourraient  être  soumises  à des  alternatives  d'action  nui- 
sibles ou  dangereuses. 

l'insuite  , on  remarquera  que  les  résistances  passives  , quelle 
qu’en  soit  la  nature , introduisant  dans  l’équation  des  forces  vives 
du  n"  38  (ibid)  des  termes  qui  ne  peuvent  entrer  que  positivement 
dans  le  premier  membre  relatif  à ces  forces  vives  et  négativement 
dans  l’expression  de  S,  elles  auront  pour  effet , dans  beaucoup  de 
cas,  de  diminuer  les  plus  grands  écarts  de  la  vitesse  ou  la  valeur 
qu’il  serait  nécessaire  de  donner  au  moment  d’iuertie  du  volant , 
si  ces  circonstances  n’avaient  pas  lieu,  en  d’autres  termes,  elles  ten- 
dront , par  elles-mêmes  , à régulariser  le  mouvement  en  remplis- 
sant ainsi  les  fonctions  de  frein,  et  par  conséquent  en  les  négligeant 
dans  de  pareilles  circonstances , on  sera  certain  d’obtenir,  pour  le 
volant,  desdimensions  plus  que  suffisantes. 

D’ailleurs,  il  arrive  presque  toujours  que  les  résistances  passives 
les  plus  influentes  font  partie  intégrante  de  la  puissance  motrice  ou 
de  la  résistance  active,  ou  peuvent  être  comprises  dans  les  mêmes 
termes  de  l’équation  des  forces  vives,  de  sorte  qu’on  peut  sansincon- 
véniens,  négliger  la  considération  des  résistances  passives  intermé- 
, diaires,  en  tenant  compte  seulement  de  leurs  valeurs  moyennes  ou 
des  quantités  de  travail  qu'elles  produisent  dans  chaque  révo- 
lution de  la  machine  , c’est-à-dire,  en  ajoutant  ces  valeurs  moyen- 
nes à la  puissance  ou  à la  résistance  active. 

Enfin,  dans  d’autres  cas  très  compliqués  , où  l'on  aura  à consi- 
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dcier  des  pièces  à mouvement  alternatif,  on  se  verra  contraint  de 
négliger  l’influence  de  l’inertie  de  quelques-unes  ou  de  la  totalité 
de  ces  pièces,  en  ne  tenant  ainsi  uniquement  compte  que  de  l’irré- 
gularité d’action  même  de  la  puissance  et  de  la  résistance,  ou  bien 
on  sera  obligé  de  faire  quelque  supposition  qui  tende  à simplifier 
l’état  variable  du  mouvement  de  la  machine  , comme  il  arriverait 
pour  les  appareils  des  n»*  63  et  08  (Gg.  21  et  22),  si  l’on  supposait 
la  bielle  BC  sensiblement  verticale,  et  la  puissance  F immédiate- 
ment appliquée  à l’extrémité  du  bras  DE  du  balancier,  ce  qui  s’é- 
carteassez  peu  de  la  réalité,  dans  les  cas  ordinaires,  où  les  longueurs 
de  cette  bielle  et  de  ce  bras  sont  environ  3 fois  celui  de  la  mani- 
velle AB. 


Dispositions  les  plus  ordinaires  des  volants. 

79.  Pour  satisfaire  autant  qu’il  est  possible  aux  conditions  in- 
diquées n°  39  , on  compose  ordinairement  les  volants  d’un  anneau 
en  fonte  (Gg.  26)  relié  à l’axe , au  moyen  de  bras,  de  même  ma- 
tière, ou  en  fer,  ou  en  bois  , qui  s’assemblent  sur  un  noyau  com- 
mun , monté  sur  la  partie  carrée  de  cet  axe  et  auxquels  on  donne 
ordinairement  cinq  fois  la  longueur  du  rayon  de  la  manivelle  qu’il 
doit  mener.  Presque  toujours  l’anneau,  dont  il  s’agit,  reçoit  une 
section  rectangulaire  à laquelle  on  donnequelqucfoisaussi.de 
même  qu’aux  bras,  une  forme  elliptique  allongée,  dans  la  vue  de 
diminuer  la  résistance  de  l’air  ; mais  nous  ne  connaissons  aucune 
expérience  qui  mette  en  état  d’apprécier  cette  résistance  dans  le 
cas  dont  il  s'agit,  et  il  est  même  douteux  que,  vu  la  continuité  de 
l'anneau  et  la  succession  rapide  des  bras  dans  un  même  espace , 
l’inertie  des  molécules  de  l’air,  ou  plutôt  la  forme  des  bras  et  de 
l’anneau , joue  un  si  grand  rôle , que  s’il  s'agissait  de  surfaces 
complètement  isolées.  Enfin,  dans  des  machines  peu  puissantes  , 
on  se  contente  souvent  de  placer  à l'extrémité  de  bras  en  fer, 
amincis  dans  le  sens  du  mouvement,  des  masses  métalliques,  aux- 
quelles on  donne  la  forme  lenticulaire , toujours  dans  la  vue  de  di- 
minuer la  résistance  de  l’air;  mais  ces  derniers  dispositifs  doivent 
être  proscrits  à cause  des  dangers  qu’ils  présentent. 

Expressions  approximatives  et  simplifiées  du  moment  d'inertie  et  de 
la  force  vive  des  volants. 

80.  Quoiqu’il  en  soit,  il  sera  toujours  facile,  au  moyen  des 
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régies  posées  à la  lin  de  cette  section , de  trouver  le  moment  d'i- 


nertie 


h 


dm  et  la  force  vive  «•  (r*dm 


(36)  d’un  pareil  système. 


Considérons,  en  particulier  , le  cas  des  volants  à anneau  continu  , 
et  nommant  P’  le  poids  de  cet  anneau  , R , son  rayon  moyen  , v 
sa  vitesse  à l’extrémité  de  R ,j=9ra,809  la  vitesse  qui  mesure  la 
gravité  en  chaque  lieu  , on  aura  très-approximativement 


j r^dm^-  R*  et  j 


r*  dm  ■ 


P’ 


R*= 


P’ 


Quant  aux  bras,  si  on  nomme  P”  leur  poids  total,  on  pourra , d’après 
les  mômes  règles,  prendre  très-approximativem‘.yr2dm=0,323y  R*, 

/P-  p” 

r*dm=0, 325  — w’R*, =0,323  -jpf  ; ce  qui 
donne , pour  la  force  vive  totale  du  volant 
(P’+0,325P'V 

9 


que  nous  représenterons  simplement  par  — v‘,  soit  qu’on  veuille 
tenir  compte  ou  non  du  moment  d’inertie  des  bras,  qui,  au  sur- 
plus, ne  saurait  guère  surpasser  le  g ou  le  ^ de  celui  de  l’anneau 
entier. 


Recherche  du  moment  total  des  forces  qui  naissent  de  la  variation 
du  mouvement  du  volant  et  tendent  à en  rompre  les  bras. 

8t.  Le  volant  est  principalement  expos»;  à l’action  de  la  force 
centrifuge, qui  tend  à séparer  violemment  les  bras  et  les  segmens 
dont  se  compose  l’anneau  , et  à l’action  de  la  force  motrice  ou 
d’inertie  qui  nait  de  la  variation  instantanée  du  mouvement  de  rota- 
tion et  tend  principalement  à rompre  les  bras  à leur  encas- 
trement près  de  l’arbre  et  de  l’anneau.  L'appréciation  de  l’une  ou 
l’autre  de  ces  actions  peut  être  soumise  à un  calcul  rigoureux  , 
quand  la  constitution  de  la  machine,  à laquelle  le  volant  se  trouve 
appliqué,  est  bien  connue. 

Conservant  toujours  les  mômes  dénominations,  on  observera  que 
— — dm=<u‘rd/n, est  l'expression  delà  force  centrifuge  d’un  élément 

de  masse  dm  , situé  à la  distance  r de  l’axe  , tandis  que  rdm  , 
pris  abstraction  faite  du  signe,  est  celle  de  sa  force  motrice  ou  di- 
nertic  tangcnticlle  (n«  14  lrt  scct.)  dont  le  moment  par  rapporta 
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l'axe,  a ainsi  pour  valeur  - - r-dm,  ce  qui  donne,  pour  calculera 

Ul, 

un  instant  assigné , la  force  totale  X , qui , agissant  à l’extrémité 
du  rayon  moyen  R , de  l’anneau  , ou  suivant  sa  circonférence 
moyenne , serait  capable  de  faire  équilibre  à l’action  des  forces 
qui  naissent  de  la  variation  instantanée  du  mouvement  de  rotation 
l’expresion  (80) 


X 

r 


1 

li 


±L/r.dm=i 

dtj  K 


<h)  (P’-j-0,ri2HP") 
dt  g 


d',)  PB 

Ri*3TT* 


en  considérant  toute  la  masse  du  volant  et  des  bras. 

En  assimilant  cette  force  à un  étroi  t de  torsion , agissant  pour 
rompre  les  bras  à leur  encastrement , avec  une  énergie  mesurée 


par 


le  moment^- il  sera  facile  d’appliquer  les  principes  de 


dt 


la  théorie  de  la  résistance  des  solides  Q à la  partie  de  la  question 
qui  nous  occcupe , quand  on  aura  trouvé,  pour  le  système  formé 
par  l’arbre  du  volant,  et  des  pièces  qui  donnent  lieu  à l’irrégula- 
rité du  mouvement,  le  maximum  de  la  valeur  qui,  pour  un  ins- 
tant où  une  position  quelconque,  sera  donnée  (n°‘  37  et  38  de  la 
, tr*  section)  par  l’équation 


(A+B)  «du = (A+B) ~tda=  Fdf-Qdq - =d  S; 


A désignant  ici  spécialement  la  somme  des  moments  d'inertie  des 
pièces  à mouvement  de  rotation  continu,  qui  font  partie  de  l’arbre 
du  volant;  B une  somme  analogue  relative  aux  pièces  oscil- 
lantes du  système  et  dont  on  pourra  obtenir  la  valeur,  en  fonction 
de  l’angle  a décrit  par  l’arbre  dont  il  s’agit , à l’aide  des  consi- 
dérations exposées  dans  les  n“‘  66  et  suivants;  enfin  F représen- 
tant, si  l’on  veut,  la  puissance  à action  variable,  Q la  résistance 
constante  qui  agit  sur  la  roue  motrice  de  l’arbre  du  volant  etc.  De 

là  on  tirera  pour  calculer  — 


de 

Ht 


rg-oS-tf/ 

A-fB 


O Voyez  le  résume  des  leçons  données  à l'École  des  Ponts  et  Chaussées  , 
sur  l'application  de  la  (mécanique  aux  constructions  etc.,  par  M.  Navier,  Paris 
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Les  quantités  qui  entrent  dans  cette  expression  , étant  toutes 
ou  constantes,  ou  fonctions  de  l’angle  a,  qui  fixe  la  position  du 
système , on  n'aura  plus  qu’à  rechercher  son  maximum  par  les 
méthodes  ordinaires  ou  par  des  procédés  analogues  à ceux  des 
uM  CG  et  suivants , déjà  cités , pour  obtenir  celui  de  la  force  d’i- 
nertie totale  X,  qui,  dans  le  cas  d’un  choc  ou  changement  brusque 
quelconque  de  vitesse,  pourra  acquérir  une  grande  intensité,  dont 
les  effets  devront  être  appréciés  d’après  les  principes  qui  seront 
exposés  dans  la  cinquième  section  de  ce  cours. 

Recherche  de  la  vitesse  limite  que  peuvent  recevoir  les  volants 
eu  égard  à Faction  de  la  force  centrifuge  sur  leur  anneau 
supposé  d'une  seule  pièce. 


82.  Relativement  à l’action  particulière  de  lu  force  centrifuge  , 
on  remarquera  qu’il  peut  se  présenter  plusieurs  modes  de  rupture 
selon  le  genre  de  construction  adopté. 

En  premier  lieu,  si  l’on  suppose  l’anneau  d’une  seule  pièce, 
et  qu’on  le  considère  comme  soumis  uniquement  à l’action  de  la 
force  centrifuge,  qui  tend  à en  refouler  les  parties,  du  dedans  au 
dehors,  en  les  distendant  dans  le  sens  de  la  couronne,  on  aura  , 
d’après  les  théories  connues,  en  nommant,  de  plus  , e l’épaisseur 
de  cette  couronne  ou  la  différence  de  ses  rayons,  et  T la  limite  des 
efforts  que  l’on  veut  faire  supporter  aux  parties  extérieures  de 
l'anneau,  sur  le  mètre  carré  de  surface , 


1 + 


t «■ 

12  Rf 


14--- 

t2H 


pour  exprimer  les  conditions  de  l’équilibre  de  cet  anneau,  abs- 
traction faite  de  l’action  de  la  pesanteur  et  de  la  résistance  des 
bras. 

On  prendra  seulement  pour  la  fonte  douce  T«=-  5000000S 

et  pour  le  fer  malléable T=i2000000k 

afin  d’étre  certain  que  l’élasticité  de  la  matière  ne  soit  pas  altérée. 

1853  , ou  la  lithographie  du  cours  de  M.  l’ers  y , à l’École  d’Application  de 
Metz.  Nous  ferons  remarquer  à ce  sujet , que  comme  les  bras  se  trouvent  en- 
castres aux  deux  bouts  , il  conviendra  d égaler  le  moment  de  la  puissance  à 
la  somme  des  résistances  qui  agissent  aux  deux  encastrements  , tout  en  con- 
servant à celte  puissance  un  bras  de  levier  égal  à la  longueur  de  ces  bras.. 
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Supposons  d’ailleurs  que  l’épaisseur  «de  l'anneau  soit  très-petite 
par  rapport  au  rayon  , comme  cela  a toujours  lieu  , la  relation 
ci-dessus  deviendra  simplement 

-si’  R*=?  »S=T  d’où  n,  —K\g T- 

ce  qui  indique  qu’il  existe  une  limite  absolue  de  la  vitesse  moyenne 
t>,  qu'il  n’est  pas  permis  de  dépasser  quel  que  soit  le  mode  de  cons- 
truction adopté.  Prenant,  pour  la  fonte  douce,  n=7  100'*  on  trou- 
vera e,=Glm.38  par  seconde.  La  vitesse  limite  sera  presque 
double  pour  un  anneau  en  fer  forgé  et  bien  soudé. 

Force  nécessaire  aux  bras  des  volants  et  à leurs  brides  pour 
résister  à raction  de  la  force  centrifuge. 

83.  Si  le  volant  est  composé  de  plusieurs  segmens  (fig.  27),  re- 
tenus à leurs  extrémités  par  les  bras , il  faudra  décomposer  les 
forces  centrifuges  des  cléments  de  l’un  quelconque  de  ses  segmens, 
en  deux  autres  agissant,  à scs  extrémités,  suivant  la  direction 
moyenne  desbras  correspondants;  faire  la  somme  de  ces  composantes 
et  en  doubler  la  valeur  pour  obtenir  la  force  qui  tend  à rompre 
chaque  bras  ou  la  bride,  qui  l’unit  à la  jante , force  à laquelle  on 
pourra  d’ailleurs  ajouter  le  poids  de  cette  jante,  pour  tenir  compte 
de  l’action  de  la  gravité  sur  la  partie  inférieure  de  la  couronne. 

La  décomposition  dont  il  s’agit  sera  d’ailleurs  beaucoup  facilitée 
par  le  principe  suivant  très-aisé  à établir  : « Si  un  corps  tournant 
autour  d’un  axe  fixe , est  décomposalile  en  tranches  planes  infini- 
ment minces  perpendiculaires  à cet  axe  et  dont  les  centres  de 
gravité  sontsitués  sur  unedroite  qui  luiest  parallèle,  le  corpsayant 
d’ailleurs  une  forme  et  une  situation  quelconque,  ou  sur  une  ligne 
quelconque  comprise  toute  entière  dans  un  plan  passant  par  cet 
axe , le  corps  étant  alors  divisé  symétriquement  par  un  certain 
plan  perpendiculaire  à ce  même  axe  et  qui  en  contient  le  centre 
de  gravité , la  force  centrifuge  de  ce  corps  est  la  même  que  si 
toute  sa  masse  était  concentrée  en  son  centre  degravité.»  (’)  Ainsi  G 


O La  démonstration  de  ce  principe  est  fondée  sur  des  considérations  ana- 
logues à celles  qui  se  trouvent  exposées  dans  la  lithographie  du  cours  de  mé- 
canique faite  en  1828  et  182!>,  aux  ouvriers  de  la  ville  de  Metr  , n"  60  , 
pages  i.'i  et  4C>. 


Digitized  by  Google 


— lis  — 


1>> 

«■tant  le  centre  de  gravité  du  segment  AB,  — son  poids , sa  force 
centrifuge  sera  dirigée  suivant  CG  et  aura  pour  intensité 


t- w*.CG  — * o>-. 


2sin5a 


«J  '9  a 

3 étant  l’arc  qui  mesure  l’angle  ABC  des  bras  dans  le  cercle  dont 
le  rayon  est  l’unité. 

On  aura  donc,  pour  la  force  qui  tend  à faire  sortir  la  jante  de 
son  encastrement  en;  A ou  B,  en  la  tirant  suivant  la  direction  du 
bras  correspondant  CA  ou  CB, 


, sin'-iaRi  P 
4to*-  -?  — 

asinacÿ 


t \ asinag  1 


en  ajoutant,  comme  on  l'a  dit,  le  poids  d’une  jante  à l’action  de 
la  force  centrifuge.  Mais  comme  les  différentes  parties  des  bras 
sont  elles  mêmes  sollicitées  par  l’action  de  la  force  centrifuge , on 
fera  bien  d’avoir  égard  à cette  circonstance  , pour  déterminer  la 
section  de  plus  facile  rupture  de  ces  bras  et  des  liens  ou  brides 
qui  les  unissent  aux  jantes,  s'il  arrivait  qu’on  n’eut  pas  augmenté, 
dans  un  rapport  convenable , leur  grosseur  en  allant  de  la  circon- 
férence au  centre. 


Cas  où  F anneau  d'un  volant  serait  assez  fortement  maintenu  par 
les  bras  et  ks  brides  pour  ne  rompre  que  par  rotation  aux  points 
de  jonction  de  ces  brides. 

84.  Enfin  , on  remarquera  que  la  rupture  de  l’anneau  peut  aussi 
s’opérer , du  dedans  vers  le  dehors,  par  le  milieu  de  chaque  jante 
du  segment  distinct  AB , qu’on  devra  alors  considérer  comme  une 
pièce  posée  simplement  sur  deux  appuis  inébranlables  à scs  ex- 
trémités, si  les  jantes  sont  détachées  entre  elles , ou  comme  soli- 
dement encastrée  à ces  mêmes  extrémités,  si  l'anneau  est  d’un 
seul  morceau , la  question  consistant  alors  à égaler  le  moment  de 
la  force  centrifuge  totale,  par  rapport  au  point  de  rotation  A ou 
B des  parties  de  la  jante,  à ceux  des  forces  de  cohésion  qui  s’op- 
posent à cette  rupture,  ainsi  qu’enseigne  à le  faire  la  théorie  de  la 
résistance  des  solides.  (*) 


(")  Vnyrz  li  s nmragrs  ilcjà  cités  île  MM.  Xavier  et  Persv. 
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Opinion  de  Tredgold  relative  à la  solidité  des  anneaux  et  des  bras 
des  volants. 

83.  Solon  Tredgold  (*)  dos  bras  en  fer  fondu  ne  résisteraient  pas 
à l’effet  occasionné  par  un  arrêt  subit  d’un  volant  ayant  une  jante 
de  même  poidsqu’eux,  et  mu  avec  une  vitesse  de  3ra,5  par  seconde  ; 
si  la  vitesse  doit  excéder  •4"',  par  seconde,  il  conviendrait  d’em- 
ployer des  bras  en  fer  malléable  et  une  vitesse  de  lO01  à la  circon- 
férence serait  à peu  près  l’extrême  limite  que  comporterait  un 
volant,  même  quand  l’anneau  serait  en  fer  ductile;  enfin  Tred- 
gold  ne  pense  pas  qu’il  soit,  en  aucun  cas,  prudent  d'excéder  la 
vitesse  de  a”, S.  Mais  ces  résultats  pour  lesquels  l'auteur  renvoie  à 
son  essai  sur  la  forcedu  fer  fondu  (art  201),  ne  paraissent  pas  fon- 
dés sur  des  données  bien  exactes;  ils  sont  d’ailleurs  contredits  par 
les  faits,  car  on  voit  souvent  des  volants  de  laminoirs  de  5 à 6"  de 
diamètre  et  qui  sont  assujétis  à de  fréquentes  et  fortes  variations 
de  mouvement,  faire  jusqu’à  60  et  même  90  tours  à la  minute; 
ce  qui  suppose  une  vitesse  de  ta  à 25ra  au  moins  par  seconde.  Lps 
accidens  que  peut  occasionner  la  rupture  des  volants,  doivent  en- 
gager les  constructeurs  à donner  la  plus  sérieuse  attention  au  de- 
gré de  solidité  que  réclament  leurs  différentes  parties,  et  justi- 
fient les  indications  et  développements  que  nous  venons  de  pré- 
senter sur  la  manière  d’apprécier  les  effets  de  la  force  centrifuge 
et  de  l’inertie  dans  cet  appareil. 

Calcul  du  volant  des  manivelles  a simple  ou  a double  effet  , 

DANS  LES  HYPOTHESES  LES  PLUS  SIMPLES. 


Considérations  et  remarques  préliminaires. 

86.  Dans  ce  qui  suit,  nous  nous  proposerons  de  trouver  les  di- 
mensions du  volant  nécessaire  pour  assurer  l'uniformité  du  mouve- 
ment de  l’arbre  d’une  manivelle,  agissant  par  l'intermédiaire 
d’une  bielle  à direction  et  à action  constantes,  conformément  aux 
suppositions  des  n°  30  et  suivants,  et  en  négligeant  ainsi  le  poids 
et  l’inertie  des  pièces  du  système,  qui  possèdent  le  mouvement 
alternatif.  Nous  admettrons  d'abord  avec  M.  N’avier  qui , le  premier , 
a traité  cette  question  dan^  les  Notes  du  loine  1er  de  l'ar- 
chitecture hydraulique  de  Rélidor,  page  388  et  suivantes  , que  l’ac- 
tion de  la  puissance  F (üg.  28)  appliquée  à la  manivelle,  est  em- 


(*)  Traité  des  machines  à vapeur,  traduit  de  M.  Mettre,  page  iâi  et 


suivantes. 


17 
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ployée  ù faire  élever  le  poids  Q par  l’intermédiaire  d’une  roue,  de 
rayon  r montée  sur  l’arbre  de  cette  manivelle  ou  du  volant  et  dont 
nous  négligerons  d'ailleurs  l’inertie;  mais  nous  abandonnerons 
ensuite  cette  hypothèse  particulière , et  nous  simplifierons  plus 
que  ne  le  fait  ce  géomètre  , les  formules  definitives  qui  doivent 
servir  aux  applications  numériques  ou  pratiques. 

Cas  particulier  d'une  manivelle  à simple  effet  sollicité  par  un  poids 

constant. 

87.  Considérant  en  premier  lieu  , le  cas  où  la  puissance  F agit 
seulement  en  descendant  dans  le  demi-tour  ECG,  et  conservant 
toutes  les  dénominations  admises  dans  les  n"1  31  et  suivants,  on 
posera  (40,  sect.  lrc)  l’équation  de  condition 

26F=2-rQ  ou  6F  — rrrQ  , 

pourexprimer  que  les  forces  F et  Q développent  des  quantités  de 
travail  égales  dans  chacune  des  révolutions  de  l’arbre  de  la  mani- 
velle, de  manière  à assurer  la  permanence  du  mouvement  lorsque 
le  système  aura  acquis  la  vitesse  moyenne,  ou  de  régime,  qu’il  doit 
conserver  et  que  nous  représenterons  par  Q. 

Le  moment  de  la  force  F’,  pour  une  position  quelconque  de  la 
manivelle  étant  F b sin  a et  celui  de  y étant  constamment  Qr  , ces 
deux  forces  se  feront  mutuellement  équilibre  dans  les  positions 
de  la  manivelle  pour  lesquelles  F b sin  a=Qr;  ce  qui  donne  , h 

cause  de  F6=î:rQ,  sin  «■=  - =0,3183,  valeur  qui  répond  à deux 

angles  supplémentaires  EAB , EAB’  et  à deux  rayons  AB, AB’  sy- 
métriques par  rapport  au  diamètre  horizontal  GI1. 

Or,  il  est  aise  de  voir  que  la  quantité  de  travail 

F (b — èeosa)  — Qra  livrée,  par  ces  forces,  au  système,  à partir  de 
la  position  verticale  AE  de  la  manivelle,  pour  laquelle  a = s, 
atteindra,  ainsi  que  la  vitesse  et  la  force  vive,  sa  valeur  minima 
en  B et  maxima  en  B’,  puis  décroîtra  constamment  avec  l’une  et 
l'autre,  tant  que  la  manivelle  décrira  l’arc  B’GHB,  au  bout  duquel 
elle  reprendra  les  mêmes  valeurs  ^'auparavant , en  atteignant  sa 
valeur  moyenne  vers  Cet  H;  et  ainsi  de  suite  alternativement, 
puisque  la  quantité  de  travail  imprimée  dans  un  tour  entier,  est 
nulle  en  vertu  de  la  relation  F6  = 7rrQ. 

L’analogie  de  ces  considérations  avec  celles  qui  résultent  de  la 
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discussion  établie  au  n°  30,  paraîtra  évidente  d’ailleurs , si  l'on 
observe  qu’iei  le  système  est  sensé  posséder  une  force  vive  supé- 
rieure, ou  tout  au  moins  égale  au  maximum  2F  (6 — b cos  u )-2Q  n, 
que  peuvent  imprimer  simultanément  les  forces  F et  Q appliquées 
à ce  même  système. 

Maintenant  on  remarquera  que  le  travail  développé  séparément 
par  ces  forces  dans  l’intervalle  BCB’,  étant  BB’.  F -26  cos  a F= 

2 b^j  1 i- F pour  la  première  et  Q.  arc  BCB’=Qr.2  an/cos==— j 

pour  la  deuxième,  celle  qu’elles  auront  simultanément  commu- 
niquée à la  machine  dans  ce  même  intervalle,  aura  pour  valeur 

2^/ 1 6F  —2  arc  |cos=»-?-jrQ 

laquelllc  devra  être  égalée  à la  moitié  de  la  force  vive  imprimée  au 
poids  Q et  au  volant  entre  la  position  du  système  dont  il  s’agit. 

On  aura  donc,  d’après  le  n°  38  de  la  tM  section,  pour  déter- 
P P 

rainer  la  force  vive  ~ Û’R* , ou  — V*  du  volant,  quand  on  se  sera 

donné  le  rapport  n—  ~ qu’on  veut  établir  entre  la  vitesse  moyenne 
et  l’excès  de  la  plus  grande  sur  la  plus  petite  des  vitesses  effectives , 

PV*  -fQfl'r’  =2n/7  1 — - 6F — arc  ^cos  = ~ j rQ ^ . 

ce  qui  revient  à l’équation  donnée  par  M.  Navier  à la  page  300  de 
l’ouvrage  cité.  On  démontrerait  aisément  d’ailleurs,  avec  ce  géo- 
mètre, qu’on  arrive  à un  résultat  équivalent,  en  considérant  ce  qui 
se  passe  dans  la  portion  de  tour  B’HB. 

Recherche  de  la  force  d’inertie  totale  qui  sollicite  les  bras  dans  ce  cas. 

88.  Si  l’on  veut  obtenir  pour  les  hypothèses  actuelles , l’expres- 
sion du  maximum  de  la  quantité  ~ (81)  qui  sert  à calculer  la 
force  qu’il  convient  de  donner  aux  bras  du  volant,  pour  leur  per- 
mettre de  résister  aux  forces  motrices  et  d’inertie,  qui  naissent  de 
la  variation  instantanée  du  mouvement,  on  remarquera  que  la 
quantité  de  travail  développée  sur  le  système,  pendant  qu’il  décrit 
l’angle  du,  est  F6  sin  adu,  de  sorte  qu’on  a généralement  pour  le 
premier  demi-tour, 

du Fji  sin  » — Q r (F6sin« — Qr) 

dt  * \ ~3  PRj-)-  QrJ 
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en  négligeant  toujours  le  poids  et  l’inertie  des  bielles  de  la  niaui- 
velle,  etc.  Or,  cette  expression  acquiert  sa  plus  grande  valeur 

absolue  pour  lu  position  où  l'on  a sin«=l , ou  r,  oc  qui 

donne  pour  son  maximum  la  quantité 

g (Ffc— Qr) 

PR;-f.Qr>'  ’ 

et  pour  la  force  d’inertie  totale  et  maximum  qui  agit  à l’extrémité 
du  rayon  R,  (81). 

X _ <Fft— ' Qr)PR 

Cas  des  manivelles  à double  effet. 

89.  Si  la  force  F agissait  à la  fois  dans  les  deux  demi-tours 
(52  et  61)  on  poserait  alors 

■ifcF  --  2itrQ  ou  26F=~rQ, 

et  toujours  Ffc sin  a — Qr,  pour  déterminer  les  positions  d’équilibre  _ 
évidemment  au  nombre  de  deux , dans  chaque  demi-tour , et  symé- 
triques par  rapport  aux  diamètres  CH  et  KG,  de  sorte  que  la 
vitesse  et  la  force  vive  seraient  les  mômes  pour  les  points  B,B'  et 
ceux  qui  leur  sont  diamétralement  et  respectivement  opposés  dans 
le  demi-cercle  E1IG.  On  n’aura  donc  encore  à s’occuper  que  de  ce 
qui  arrive  dans  le  premier  demi-tour  ECG,  pourvu  que  l’angle EAB, 

dont  le  sinus  était  précédemment^-,  soit  remplacé  par  celui  dont 

2 

le  sinus  est  maintenant  égal  h — , en  vertu  des  équations  ci-dessus. 

D’après  cela,  on  obtiendra  dans  les  hypothèses  actuelles,  et  en 
conservant  les  mêmes  dénominations 

PV^-J-QÜ’r*—  2 ng  \ ^ ] i_  Ffc — arc  ^cos  — rQ  j , 

comme  l’a  également  trouvé  M.  Navier,  à l’endroit  cité. 

Quant  aux  valeurs  maxiraa  de  ^ et  de  la  force  d’inertie  totale  X, 

il  est  clair  qu’elles  resteront  les  mêmes  que  dans  le  cas  précédent, 
et  continueront  à avoir  lieu  pour  les  positions  horizontales  de  la 
manivelle,  relatives  à chaque  demi-révolution. 
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Simplification  des  formules  relatives  au  cas  où  le  poids  est  remplacé 
par  une  force  quelconque,  sans  inertie. 

90.  On  remarquera  que  les  équations  et  les  expressions  qui 
viennent  d’étre  exposées,  se  rapportent  uniquement  au  cas  où  la 
force  Q est  un  poids  véritable , dont  l’inertie  doit  être  prise  en  con- 
sidération, parce  qu’ellecontribueà  régulariser  l’action  de  la  force  F. 
Si  Q était  simplement  un  effort  constant  exercé  à la  circonférence 
de  la  roue  du  rayon  r,  et  qu’on  négligeât  d’ailleurs  l’inertie  de 
cette  roue,  comme  il  convient  de  le  faire,  le  terme  QÜ’r'  devrait 
disparaître  de  ces  équations  qui  deviendraient  respectivement 
1°  pour  le  cas  des  manivelles  à simple  effet, 

PV!=10,8l09n-Qr, 

attendu  qu’on  a ^=3, 1410, arc.'  cos=^  —0,39692, n,g*=9m. 8088 
et  F6=~Qr  ; 

2°  pour  le  cas  des  manivelles  à double  effet 


PV*=2,0645n^r, 

attendu  qu'on  a arc  | cos= ^j=2, 80367;,  F6=^Qr. 

Expression  de  la  force  vive  du  volant  en  fonction , du  nombre  des  che- 
vaux de  force  et  des  révolutions  par  minute  de  la  machine. 

91.  On  évalue  ordinairement  dans  l’industrie  la  puissance  des 
machines  par  le  nombre  de  chevaux  de  force  ou  dynamiques  (7)  que 
développe  sur  elles,  le  moteur , et  leur  vitesse  par  le  nombre  des 
révolutions  du  récepteur  ou  de  l’opérateur  en  une  minute.  Or, 

2*  r 

m étant  ce  dernier  nombre  0 sera  évidemment , dans  le  cas 

qui  nous  occupe,  la  quantité  de  travail  développée  par  Q ou  F en 
une  seconde  prise  pour  unité  de  temps  ; et  par  conséquent  si  l’on 
nomme  N le  nombre  des  chevaux  dynamiques  de  la  machine , 
dont  chacun  équivaut  à 75km|par  seconde  (n*  7 sect.  1),  on  aura 

Q , d’où 

En  substituant  cette  valeur  dans  les  expressions  ci-dessus  de  la 


Digitized  by  Google 


134  — 


força  viv#  du  volant,  ou  trouvera , pour  le  cas  des  manivelles  à 
simple  effet 


PV1=24324-ÏN, 

m 

et  pour  celui  des  manivelles  à double  effet 

PV2=  4643  -N. 

m 

Ces  formules  s’accordent  avec  les  résultats  obtenus  aux  »"*  60 
et  suivants,  pour  prouver  les  avantages  inhérents  aux  manivelles 
à double  effet  pour  régulariser  le  mouvement  de  la  machine  indé- 
pendamment de  l'action  du  volant;  on  voit  qu'elles  se  prêtent  faci- 
lement au  calcul,  quand  on  connaît  les  nombres  m,  n et  N,  dont 
le  dernier  doit  toujours  être  pris  pour  le  nombre  des  chevaux  de 
la  puissance  qui  représente  toutes  les  résistances  réunies  (78), 
agissant  sur  l'arbre  de  la  manivelle,  tandis  que  le  premier  ou  m, 
qui  désigne  le  nombre  des  révolutions  de  la  machine  par  minute, 
se  rapporte  essentiellement  à ce  même  arbre  et  non  au  volant  que 
l’on  établit  quelquefois  sur  un  arbre  différent,  afin  de  lui  donner 
une  plus  grande  vitesse. 

Valeur  à adopter  pour  le  nombre  n qui  marque  le  dégrè  de  régularité 
qu'on  doit  obtenir. 

92.  La  plus  petite  valeur  qu’on  puisse  adopter  pour  le  nom- 
bre n,  dans  les  expressions  ci-dessus  de  la  force  vive  du  volant,  est 
relative  à l'hypothèse  où  la  vitesse  et  la  force  vive  minima  du 

système  seraient  nulles , ce  qui  correspond  à n = puisqu’on  a 

alors  (n°  38,  sect.  lre)0  = mais  passé  ce  terme,  quelle  sera 

la  valeur  à adopter  pour  n?  Cette  question  ne  peut  évidemment 
être  résolue  que  dans  chaque  cas  particulier,  et  d’après  les  don- 
nées d’expériences  relatives  à la  constitution,  au  genre  de  la  ma- 
chine et  à son  objet , puisqu’il  faudra  mettre  en  balance  les  avan- 
tages de  la  plus  ou  moins  grande  uniformité  de  su  vitesse  avec  les 
inconvénients  qui  d’ailleurs  sont  inhérents  à l’augmentation  des 
moments  d’inertie  et  des  poids. 

Afin  de  donner  au  moins  une  idée  de  la  valeur  de  n,  qui  doit 
être  adoptée  dans  l’établissement  du  volant  de  quelques  machines 
mues  par  des  manivelles,  nous  choisirons  par  exemple  celui  des 
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machines  h vapeur,  spécialement  étudié  par  les  auteurs  anglais, 
qui  ont  donné  pour  le  calcul  de  leurs  volants,  des  règles  pratiques 
déduites  de  considérations  particulières,  analogues  à celles  que 
nous  venons  d’exposer,  d’après  M.  Navier,  niais  .qui , en  réalité, 
sont  fondées  sur  des  principes  bien  moins  satisfaisants  et  surtout 
moins  rigoureux. 

Considérations  relatives  d F application  des  formules  qui  précèdent 
aux  machines  à vapeur. 

93.  On  sait  que  les  machines  à vapeur  sont  mises  en  action  par  un 
piston  agissant  par  l’intermédiaire  d’un  système  analogue  à ceux 
qui  ont  été  décrits  dans  les  n0’  68  et  suivants,  sur  l’arbre  d’une 
roue  motrice,  qui  porte  un  volant,  destiné  à en  régulariser  le  mou- 
vement. Tantôt  il  arrive,  comme  dans  les  machines  à cylindres 
oscillants  d’Aitkin  et  Steel , ou  dans  celles  à guides  parallèles  de 
Maudslay,  etc. , que  le  mouvement  est  transmis  directement  du  piston 
à la  manivelle,  par  une  tige  ou  une  bielle  sans  balancier,  et  tantôt 
il  arrive,  comme  dans  les  machines  de  Watt,  de  WoolIT,  d’Olivier- 
Evans,  etc.,  qu’on  fait  usage  d’un  balancier  plus  ou  moins  puissant. 
Dans  tous  les  cas,  les  choses  sont  disposées  de  manière  ou  que  les 
équipages  soient  en  équilibre,  ou  que  l’action  des  poids,  s’il  en 
existe,  soit  atténuée  autant  qu’il  est  possible,  par  rapport  à celle 
de  la  puissance,  qui  agit  sur  la  manivelle  et  qui  est  toujours  à 
double  effet. 

Enfin  les  vitesses,  les  angles  de  rotation  et  de  déviation  des 
pièces  oscillantes  sont  généralement  assez  faibles,  pour  qu’on 
puisse,  dans  une  première  approximation,  supposer  que  les 
choses  se  p;issent  sensiblement,  comme  si  la  lige  du  piston  était 
immédiatement  appliquée  à la  manivelle  et  agissait  dans  une 
direction  constante,  ainsi  qu’on  l’a  supposé  dans  les  calculs 
qui  précèdent.  Néanmoins  les  frottements  et  les  forces  d’inertie, 
qui  naissent  de  la  pression  et  du  changement  de  mouvement  de 
ces  pièces  oscillantes  , ne  peuvent  être  complètement  négligés, 
non  plus  que  les  variations  mêmes  de  la  force  appliquée  aux  ma- 
chines dites  à détente.  On  y aura  suffisamment  égard  sous  le  point 
de  vue  pratique,  qui  nous  occupe , en  supposant , d'une  part,  ces 
frottements  compris (78)  dans  l’action  ou  le  travail  de  la  puissance 
et  de  la  résistance  appliquées  à la  manivelle  et  à la  roue  motrice 
du  système;  de  l’autre  en  négligeant  la  force  vive  des  bras  du  vo- 
lant et  des  autres  parties  de  son  arbre  , si  l’on  peut  craindre  que 
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oc»  forces  d'inertie  n’oxorcenl  une  certaine  influence;  enfin  en  rem- 
plaçant la  puissance  variable  par  la  valeur  moyenne  produisant  le 
même  travail  à chaque  oscillation. 

Manière  dont  on  doit  entendre  celte  application  et  signification  à 
attribuer  nu  nombre  n. 

91.  Il  est  aisé  de  voir , d’après  les  principes  (pii  ont  été  exposés 
précédemment  et  aux  n°'  âSclsuivuntsde  la  I"  section,  sur  la  théorie 
des  volants,  que  l'équation  relative  à leur  établissement , demeu- 
rant , dès  qu’on  néglige  l’inertie  des  pièces  oscillantes  , de  la  for- 
me P\*—  ngs~ngK.Q.2T:r,  K étant  une  fonction  purement  numé- 
rique , qui  dépend  uniquement  de  la  nature  du  système  et  de  la 
loi  que  suit  la  force  F,  par  rapport  à l’espace  ou  à l’angle  décrit , 
nn  aura  généralement 


dans  les  conventions  précédemment  indiquées , et  Iv’  représentant 
une  longueur  constante  ou  proportionnelle  à g,  pour  toutes  les 
machines  d’une  même  espèce,  ou  dans  lesquelles  le  mode  d’action 
des  forces  reste  le  même  , les  intensités  seules  étant  changées. 

Ces  observations  peuvent  servir  à justifier  les  applications  qu’on 
prétend  faire  des  formules  dont  il  s'agit , et  à montrer  que  , sauf 
les  cas  où  la  machine  rentre  sensiblement  dans  les  hypothèses 
adoptées,  le  facteur  n , déduit  de  données  fournies  par  des  obser- 
vations directes , peut  avoir  une  signification  dans  le  fond  très- 
distincte  de  celle  qu’on  serait  tenté  de  lui  attribuer , de  sorte  qu’il 
conviendrait , dans  chaque  cas  , de  lui  substituer  la  considération 
du  produit  nK’  dont  la  valeur,  conclue  de  l’expérience , n’en  ser- 
vira pas  moins  utilement  à faire  l’établissement  du  volant  dans  les 
machines  à vapeur  de  chaque  espèce  . en  se  rappelant  d'ailleurs 
qu’il  ne  s'agit  ici  , en  réalité,  que  du  cas  où  ce  volant  est  des- 
tinée régulariser  l'action  de  la  machine  à vapeur,  elle-même  , et 
non  celle  des  autres  parties  du  mécanisme  interposées  entre  elle 
et  l’opérateur. 

Venons-en  maintenant  aux  règles  pratiques  des  auteurs  Anglais. 

Comparaison  de  ces  formules  avec  les  règles  pratiques  des  auteurs 
unglais  , valeurs  qui  en  résultent  pour  n. 

95-  Olivier  Evans  (manuel  de  l’ingénieur  mécanicien,  traduction 
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française  , page  183)  adopte  en  principe  que  pour  obtenir  en  quin- 
taux le  poids  du  volant  <f une  machine  à vapeur  , il  faut  multiplier 
par  2000  le  nombre  de  ses  chevaux  de  force , et  diviser  le  produit 
par  le  carré  du  nombre  des  pieds  parcourus  en  une  seconde  par  Van- 
neau du  volant. 

Cette  règle  donnée  par  Murray  et  Wood,  rentre  dans  l’équation 
PV’=9436  N, 


quand  on  la  traduit  en  mesures  françaises-  Elle  est,  comme  on  voit 
indépendante  du  nombre  m des  révolutions  de  la  manivelle  en  une 
minute , et , sous  ce  rapport , elle  ne  peut  généralement  être 
adoptée  en  pratique.  Celle  qui  lui  a été  substituée  par  Tredgold  , 
page  -136  du  Traité  des  machines  à vapeur , a le  même  défaut  et 
n'en  diffère  d’ailleurs  que  par  le  changement  des  données  qu’elle 
concerne.  D’après  la  théorie  adoptée  par  cet  auteur,  la  limite  des 
variations  de  la  vitesse  y serait  supposée  le  ^ de  la  vitesse  moyen- 
ne , résultat  qui  n'est  point  admissible. 

L’équation  ci-dessus , déduite  de  la  régie  adoptée  par  Evans  et 
comparée  à l’équation  PV~=l— ’N  du  N°  91  , relative  aux  ma- 
nivelles à double  effet,  conduirait,  en  supposant  qu’elle  s’appli- 
que à des  machines  de  Watt , pour  lesquelles  le  nombre  des  ré- 
volutions de  la  manivelle  serait  moyennement  15  à la  valeur 
*•=^50,2.  Enfin  des  observations  faites  avec  soin  par  M.  Morin  , 
sur  des  machines  à basse  pression  sans  détente , établies  par  les 
meilleurs  constructeurs  anglais , dans  le  département  du  llaut- 
Rhin  , lui  ont  donné  une  valeur  de  n comprise  entre  37  et  45  ; ce 
qui  s’écarte  peu  du  résultat  qu’on  déduit  d’une  autre  règle  prati- 
que que  Farey  , auteur  anglais,  d’un  traité  sur  la  machine  à va- 
peur , non  encore  traduit , dit  avoir  été  généralement  suivie  par 
Watt.  D’après  cette  règle  : La  moitié  de  la  force  vive  du  volant , 
doit  être  prise  égale  à 3,75  fois  le  travail  développé  dans  une  course 
du  piston  ; de  sorte  qu'on  a,  suivant  nos  notations  , 


-i-|-V=r0rX3,75^7N; 


ce  qui  donne  par  la  comparaison  avec  l’équation 

pV=iM5-„N,  «—55,8 
m 

on  la  variation  de  vitesse  égale  à ^environ  de  la vitessede régime. 

18 
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Mais  il  est  évident  que  ce  nombre,  de  même  que  les  précédents, 
ne  s’applique  qu’aux  machines  qui  exigent  uuc  très-grande 
régularité  dans  le  mouvement,  comme  le  sont  motamment  celles 
employées  aux  filatures  de  laine  ou  de  coton;  il  serait  évidem- 
ment exagéré  pour  les  motllins  à blé,  etc.,  dont  les  meules  rem- 
plissent naturellement  la  fonction  de  volant,  et  cela,  d’autant 
plus  que  cette  valeur  de  n a été  obtenue  en  négligeant  la  force 
vive  des  bras  du  volant,  qui  ne  laisse  pas  que  d'être  considérable, 
comme  on  l’a  vu  (80). 

Valeur  de  n ou  nK’  dans  les  machines  de  Woolf  à détente  et  à deux 
cylindres. 

00.  Pour  deux  machines  de  AYoolf,  à détente  et  à deux  pistons, 
également  établies  dans  le  département  du  haut-Rhin,  et  qui  ont 
été  construite  en  Angleterre  par  Hall,  M.  Morin  a trouvé,  dans 
l'une,  de  la  force  de  43  chevaux,  n = 3-2,  et  dans  l’autre  de  20  che- 
vaux n=2G;  mais  quoiqu'on  eut  déjà  rechargé  l’anneau  du  volant 
de  cette  dernière  machine,  sa  marche  ne  paraissait  pas  encore 
suffisamment  régulière,  pour  l'objet  auquel  elle  était  destinée,  la 
filature  du  coton;  l'autre,  au  contraire,  employée  à filer  des  n*" 
très-élevés  ou  très-fins  donnait  des  produits  excellents. 

La  différence  de  ces  nombres  avec  ceux  qui  précèdent  ne  permet 
pas  de  conclure  que  la  règle  suivie  |iar  les  constructeurs  anglais , 
pour  les  volants  des  machines  de  Woolf,  soit  autre  que  celle  qu'ils 
ont  adoptée  dans  le  cas  des  machines  de  Watt;  car  il  règne  dans 
le  résultat  d’observations  directes  du  genre  de  celles  dont  il  s’agit 
notamment  daus  l'appréciation  du  nombre  N,  de  trop  grandes 
incertitudes  pour  en  conclure,  d’une  manière  exacte,  la  valeur  de  *i 
ou  plutôt  du  facteur  nK'  (93). 

En  supposant  donc  qu’on  prenne,  d'après  Watt , pour  le  cas 
des  machines  qui  exigent  uuc  très-grande  uniformité  de  mouve- 
ment, 


nK’=4G45X36=lG7220 

et  observant  d'ailleurs  que  K’  ne  saurait,  en  effet,  être  très-diffé- 
rent dans  les  deux  systèmes  moteurs  que  nous  avons  en  vue,  on 
adoptera  généralement , pour  règle  de  pratique  dans  ces  cas, 
1 équation 

PY.-Jf,7220N 
tn  * 
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m représentant  toujours  le  nombre  de  tours  de  la  manivelle,  par 
minute,  lequel , redisons-Ie,  peut  être  très-distinct  de  celui  du 
volant. 

SOLUTION  DES  MÊMES  QUESTIONS  EN  TENANT  COMPTE  DU  POIDS  , DE 
L’iNEBTIE  ET  DU  MOUVEMENT  RÉEL  DES  PIÈCES  OSCILLANTES. 

Equation  des  forces  vives  dans  ces  hypothèses  générales  pour  le  cas 
de  l'appareil  du  n°  63  (ftg.  22). 

07.  Dans  la  solution  des  n°*  87  et  suivants,  relative  à rétablis- 
sement des  volants  destinés  à régulariser  le  mouvement  des  mani- 
velles, on  a négligé  entièrement  l’influence  de  l’inertie  et  du  poids 
des  pièces,  qui  servent  à leur  transmettre  l’action  de  la  puissance 
ou  de  la  résistance,  ce  qui  a conduit  naturellement  à des  règles 
fort  simples  et  analogues  à celles  des  auteurs  anglais;  mais  quoique 
la  question,  lorsqu’on  prétend  tenir  compte  de  cette  influence  et 
du  véritable  état  du  mouvement,  se  complique  au  point  de  rendre 
les  résultats  presque  inapplicables  à la  pratique,  nous  n’en  croyons 
pas  moins  devoir  indiquer  ici  la  marche  à suivre  dans  ces  hypo-  * 
thèses  générales,  et  donner  une  idée  de  la  manière  dont  on  peut 
surmonter  les  diflicultés  que  présente  alors  la  solution  effective 
du  problème. 

Considérons  en  premier  lieu , l’appareil  du  n“  63  sollicité  par  une 
puissance  verticale  F,  constante  ou  variable,  positive  ou  négative, 
c’est-à-dire,  agissant  dans  le  même  sens  que  la  pesanteur  ou  en  sens 
contraire,  sens  qui  restera  d’ailleurs  invariable  pour  une  même 
demi-révolution  EBG  (fig.  22).  De  plus, la  force  Q appliquée  tan- 
gcnticllemcnt  à la  circonférence  d’une  roue,  de  rayon  r,  montée 
sur  l’arbre  de  la  manivelle  AB , sera  supposée  sensiblement  cons- 
tante; ce  qui  arrive  toujours  dans  les  hypothèses  du  n°  39  de  la  1^ 
section,  où  l'on  admet  pour  quelques  cas  un  double  volant,  mais 
son  action  sera  constamment  opposée  à celui  de  la  force  F,  et  pour 
fixer  les  idées,  nous  admettrons  que  c’est  une  résistance  agissant 
dans  le  sens  contraire  de  celui  qui  est  indiqué  par  la  flèche;  ce  qui 
se  rapporte  au  cas  des  machines  à vapeur  de  Maudslay,  etc. 

Cela  posé,  nommant  : p le  poids  de  l’équipage  agissant  en  C 
(fig.  29),  q celui  de  la  bielle  agissant  au  milieu  G de  cette  bielle; 
w0  la  vitesse  angulaire  de  la  manivelle  AB,  quand  elle  prend  la 
position  verticale  AE  et  qui,  par  hypothèse,  diffère  très-peu  de  la 
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vitesse  moyenne  ü«  de  sorte  qu’on  pourra,  sans  erreur  sensible, 
substituer  Q à «„>  et  supposer,  dans  tous  les  cas,  que  «0  est  une 
quantité  donnée,  qui  redevient  la  même  à chaque  révolution.  Con- 
servant d’ailleurs  toutes  les  autres  hypothèses  admises  dans  Iesn°*65 

et  suivants , et  supposant  le  poids  q décomposé  en  deux  autres  4-  q 
agissant,  l’un  en  C,  qui  s’ajoute  avec  p,  dont  la  vitesse  virtuelle 
est  df  ( 63),  l’autre  en  B ayant  pour  moment  virtuel  qb  sin  adx, 

et  qui  s’ajoute  à la  composante  du  poids  du  bras  AB  de  la  mani- 
velle , pour  donner  une  somme  que  nous  représenterons  par  q'  on 
aura  dans  le  premier  demi-tour  EBL,  d’après  le  principe  des  forces 
vives  et  ce  qui  a été  établi  aux  n°‘  65  et  suivants 


*<f/4-2î’6(l — cosa)— 2Qra, 

A<U*— +7 

puisque  la  valeur  de  G,  qui  entre  dans  le  moment  d’inertie^G’-j-l 

de  la  bielle,  devient  pour  a=3  ou  <a  =Wo,  et  que  la  vitesse  de  la 

masse  ? est  ^=y  ^=Ao<u(65),  vitesse  qui  est  nulle  en  même 
temps  que  a. 

Simplification  de  celte  équation  et  valeur  de  la  vitesse  angulaire  de  la 
manivelle  pour  une  position  quelconque. 

98.  On  simplifiera  un  peu  la  forme  de  cette  équation,  en  posant, 

d’après  les  n0’ 23  et  suivants  del’additionà  cette  sectionI=K  — l', 

K étant  un  nombre,  qui  dépend  uniquement  desdimensions  de  la 
bielle,  puis  en  menant  par  le  point  A,  la  parallèle  AQ  ù IG,  qui 
divise  BO  en  deux  parties  égales  en  Q,  comme  IG  le  fait  de  BC, 
ce  qui  donnera  par  les  triangles  semblables  ABQ,  BGI,  et  en  vertu 
de  ce  que  Q est  le  milieu  de  BO 


,,  ,,,  B1  ru . 4 BO 

Gou1G=AQâb=.tAQ,Fi=*t 

ÂQ  - ^ÂB+  ~ÂO-jBO\ 
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Pesant,  en  effet,  ces  substitutions  dans  l’équation  dont  il  s'agit , 
on  en  tirera  sans  difficultés 


*<p+y>r- 


cosoc)— 2Qrga.~i-ZgJ’'Fdf-\-2q* 
As-t>*-H(K-l)BO‘+  (p+\q)\Q' 


Expression  dans  laquelle  w0  peut  être  pris  égal  à û,  et  dfhkO.da 
ou  approximativement  (65)  à sina  ^~'  ^<°S-gjda.  Mais  comme  ordi- 
nairement F est  immédiatement  donné  en  fonction  du  chemin  f,  dé- 
crit par  le  point  G,  nous  laisserons  sous  sa  forme  actuelle  Tinté- 


9t 

grale  j’  F df,  qui  représente  le  travail  effectivement  développé  par 

e 

la  force  F,  pendant  que  AB  décrit  l’angle  a,  travail  qui  ne  devien- 
dra négatif  d’ailleurs  que  quand  Q changera  lui-méme  de  signe  ou 
deviendra  puissance. 

Pour  obtenir  la  valeur  de  u relative  à la  seconde  demi-révolu- 
tion LNE  de  la  manivelle , il  ne  s’agira  que  de  supposer  que  l’angle 


a croisse  de  « à 2n  , l’intégrale^  F df  croissant  elle-même  indéfini- 


ment , si  elle  ne  devient  nulle,  puisque  F est  une  force  motrice,  et 
( PJr\(l)f  conservant  la  valeur  qui  correspond  à la  grandeur  abso- 
lue de  f=b-\-l — h. 


Complication  de  la  solution  analytique  de  la  question  des  volants 
dans  les  hypothèses  actuelles. 


99.  Cette  valeur  est,  comme  on  voit,  calculable  pour  chacune 
des  positions  de  la  machine,  au  moyen  des  lignes  de  la  figure , puis- 
que, par  hypothèse,^  F df  est  elle-même  donnée  ou  calculable  par 
les  méthodes  de  quadrature  connues,  et  qu’on  a pour  la  condition 
de  la  permanence  du  mouvement,  ou  de  &>„  constant, 

2crQ=/% 

rclalion  qui  fait  également  connaître  la  force  constante  ou  moyenne 
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y ; mais  cela  suppose  que  le  moment  d'iner  e A de  l'arbre  de  la 
manivelle  et  du  volant  soit  donné  à priori,  et  ne  peut  en  consé- 
quence s’appliquer  h la  question  actuelle  où  il  s'agit  de  l’établisse- 
ment même  de  ce  volant.  A plus  forte  raison  sera-t-il  impossible 
de  conclure  de  cette  expression  de  u1,  les  valeurs  explicites  de  la 
plus  petite  et  de  la  plus  grande  des  vitesses  angulaires  de  la  ma- 
chine ou  des  angles  a,  dont  la  connaissance  est,  comme  on  l’a  vu, 
indispensable  pour  opérer  cet  établissement,  et  qui  dépend  d’ail- 
leurs d’une  équation  transcendante  d’un  degré  très-élevé,  même 
quand  on  suppose  F constant  et  qu’on  prend  approximativement 
(C-t  et  05) 


“*  sin‘«(/-f  fccosa)’ 
AO= : 


h=J>cosa-)-l — ^ ~ sin!a 


♦(/-f-ficoso'jcosa 

, . , U'.,  ’ 

t-j-fteosa — ^-ySin’a 

f^-b(icosà)—  | jsin’a,  d/‘=6sina^l-f- ^cosajda,  BO— 


expressions  <lont  la  dernière  se  déduit  immédiatement  de  la  com- 
paraison du  rapport  des  sinus  aux  côtés  des  triangles  ABO  et  ABC. 

Solution  fondée  sur  la  méthode  des  tâtonnements  géométriques. 


100.  Ainsi  l’analyse  ne  peut  ici  être  d’aucun  secours  pour  traiter 
directement  la  question  de  l’établissement  des  volants,  et  il  faut  né- 
cessairement faire  usage  de  la  méthode  des  tâtonnements  géomé- 
triques, fondée  sur  les  données  mêmes  de  la  figure. 

Aeet  effet,  on  se  donnera  arbitrairement  le  moment  d’inertie  A 
du  volant  et  de  son  arbre,  ou  plutôt  on  déterminera  une  première 
valeur  approchée,  d’après  la  règle  pra  tique  du  N“  95,  en  se  bornant 
ici  à prendre  »=^,  si  une  très-grande  régularité  n’est  pas  né- 
cessaire et  attendu  d’ailleurs  qu’on  tient  compte  du  poids,  de  l’i- 
nertie des  pièces  oscillantes  du  système.  Observant  ensuite  que  «. 

est  sensiblement  égal  à û ou  -^^-=0,10472  m,  m représentant 

le  nombre  des  révolutions  de  la  machine  par  minute,  on  se  propo- 
sera de  rechercher,  à l’inverse,  quel  est  le  degré  de  régularité 
effectif  qui  résulte  de  l’adoption  de  cette  valeur  particulière  de  A , 
ou  quel  est  le  (dus  grand  des  écarts  de  la  vitesse  angulaire  u sur  la 
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vitesse  de  régime  fl,  lequel  sera  donné  (sect.  1,  n°  38)  par 
l’expression 


w*  et  w*  étant  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  fournies 
par  l’expression  ci-dessus  de  dans  une  révolution  de  la  mani- 
velle. 

Si  cet  écart  surpasse  sensiblement  la  limite  qu’on  veut  adop- 
ter pour  d,  ou  en  est  surpassé , on  recommencera  les  opéra- 
tions en  choisissant  une  valeur  plus  faible  ou  plus  forte  de  A et 
ainsi  de  suite,  jusqu’à  ce  qu’on  arrive  à un  résultat  suffisamment 
approché , ce  qui  ne  pourra  être  fort  long , d’après  les  données 
particulières  qu’on  possède  sur  les  limites  de  la  solution , et  si  on 
a soin  de  se  servir  de  la  règle  de  fausse  position  ou  de  courbes 
d’erreurs. 

Construction  des  valeurs  de  la  vitesse  angulaire  du  système  et  de  la 
courbe  qui  en  donne  le  maximum  et  le  minimum. 


tOl.  Pour  obtenir  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs 
de  or  dont  il  s’agit,  ou  construira  la  courbe  qui  a pour  abscisses  x 
les  valeurs  successives  de  l’arc  ab  depuis  «=s  jusqu’à  at=2a  , et 
pour  ordonnées  y celles  de  w*,  qui  leur  correspondent  dans  les 
diverses  positions  de  la  manivelle.  Tous  les  termes  du  numérateur 
et  du  dénominateur  de  cette  fracliou  , y compris  ceux  où  entre  A , 


p 2 

qui  est  de  la  forme  - R(  , étant  le  produit  d’un  nombre  par  un 


poids  et  le  carré  ou  le  rectangle  de  longueurs  fournies  immédia- 
tement par  les  figures  22  ou  20  , on  les  ramènera  à ne  plus  ex- 
primer que  de  simples  distances  en  divisant , haut  et  bas , la 
fraction  par  le  produit  de  g et  d’un  certain  poids  II’  tel  que  100  ko. 
par  exemple,  afin  d’éviter , dans  quelque  cas  d’opérer  sur  de  trop 
grandes  lignes. 


Relativement  à l’intégral^*  F df  eu  particulier , qui  représente 

(fig.  22  et  29)  l’aire  du  trapèze  mixtiligne  JJ’CC’,  appartenant  à la 
courbe  J’C’M’ , ayant  pour  abscisses  les  valeurs  CJ  de  f et  pour 
ordonnées  celles  CC’  de  F , on  l’obtiendra  très-facilement,  par  la 
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méthode  graphique  exposée  aux  page!  163  et  IM  du  12“  n*  du 
Mémorial  du  génie , et  qui  consiste  à partager  l’aire  entière  J J’M’MJ , 
relative  à la  course  totale  de  C,  en  trapèzes  élémentaires  suffisam- 
ment petits  par  des  ordonnées  équidistantes  t dont  CC’  doit  être 
prise  pour  l’une  quelconque  d'entre  elles  ; car  x'y'y'x"  (fig.  30) 
étant  l’un  de  ces  trapèzes  ; x,y  , l’ordonnée  intermédiaire  ou  équi- 
distante entre  les  extrêmes  x'y'  et  x"y" , m sou  intersection  avec 
la  corde  y'y" , g un  point  situé  au  tiers  do  my  , à partir  de  m , on 
aura  très-approximativcment 


aire  x'y'y,  y”x 


~-gxt  g x'x" 


■ gx,  :XI 


A 

l* 


de  sorte  que  la  longucur|a;’x”  ou  = xr’x,  étant  constante,  il  ne  s’a- 
gira plus  que  d’ajouter  entre  elles  consécutivement  les  ordonnées  9a;, 
appartenant  aux  différents  trapèzes  élémentaires  qui  constituent 
un  trapèze  quelconque  JJ’C’C  (fig.  22  et  29)  pour  obtenir  la  valeur 
proportionnelle  de  son  aire , qu’il  faudra  ensuite  multiplier 

par  - x'x  , pour  obtenir  l’intégrale^  * F df. 

De  cette  manière  on  n’aura  plus  à construire  que  des  quantités 
de  la  forme 


7 

ff’ 


%t>  (l  — cos  «)<55“ 


ce  qui  se  fait  très-simplement  par  des  troisièmes  ou  quatrièmes 
proportionnelles , en  prenant  une  fois  pour  toutes , à l’échelle 
les  longueurs 


n’ 


M* 


qui  serviront  à construire,  en  unités  de  pareille  espèce  ou  de  toute 
autre , la  valeur  de  y=4)’ , par  une  dernière  quatrième  propor- 
tionnelle. Mais  afin  d’éviter  la  confusion  des  lignes,  et  de  mettre 
une  sorte  de  continuité  dans  les  opérations  , on  fera  bien  de  cons- 
truire séparément  les  courbes  qui  ont  pour  ordonnées  les  numéra- 
teurs et  les  dénominateurs  de  ooa , afin  d’en  conclure  , par  des  tra- 
cés symétriques  , celles  qui  appartiennent  à la  courbe  cherchée. 
La  même  symétrie  et  la  même  continuité  devront  également  être 
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observées  dans  les  constructions  relatives  à chacun  des  termes 
isolés  de  ce  numérateur  et  de  ce  dénominateur,  de  manière  à pou- 
voir opérer  sur  les  données  propres  de  la  figure  22,  supposée 
construite  à une  échelle  convenable.  Il  est  d’ailleurs  inutile  d’in- 
sister sur  ces  observations  dont  le  but  et  l’esprit  sont  faciles 
à saisir. 


Solution  plus  directe  de  la  question  au  moyen  de  deux  seules 
courbes  extérieures. 


402.  On  diminuera  beaucoup  le  nombre  des  tâtonnements  ou 
des  courbes  auxiliaires  qu’entraine  avec  elle  la  recherche  du  mo- 
ment d’inertie  A,  en  procédant  ainsi  qu'il  suit  : 

Représentons  par  y et  Y les  parties  variables  ou  fonctions 
de  x=a6,  du  numérateur  et  du  dénominateur  de  <a*  ; par  CQ*  et  c 
leurs  parties  constantes  respectives,  ou,  plus  spécialement, 
posant  : 


W.^+ï^Âô’ 


Mi 

>+(k+5)^'ü-cû.. 


+i.iir«=e 

^2  II’ J ’ 


de  sorte  qu’on  ait  simplement 

“ “ TpT  • 

on  obtiendra  en  dilférentiant,  par  rapport  à a ou  x,  pour  ex- 
primer la  condition  du  maximum  et  du  minimum  de  «*,  l’équation 

(e-pF)?’-  (Cû*+?)  , on  = ~ ; 

dans  laquelle 

, *r  îq'b..__  2Q_  , a F df  ^ 2 (H"  2 1 )df 

? Hte==1r8,na-  F r+2  w Si  + rïï ~d*  * 

u/-  dT  9fK  {\  ’ 80  I g(P+â?)AOd,ÂÔ 

49 


Digilized  by  Google 


— UG  — 


quantités  linéaires,  qu’il  sera  facile  de  construire,  comme  on  le 
montrera  plus  tard. 

Celte  équation  devant  être  satisfaite  à la  fois  par  toutes  les  va- 
leurs de  l’abscisse  x=xb,  qui  correspond  à un  maximum  ou  mini- 
mum quelconque  de  <u*  relatif  à des  valeurs  particulières  attribuées 
aux  constantes  ex  ou  A,  on  voit  que,  si  pour  l’une  de  ces  dernières 
valeurs,  les  abscisses  dont  il  s’agit  étaient  connues,  il  suflirait  sim- 

Y’ 

pleine  t de  les  substituer  dans  la  fonction  — indépendante  de  A , 
pour  obtenir  le  maximum  ou  minimum  correspondant,  et  par  con- 
séquent si  l’on  construit  la  courbe  représentée  par  l’équation 

Y' 

*"7 

ses  ordonnées  représenteront  l’ensemble  des  maxima  ou  minima 
relatifs  aux  différentes  valeurs  particulières,  qu’il  est  possible  d’at- 
tribuer à A , et  auxquelles  correspondent  autant  de  groupes  dis- 
tincts d’abscisses  de  celte  courbe,  qui,  s’ils  pouvaient  être  déter- 
minés au  moyen  de  chacune  de  ces  valeurs,  conduiraient  immédia- 
tement à la  solution  du  problème  proposé.  Or,  c’cst  à quoi  l’on 
parviendra,  comme  on  va  le  voir,  par  la  construction  d’une  nou- 
velle courbe  auxiliaire  également  indépendante  de  A. 

En  effet,  l'expression  générale  de  &)'  peut  être  mise  sous  la  forme 

* ^a  , (c  — e)û*  +f  — vn*  ,,Î  , «+f— Tû* 

W — ^ I*  c-j-Y  — c+v  ’ 


pour  laquelle 

< - j £•=)  “Mk-  U 


Egalant  à zéro  le  coellicient  différentiel  de  cette  expression  , et 
tirant  de  la  nouvelle  équation  de  condition,  ainsi  obtenue,  la  va- 
leur de  la  constante  e,  qui  dépend  seule  de  A,  on  aura  la  relation 


R— 7^nF~’ 

qui  lie  cette  valeur  à celles  des  abscisses  x relatives  aux  maxima 
ou  minima  de  la  fonction  ua. 

Construisant  la  courbe  qui  a par  équation 


(.•4y)Y’-Y» 
' ?’-Y'a* 
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et  cherchant  les  abscisses  qui  correspondent  à ses  intersections 
avec  une  parallèle  quelconque  à l’axe  des  x représentée  par  l’équa- 
tion y=e=  jj.  -f- 1 jj,  j , elles  seront  précisément  celles  qui  ap- 
partiennent à la  valeur  de  e ou  de  A,  qu’on  aura  choisie  en  parti- 
culier,  et  dont  la  grandeur  fixe,  dans  la  première  courbe  y=  — 
les  valeurs  des  ordonnées  qui  représentent  le  maximum  ou  mini- 
mum correspondant  de  w*.  Prenant  enfin  la  différence  entre  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  de  ces  ordonnées  relative  à cette  même 
valeur  de  A,  elle  représentera  la  valeur  dewj  — tu|,  d’où  l’on  con- 
clura de  suite  celle  de  d ou  de  » etc. 


Indication  de  la  manière  dont  on  pourra  construire  ces  courbes 
auxiliaires. 


103.  Ainsi  toute  la  question  est  ramenée  à construire,  une  fois 
pour  toutes , deux  courbes  auxiliaires , sur  les  mêmes  abscisses,  et 
dont  les  ordonnées  respectives  yt  et  yi,  je  suppose,  sont  liées  en- 
tre elles  par  les  relations 


v — 

* l-Q2»,  ’ 


qui  serviront  à conclure  directement  la  deuxième  de  la  première 
par  des  procédés  graphiques  très-simples  et  sur  lesquels  il  est  inu- 
tile d’insister  autrement  qu’en  faisant  voir  comment  on  peut  obte- 
nir linéairement  les  valeurs  des  coefficiens  différentiels  ou  des  termes 
qui  entrent  dans  les  expressions  de  ÿ et  'F, 

Or,  nous  savons  déjà  (65)  que  -^-=AO. 

Quant  à ~ , on  sc  rappellera  {67)  que  le  point  1 (fig.  29 
et  31)  est  le  centre  de  rotation  instantané  de  la  bielle  ou  delà  droite 
BO,  desortc  que  le  pied  P,  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  centre 
sur  cette  droite,  doit  être  considéré  comme  l’iiitersection  de  celle- 
ci  dans  ses  positions  consécutives  ou  infiniment  voisines  ; ce  qui 
donnera,  sans  difficultés  (*)  par  la  comparaison  des  lignes  de  la 


(*)  11  nous  suffira  ici  de  remarquer  que  C’PB’O’  étant  la  position  in- 
finiment voisine  de  CBO  et  00”,  l’arc  infiniment  petit  décrit  du  point  1, 
comme  centre,  avec  01  pour  rayon,  de  sorte  que  B’0’’=B0,  on  a 
<1X0=00’,  <iBÔ=0’0’\  6eh=BB',  tl/=CC’—AOtl« . OO’ssBB’—  et  par 
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ligure  relatives  à ces  deux  positions  et  en  se  fondant  sur  les  rela- 
tions déjà  établies  aux  N01  63  et  suivans 

dXÔ_AO  PO  ,m> CO 

do  AC  PC  ’ do  — BU  CB  ■ 


Au  moyen  de  ces  données , rien  ne  sera  plus  facile  ensuite  que  de 
construire  la  valeur  de  'F  et  de  Prenant,  par  exemple,  sur  le 
prolongement  de  CA,  une  distance 

AG’=2FH7)y 

mesurée  à l’échelle  du  dessin,  et  élevant  au  point  O la  perpendi- 
culaire indéfinie  VOM  à l’extrémité  OC,  qui  rencontre  AG’  en  M , 
on  mènera  par  ce  dernier  point  la  parallèle  MN  à G’O;  ce  qui  don- 
nera, sur  AO,  le  segment  AN,  qu’on  portera  sur  CI  de  C’  en  N’, 
par  lequel  on  mènera  de  nouveau  la  droite  N’P  rencontrant  le  pro- 
longement de  OA  en  un  point  X,  tel  qu’on  aura 

nv  OP™  OP  AO.  AM  »(/>-{- î?)  AO  AO  PO  «(p+ifl)  AO  jÂO 
UA  cpU>!  — cp— ^ -2  n.  9 -Ac  pc  2 ff  « da 

valeur  du  second  terme  de  'F. 

Pour  construire  le  1",  il  ne  s’agira  que  de  prendre  sur  OM, 


on’» 

0G  ~3(K -i)/’ 


d’élever  à l'extrémité  de  G”B,  la  perpendiculaire  BV,  qui  donnera, 
sur  le  prolongement  de  MO , la  distance  OV  qu’on  portera  de  C en 
V’  sur  CI;  menant  ensuite  CY  parallèle  à BV’,  AY  sera  la  valeur 
demandée,  et,  par  suite,  on  aura 


*F=AX — AY= — XY. 


On  trouvera  sans  doute  superflu  de  remarquer  qu’afin  d’éviter  la 
confusion , on  devra  s’abstenir  de  tracer  d’une  manière  effective  les 


la  considération  des  triangles  infiniment  petits  PCC’  , POO' , OO’O"  , 
CC’  sinCPC’  00’  sinOPO’  sinCPC’  0’0”_sin0’00”  cnsOIC 
CP— sinACO’  OP  sinAOÈ  sia  AOC ’ 0 O”  sinOO’O”- sinÀOC  ’ rc‘ 
lotions  dont  on  déduira  immédiatement  les  expressions  rapportées  dans  le 
texte,  en  observant  d'ailleurs  que  OIcosOIC  = AC  etc. 


Digitized  by  Google 


— 149  — 


lignes  de  construction, qui  sont  simplement  ponctuées  sur  la  figure 
et  dont  les  extrémités  sont  seules  nécessaires  pour  arriver  aux  ré- 
sultats. QuaDt  à i’ , su  construction  offre  encore  moins  de  difficulté 
que  celle  de  y et  'F,  puisque  ~ — AO  et  que  6 sin  a est  le  sinus 
de  l’arc  IiE=a6  — X(fig.  29),  comme  6 (1  — cosa)  en  est  le  sinus 
vers  BD. 

Recherches  du  maximum  de  l'effort  de  torsion  supporté  par  l'arbre 
du  volant  et  spécialement  par  ses  bras. 

104.  S’il  s'agissait  de  traiter  la  question  relative  à la  solidité 
qu’il  est  nécessaire  de  donner  aux  bras  du  volant,  pour  qu’ils  puis- 
sent résister  aux  efforts  de  torsion  qui  tendent  à les  rompre,  on 
aurait,  comme  on  l’a  vu  (82),  à trouver  le  plus  grand  des  maxima 
de  la  fonction 


,/«*_!  1 \ e + yyl  t (t+y)?’-  (<**■  + ;■)¥ 

dt  T d*  2 do  î (e+Ÿ^  ’ 

question  que  l’on  résoudra  d’une  manière  analogue  à celle  qui 
concerne  l’établissement  même  du  volant , mais  qui  n’exigera  que 
le  tracé  d’une  seule  courbe , ayant  pour  ordonnées  les  valeurs  de  la 
fonction  dont  il  s'agit,  puisque  c,  e ou  A sont  ici  censés  donnés  à 
priori,  ou  connus,  d’après  les  précédentes  recherches;  or, il  n’est 
peut-être  pas  inutile  de  remarquer,  relativement  à ce  dernier  cas 

que  le  maximum  de  ~ sera  immédiatement  donné  par  la  moitié 
de  la  tangente  trigonométrique  de  l’angle  que  forme,  avec  l’axe 
des  abscisses,  la  taugente  la  moins  inclinée  de  la  courbe,  qui  a pour 
ordonnées  les  valeurs  de  la  fonction 


«• 


cQ’-f-f 

1-4-¥ 


que  nous  avons  enseigné  à construire  (101),  et  dont  les  tangentes 
les  moins  inclinées  sur  l’axe  des  abscisses  X correspondent  évidem- 
ment à scs  différens  points  d’inflexion. 

Ayant  d’ailleurs  obtenu  ainsi  l’effort  maximum  de  torsion  qui 
agit  à l’extrémité  des  bras  du  volant,  ou  la  somme  (82)  des  mo- 
mens  des  efforts  semblables,  qui  agissent  sur  chacune  des  parties 
matérielles  de  son  arbre  ou  de  la  manivelle,  il  sera  facile  d’en 
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conclure  l'effort  maximum  supporté  pur  un  autre  point  quelconque 
de  cet  arbre,  par  exemple,  à l'extrémité  du  bras  de  la  manivelle, 
sur  les  dents  d'engrenage  de  la  roue  motrice  de  Q etc. , ce  qui  est 
nécessaire  pour  régler  les  dimensions  de  ces  parties. 

Solution  des  mêmes  questions  relatives  à f appareil  à balancier 

du  A’0  G8. 

105.  Si  l’on  se  proposait  de  résoudre  les  mêmes  problèmes 
pour  l’appareil  à balancier  (fig.  23)  qui  a été  décrit  au  N"  68 , 
les  observations  présentées  dans  les  articles  suivants  permettraient 
de  le  faire,  sans  aucune  hésitation  et  par  une  marche  absolument 
semblable  à celle  qui  a été  suivie  précédemment.  Conservant , en 
effet  toutes  les  dénominations  admises  dans  les  n°*  69 , 72  et  99 , 

K’P'B* 

nommant  de  plus  P’  le  poids  du  balancier  — - — son  moment  d’i- 
nertie par  rapport  à l’axe  île  rotation  D (fig.  23) , qui  en  contient 
toujours  le  centre  de  gravité , moment  qu’on  trouvera  au  moyen 
des  règles  exposées  à la  fin  de  celte  section;  supposant  d'ailleurs 

que  p représente  le  poids  de  l’équipage  agissant  en  F ; 4 q la  com- 
posante du  poids  de  la  bielle  BC,  qui  agit  en  C,  pour  contreba- 
lancer le  précédent  et  auquel  on  peut  d’ailleurs  attribuer,  sans 
erreur  sensible,  la  même  vitesse  virtuelle  df;  enfin  F la  force  mo- 
trice, déduction  faite,  des  résistances  qui  l’accompagnent,  Q la 
résistance  active  appliquée  à la  roue  de  rayon  r,  et  augmentée  de 
la  force  qui  ferait  équilibre  aux  frottements  inhérents  à l’arbre  de 
la  manivelle,  etc.,  on  trouvera  sans  difficultés 


f* 

[V~v) 

f 

rK L> 

i *} 

tfwo'ij 

f ' j 

M”i-j9jA0+pDV 

expression  dans  laquelle  on  a également 


pour  déterminer  Q,  dans  le  cas  où  F agit  à la  fois  en  descendant 
et  en  montant.  (’) 

(')  Si  l'on  voulait  tenir  compte  du  frottement  exercé  sur  le  tourillon  du 
balancier,  qui  dans  certains  cas  peut  avoir  une  influence  appréciable , on 
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Recherche  des  quantités  dont  dépend  principalement  la  solution  du 

problème. 

106.  On  voit  que  la  valeur  de  &>*,  relative  à chacune  des  posi- 
tions du  système,  se  construira  par  les  mêmes  procédés  que  celle 
du  n°  97  ; mais  la  recherche  de  la  fonction 

(K— V rfBÔ3  , (K’P’-f-‘q)  . Àô»_ I p dPV* 

Ÿ " ÿlT  H d*  ^ JH’  da^sH’ 

entraînera  ici  à un  peu  plus  de  difficultés. 

Par  la  comparaison  des  triangles  semblables  AOK  et  DCK , 

remarquerait  que  P’-|-/)"t_5'/ — 2F  est  approximativement  la  pression  qu’il 

supporte  pendant  la  course  ascendante  du  point  F,  et  P’-|-j>-J- j'q-J-S  F celle 

qu’il  supporte  pendant  la  course  descendante,  dc]sorte  qu’on  aura  à retran- 
cher du  numérateur  de  &,*  une  expression  de  la  forme 

Dans  le  premier  cas , et  de  la  forme 

a^P’+P+iîjs-*^  (f*^£ üo’  )• 

Dans  le  second , /i  étant  le  coefficient  du  frottement  du  tourillon  (3*scct.  n"  55, 
P son  rayon,  S la  grandeur  absolue  ou  totale  de  l’arc  du  frottement  relatif  à 
la  première  ou  à la  seconde  période  et  qui  correspond  à l’angle  « décrit  par 
la  manivelle. 

La  quantité  2 ^ ^ P'-f-p  -f-  ~ q | S étant  très-facile  à calculer  ou  à cons- 
truire pour  chacune  des  positions  du  système,  on  voit  que  la  scutc  complica- 
tion amenée  par  la  nouvelle  hypothèse,  dans  la  solution  du  problème,  con- 

sislc  à remplacer  l’intégrale  primitive^*  F if  par j*  g— Jp<V,  ou  la  force 

F par  F | i_+  ; expresssion  également  très-facile  à construire,  pour  cha- 

cune des  positions  du  système , et  dans  laquelle  le  signe  -4-  répond  à la  pre 
mière  période  du  mouvement , et  le  signe  — à la  seconde.  Mais  on  remar- 
quera que  ces  résultats  supposent  P’-4-p-f-  ^ q constamment  supérieur  à2  F 

et  que  dans  le  cas  contraire  , il  conviendrait  de  changer  le  signe  Je  /a  et  de 
prendre  S algébriquement,  c’est-h-dire  de  supposer  négatifs  les  arcs  décrits 
dans  la  2"  période , qui  devront  ainsi  être  retranchés  de  ceux  de  la  lrr  pour 
obtenir  la  ralcnr  absolue  de  S. 
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(fig.  2+)  formés  par  les  prolongements  des  «ôtés  AD  et  BU  du 
quadrilataire  ABCD , on  obtiendra  d'abord 

AO_CD^_B-B^, 

DK  1)K  dot  "j^-1  dot 

puis,  en  considérant,  comme  au  n”  102,  que  le  point  I est  lccentre 
instantané  de  rotation  du  triangle  BC1 , et  que  le  pied  I de  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  ce  point  sur  le  prolongement  de  BC,  est 
l'intersection  consécutive  de  cette  dernière,  dans  le  déplacement 
infiniment  petit  du  système 


dDK  PK  cosKCD 


AO; 


d*  PCsinCkD 

d’où  il  sera  aisé  de  tirer,  par  la  comparaison  des  lignes  de  la  figure 

d\Ô  .\D  PK  ,„AD  PK  ..  PX 

da  A°  DK  pccot  kCD  A0DKPI— A°  PI 
AX  étant  une  parallèle  à PD , limitée  à BK , on  aura  donc  finale- 
ment 

Les  triangles  ADI  et  ABO  donnant 

d-AÎD+dS+do—s,  BO*=ÂÔ*+ ÂB*-2AB.AO  cos  AID 
on  aura  pareillement 

dW  dW 


da 


da 


— atcosAlD^-  ib sin  AID  | AO  + '• 


\dkO 

da 


ce  qui  donne  , en  abaissant  la  perpendiculaire  Bp  sur  AO  pro- 
longée et  observant  que  DU  a été  pris  égal  à 

AO  (73)— 


d* 


il  viendra 


-2AO^  pO  pf enfin,  puisque 


DY=^-==— (69) 


dDV  DO’  d\0  AO  dBO' 
+ — — 


da.  B da 


or,  le  point  I,  étant  le  centre  de  rotation  instantané  du 
triangle  I’FE  (69)  et  le  pied  P’  de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
ce  point  sur  le  prolongement  de  EF,  devant  être  considéré  encore 
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comme  1 intersection  de  cette  dernière  droite  avec  sa  position  in- 
finiment voisine,  on  trouvera  sans  difficultés 


<iüo’  _ DO’ AO  P’O’ P’o 

~ÔT  B W~  U'pt 


et 


par  suite 

rfDV*  IKvjjÂÔ  , AO»  P'O’ 

3UV  b n ~pt 


expression  dans  laquelle  on  pourra  presque  toujours  négliger  le 
second  ternie , vis-à-vis  du  premier , à cause  sa  petitesse. 


Observations  générales. 


407.  Toutes  ces  valeurs  qui,  dans  l’expression  de  'F,  doivent 
être  divisées  par  de  certaines  fractions  numériques  de  g,  sont, 
comme  on  voit,  susceptibles  d’une  construction  fort  simple,  et 
qu’on  pourra  abréger  de  beaucoup,  en  profitant  habilement  des 
données  directement  offertes  par  la  figure  ; mais  il  doit  nous  suf- 
fire ici  d’avoir  mis  sur  la  voie  de  la  solution  graphique  du  pro- 
blème ordinaire,  où  le  système  de  la  manivelle  du  balancier  etc., 
d’une  machine  à vapeur.se  trouvant  établis  à l’avance,  ils'agitseu- 
lementde  déterminer  le  momentd’inertie  du  volant  qui  est  capable 
de  maintenir  la  vitesse  de  rotation  de  l’arbre  de  la  manivelle  entre 
des  limites  déterminées-  Quant  à la  question  qui  consiste  à régler 
les  dimensions  mémesdu  balancier,  de  manière  à corriger,  le  plus 
qu’il  est  possible,  et  cela  indépendamment  du  volant , les  écarts 
de  la  vitesse  variable  , par  rapport  à la  vitesse  de  régime  , nous 
renverrons  au  savant  mémoire  que  M.  Coriolis  a inséré  dans  le  21* 
cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique  ( sur  F influence  du  mo- 
ment d’inertie  du  balancier  des  machines  à vapeur  etc. , pag  228)  , 
en  faisant  remarquer  que  les  considérations  analytiques  et  géomé- 
triques, qui  précèdent,  pourront  servir  à simplifier  et  à compléter 
en  quelques  points  , les  solutions  qu’il  a indiquées  , et  dans  les- 
quelles il  a négligé,  à cause  de  la  simplification,  l’influence  de 
l’inertiede  la  bielle, qui  néanmoins  offre  presque  toujours  un  poids 
très-grand,  capable  de  faire  équilibre  à la  fois  à celui  des  pistons 
et  de  leurs  tiges. 

20 
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Des  engrenages  ou  des  moyens  géométriques  de  rendre  uniforme 

LA  VITESSE  DES  PIÈCES  QUI  EN  SONT  SUSCEPTIBLES. 

Il  fritte  irait  moyens  principaux  de  transmettre  la  vitesse  uniforme 
entre  les  axes  de  rotations. 

108.  Dans  les  considérations  générales  sur  les  machines  (1™ 
sect.  n"  22  et  29)  nous  avons  vu  l’importance  qu’il  y a de  disposer 
certaines  pièces,  notamment  les  roues,  de  façon  qu’elles  se  trans- 
mettent la  vitesse  géométrique  dans  un  rapport  invariable  pour 
toutes  les  positions  du  système.  Il  est  essentiel  de  se  rappeler  les 
conditions  principales  du  tracé  de  ces  pièces,  afin  d’être  en  état 
de  déterminer  les  quantités  d'action  dues  aux  résistances  passives 
qu’elles  introduisent  dans  les  machines,  où  on  les  emploie:  c'est 
principalement  dans  cette  vue  que  nous  allons  exposer  succincte- 
ment quelques  notions  sur  ce  sujet. 

On  connaît  trois  moyens  principaux  de  résoudre  la  question 
dans  le  cas  de  deux  roues  à axes  parallèles  ou  concourons , i"  par 
le  contact  naturel  et  le  roulement  des  couronnes  ou  tambours 
de  ces  roues  ; 2°  par  l’emploi  de  chaînes  ou  courroies  sans  fin 
enveloppées  sur  ces  couronnes  ; 5°  par  l’engrenage  de  dents  ou  de 
courbes  en  saillies  fixées  aux  couronnes. 

De  la  communication  du  mouvement  par  le  simple  contact  ou  roule- 
ment des  roues. 

109.  Premier  cas  (fig-32)  Les  couronnes , ou  plutôt  les  cylindres 
ou  cônes  extérieurs  des  roues  se  développant  exactement  l’un  sur 
l’autre,  il  est  évident  que  s'il  n’y  a pas  de  glissement,  les  arcs  élé- 
mentaires décrits  à chaque  instant  , par  ces  cercles  en  contact , 
seront  égaux  et  que  les  vitesses  angulaires  des  roues  seront  entre 
elles  dans  le  rapport  inverse  et  constant  de  leurs  rayons  respectifs. 

Toute  la  difficulté  consiste,  comme  on  voit , à empêcher  le  glis- 
sement ; il  est  donc  nécessaire  , lorsque  les  efforts  langenticls  des 
roues  doivent  être  considérables , de  faire  presser  convenable- 
ment les  circonférences  des  couronnes  : cet  effet  s'obtient  par  des 
ressorts  , des  coins,  des  vis  de  pression  , des  leviers  agissant  sur 
les  axes  ou  sur  les  coussinets  qui  supportent  les  tourillons.  On 
peut  imaginer  une  foule  de  dispositions  propres  à atteindre  le  but. 
Dans  certaines  usines  d’Angleterre  . on  revêt  extérieurement  les 
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roues  de  bandes  de  cuir  de  buffle  qui,  par  leurs  aspérités,  offrent 
une  sorte  d’engrènemeut , et  qui  s’usent  fort  peu  par  l'action  du 
roulement. 

Ce  système  parait  pouvoir  être  employé  sans  inconvéniens  dans 
les  cas  où  les  forces  agissent  d’une  manière  uniforme  et  régulière 
sur  les  machines,  la  vitesse  des  roues  et  la  pression  qui  a lieu  sur 
elles  , étant  exactement  constantes  ; il  a été  employé  pour  donner 
le  mouvement  aux  tire-sacs  de  certains  moulins,  qui  présente  beau- 
coup de  douceur.  Mais  lorsque,  comme  il  arrive  dans  le  plus  grand 
nombre  des  machines,  la  puissance  ou  la  résistance  exerce  des 
efforts  variables  sur  les  roues,  lorsqu'il  y a des  secousses , des 
changements  brusques  de  vitesse,  on  conçoit  qu’il  serait  fort  diffi- 
cile de  s’opposer  au  glissement  à moins  de  comprimer  fortement 
les  roues  et  d'augmenter  les  résistances  passives,  ce  qui  serait 
manquer  le  but  qu’on  cherche  à atteindre  dans  l'emploi  de  ce 
système. 

De  la  communication  du  mouvement  par  des  chaînes  ou  courroies 

sans-fin. 

110.  Deuxième  cas  (fig.  33,34  et  33.)  La  disposition  par  laquelle 
on  fait  mouvoir  les  roues  uniformément  au  moyen  de  cordes , 
chaînes  ou  courroies  sans-lin,  doune  lieu  aux  mêmes  réflexions 
que  celles  que  nous  avons  déjà  faites  pour  les  roues  , qui  se  con- 
duisent par  le  simple  attouchement , et  elle  offre  de  pareils  in- 
convéniens; celte  disposition  est  principalement  utile  , dans  le  cas 
où  il  s’agit  de  transmettre  le  mouvement  à une  certaine  distance 
et  c’est  ce  qui  fait  que  l’usage  en  est  assez  généralement  répandu. 

Elle  permet , de  suspendre  ou  de  communiquer  à volonté  le 
mouvement  avec  facilité  , en  faisant  passer  la  corde  ou  courroie 
sur  une  poulie  folle,  ou  sur  une  poulie  conductrice.  Enfin  on  l’em- 
ploie avec  avantage , lorsqu’on  veut  transmettre  une  très-graude 
vitesse  à certains  axes  de  rotation , tels  que  ceux  des  meules  d’ai- 
guiseurs, des  scies  circulaires,  des  fraises  à couper  les  métaux  etc. 

Les  moyens  de  maintenir  la  tension  des  courroies  sont  analo- 
gues à ceux  dont  il  a été  question  pour  les  roues  mues  par  le  sim- 
ple contact , c’est-à-dire  , qu’ils  consistent  à rendre  mobile  l’un 
des  axes  de  roue  (fig.  35)  ; mais  comme  cette  mobilité  présente  des 
difficultés , ou  est  impossible  dans  certains  cas,  on  arrive  au  même 
but  en  employant  (fig.  34)  ce  qu’on  appelle  des  poulies  ou  rouleaux 
de  tension,  qui  ont  pour  objet  de  presser  sur  la  corde  ou  courroie. 
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On  sait  qu’en  faisant  usage  des  cordes  sans  fin , on  doit  creuser 
(fig.  36),  une  gorge  à la  circonférence  des  roues,  comme  aux  poulies 
ordinaires,  et  que  lorsqu'on  emploie  des  lanière s ou  courroies  qui 
ont  ordinairement  de  8 à 1(1  centimètres  de  largeur  , on  doit  au 
contraire  (fig.  37)  donner  une  certaine  convexité  au  profil  exté- 
rieur de  la  jante  de  la  roue  , pour  empêcher  la  courroie  de  glisser 
ce  qui  arriverait  infailliblement  dans  le  cas  où  l’on  y pratiquerait 
une  gorge.  Quelquefois,  cependant,  on  termine  le  profil  de  la  jante 
par  une  droite,  mais  alors  il  faut  au  moins  pratiquer  de  petits 
crans  tranversaux  sur  la  surface  du  cylindre  extérieur.  Enfin , lors- 
qu’on fait  usage  de  chaînes  , il  parait  convenable  de  les  disposer 
comme  il  sera  expliqué  plus  loin  à l’article  du  frottement  des 
chaînes  ; les  chaînes  plates  à la  Vaucanson  et  leurs  analogues 
ne  paraissent  en  effet,  devoir  être  employés  que  lorsque  la  tension 
est  faible,  et  que  l’on  ne  craint  pas  le  frottement  qui  'en  résulte. 
Dans  tous  les  cas,  on  ne  peut  faire  usage  de  ces  moyens  que  lorsque 
le  mouvement  n’est  pas  trop  irrégulierou  qu’on  l’a  rendu  àpeu  près 
uniforme  par  l’emploi  du  volant  ; il  existe  effectivement  des  scie- 
ries à mouvement  alternatif  et  même  des  martinets,  où  l’on  fait 
usage  de  ces  moyens  pour  communiquer  la  vitesse  ; mais  alors 
on  place  des  volants  sur  l’arbre  de  la  manivelle  et  sur  celui  des 
cames. 

Lorsqu’on  se  voit  obligé  d'employer  des  chaînes  pour  commu- 
niquer le  mouvement  à des  roues  sollicitées  par  de  grands  efforts 
ou  des  efforts  irréguliers  , et  que  l’on  a des  raisons  de  craindre 
que  les  chaines  ne  glissent,  on  arme  (fig.  38),  lescirconférences  des 
roues  de  pointes  ou  dents  , qui  entrent  dans  les  vides  des  maillons. 
Comme  il  est  essentiel  d’éviter  la  tension  sur  les  deux  branches  de 
la  chaîne,  on  fait  l’une  d’elles  un  peu  plus  longue  que  l’autre,  et 
l’on  a soin  dérégler  convenablement  l’espacement  des  dents  et  des 
maillons-  Lorsqu’on  supprime  les  dents  , on  doit , tout  au  moins 
faire  la  couronne  de  la  roue  en  fer  ou  en  fonte  de  fer  pour  s’oppo- 
ser au  glissement.  Dans  tous  les  cas,  on  ne  peut  trop  recommander 
décentrer  exactement  lesgorgesou  cylindres  extérieurs  des  poulies 
et  des  roues , en  les  repassant  au  tour  , montées  sur  leurs  axes 
propres. 

Communication  du  mouvement  par  des  engrenages. 

111.  Troisième  cas-  Le  moyen  le  plus  généralement  adopté  pour 
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communiquer  le  mouvement  circulaire  d’une  roue  à une  autre,  con- 
siste à garnir  les  circonférences  extérieures  de  saillies,  qui  s’enga- 
gent réciproquement  les  unes  entre  les  autres  et  rendent  ainsi  le 
mouvement  de  l’une'  des  pièces  solidaire  de  celui  de  l’autre.  Ce 
dispositif  est  ce  qu’on  nomme  un  engrenage. 

Noms  des  diverses  parties  dont  se  compose  un  engrenage. 

112.  Les  diverses  parties  dontil  se  compose  prennent  selon  leurs 
formes  , leurs  dimensions  et  leur  usage  ,des  noms  qu'il  est  néces- 
saire de  connaître. 

De  deux  roues  qui  engrènent  l’une  avec  l’autre,  la  plus  grande 
se  nomme  Boue  ou  Rouet,  et , la  plus  petite  Pignon.  Les  saillies, 
au  moyen  desquelles  elles  se  conduisent , s’appellent  Dents ; lors* 
qu’elles  ne  font  pas  corps  avec  la  roue,  comme  cela  arrive  pour  les 
roues  en  fonte  garnies  de  dents  en  bois  , on  les  désigne  quelque- 
fois, sous  le  nom  d’AMucèons. 

Au  lieu  de  pignons,  on  emploie  souvent  un  système  composé  de 
deux  plateaux  circulaires  qu’on  nomme  Tourteaux.  Ils  sont  pla- 
cés parallèlement  l’un  à l’autre  surun  arbre  tournant  et  réunis  par 
des  cylindres  en  bois  ou  en  métal  nommés  Fuseaux.  L’appareil 
entier  s’appelle  Lanterne. 

Lorsque  l’engrenage  doit  produire  un  mouvement  alternatif  ou 
intermittent,  les  dents  ont  des  dimensions  particulières,  ordinaire- 
ment beaucoup  plus  grandes  que  dans  l’engrenage  continu,  et  clics 
prennent  alors  le  nom  de  Cames. 

Les  dents  des  deux  roues  s’engageant  les  unes  entre  les  autres, 
il  doit  exister  entre  celles  d'une  môme  roue  , un  intervalle  suffi- 
sant pour  le  passage  de  celles  de  l’autre  roue,  c’est  ce  qu’on 
nomme  le  creux. 

Quand  les  axes  des  deux  roues,  à faire  conduire  l’une  par  l’au- 
tre, sont  parallèles  et  que  par  suite  ces  deux  roues  sont  comprises 
entre  deux  plans  perpendiculaires  à leurs  axes,  on  dit  que  l’en- 
grenage est  plan.  Lorsqu’au  contraire  ces  axes  se  coupent,  on  a ce 
que  l’on  nomme  un  engrenage  d'angle  ou  engrenage  conique  , par 
suite  de  la  forme  qu’on  lui  donne. 

Conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  engrenages. 

115.  Le  tracé  et  les  dimensions  des  dents  d'engrenage  doivent 
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amb  , [>ar  exemple,  étant  donnée  à volonté,  puisque  l'autre  courbe 
à déterminer , doit  être  telle  que  le  mouvement  ail  lieu  comme  si 
les  cercles  roulaient  l’un  sur  l’autre , il  suHira  de  faire  rouler  le 
cercleCt  surlacirconférenceducercleC’let  de  tracer  sur  le  plan  de 
celui-ci  les  positions  successives  de  la  courbe  amb.  La  suite  des  in- 
tersections de  ces  courbes  ou  leur  enveloppe  sera  la  courbe  cher- 
chée a'mb\  puisqu’il  chaque  instant  elle  doit  être  tangente  à amb. 
Mais  celte  méthode,  très-simple  en  démonstration  , conduirait 
dans  la  pratique  à des  difficultés  d’exécution  dont  la  suivante  est 
exempte. 

Méthode  générale  pour  le  tracé  des  engrenages. 

117.  Etant  donnée  une  courbe  amb  formant  le  profil  des  dents 
montées  sur  le  cercle  Cm,  cherchons  la  forme  à donner  à la  courbe 
a'mb\  ou  le  profil  à donner  aux  dents  de  la  roue  C’m , pour  que 
ces  deux  courbes,  en  se  poussant  l’une  l’autre  satisfassent  à la  con- 
dition que  les  deux  cercles  primitifs  tournent  autour  de  leurs  axes, 
comme  s’ils  roulaient  l’un  sur  l’autre.  Pour  cela  , portons  de  part 
et  d’autre  du  point  m,  (fig.il)  correspondant  à la  ligne  des  centres 
CC’,  desarcs  ml,m2elc.,  égaux  en  longueur  surchacun  des  cercles 
primitifs.  Il  est  clair,  d’après  la  condition  à laquelle  les  courbes 
sont,  par  hypothèse  assujéties,  que  les  points  de  division  corres- 
pondants 11,22,  etc.,  viendront  successivement  en  contact  les  uns 
avec  les  autres.  Traçons  les  courbes  de  'dents  correspondantes  à 
cesdivisions,  ce  qui  revientà considérer  leurs  positions,  successives. 
Soient  mn*  mu,  avant  la  ligne  des  centres,  mn’,  mn”  après  cette 
ligne , les  normales  aux  points  de  contact  et  observons  que  ces  li- 
gnes seront  les  rayons  de  cercles  tangents  aux  deux  courbes,  au 
point  de  contact  et  que , la  courbe  amb  étant  donnée,  il  sera 
toujours  facile  d’obtenir  leurs  longueurs  à l'âide-du  compas. 

Or,  si  nous  supposons,  pour  ne  pas  compliquer  la  figure  , que 
la  courbe  cherchée  a'mb'  soitconstruite  en  a\mtb\,  puis,  qu’à  par- 
tir du  point  m,  où  elle  coupe  le  cercle  primitif  C’m,  nous  portions 
de  part  et  d’autre  des  arcs  m,  1,  m,  2 etc,  égaux  aux  divisions  pré- 
cédentes ; que  des  points  1,  2 etc.  avec  des  rayons  égaux  aux  lon- 
gueurs mn,tnn,’elc.  des  normales  oblenues,  comme  nous  venons 
de  le  dire  , nous  décrivions  des  arcs  de  cercles,  il  est  évident  que 
ces  arcs  seront  tangents  à la  courbe  cherchée-  En  opérant  ainsi  de 
part  et  d’autre  du  point  m,  et  avec  les  longueurs  des  normales, 
qui  conviennent  à chaqtie  point  de  division,  nous  aurons  ainsi  une 
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suite  d’arcs  de  clercle  dont  la  courbe  cherchée  formera  l'enveloppe, 
ce  qui  la  déterminera 

Pour  obtenir  les  longueurs  des  normales  correspondantes  aux 
diverses  positions  de  la  dent  amb,  il  n’est  pas  nécessaire  de  tracer 
la  figure  comme  nous  l’avons  indiqué.  Il  suffit  de  la  considère' 
dans  une  position  quelconque  et  de  porter  à partir  du  point  où 
elle  coupe  le  cercle  primitif  des  arcs  égaux  aux  divisions  adoptées 
pour  l'autre  cercle  et  de  tous  les  points  1,  2,  etc.,  comme  centres, 
de  tracer  des  arcs  de  cercle  tangents  à la  courbe  et  dont  les  rayons 
seront  les  longueurs  cherchées  des  normales  puis  d’achever  le 
reste  de  la  construction , comme  il  vient  d’étre  dit. 

Observations  sur  la  manière  dont  les  dents  se  conduisent. 

118.  On  remarquera  que  , dans  la  figure  (39)  les  ceutres  des 
cercles  tangents,  menés  à la  partie  am  ou  a’m’  de  la  courbe  inté- 
rieure au  cercle  primitif,  sont  situés  d’un  autre  côté  du  point  m 
que  ceux  qui  correspondent  à la  partie  extérieure  mb  ou  m'b'  et 
que  la  portion  de  la  courbe  donnée  amb  , qui  conduira  mb'  est  la 
partie  am  intérieure  au  cercle  G t,  depuis  le  premier  moment  de  la 
prise  des  dents  jusqu'à  Tinstantoù  les  points  m et  m’sont  parvenus 
on  t et  qu’au  delà  de  cette  position,  c’est  la  partie  mh  de  la  courbe 
amb  qui  conduira  la  portion  intérieure  a’m. 

Les  portions  mb , m'b'  des  courbes  des  dents,  extérieures  aux 
cercles  primitifs  , se  nomment  la  face  des  dents  et  les  portions  in- 
térieures, ma,  m'a'  s’appellent  le  flanc  et  le  résultat  que  nous 
venons  de  remarquer  s’énonce  en  disant  que  la  face  d'une  dent  con- 
duit le  flanc  de  l'autre  et  réciproquement. 

Observations  sur  l'application  de  ccttesolutiongênêrale  à des  courbes 
quelconques. 

119.  Le  tracé  que  nous  venons  d'indiquer,  s'applique  à toutes 
les  formes  de  dents,  que  Ton  peut  se  donner  , mais  , si  la  solution 
du  problème  est  géométriquement  possible  pour  une  courbe  quel- 
conque, il  n’en  est  pas  de  môme  de  sa  solution  pratique.  Il  suit,  en 
effet,  de  l’observation  précédente  , que  si  la  courbe  donnée  amb 
était  telle  que  les  centres  des  cercles  tangents  à ses  deux  portions 
extérieures  et  intérieures  se  trouvassent  d’un  même  côté  du  point 
m’  les  deux  parties  correspondantes  de.  la  courbe  a'mb'  se  trouve- 
nt 
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raient  aussi  du  même  côté  du  point  tn  et  que,  bien  qu'on  put  le* 
tracer  sur  le  papier,  on  ne  pourrait  les  exécuter  matériellement  , 
parce  qu’elles  se  (ænétreraient-  il  faudrait  donc  opter,  dans  ce  cas, 
entre  l'une  ou  l’autre  des  deux  parties  , c’est-à-dire , renoncer  à 
faire  conduire  les  roues  avant  et  après  la  ligne  des  centres 
et  comme  il  est  toujours  plus  convenable , comme  on  le  verra 
par  la  suite  (4*  section) , de  faire  engrener  les  dents  après  la  ligne 
des  centres  qu'avant , il  faudrait  supprimer  la  portion  de  courbe 
qui  conduirait  avant,  ou  le  flanc  de  la  roue  conductrice  et  la  face 
de  la  roue  conduite.  Les  circonstances  que  nous  venons  d'indiquer 
se  représentent  notamment  dans  le  cas  où  l'on  emploie  des  lanter- 
nes et  dans  celui  des  engrenages  intérieurs. 

Il  peut  aussi  arriver  une  autre  circonstance  qui  fasse  rejeter  les 
courbes  trouvées,  quoique  géométriquement  elles  satisfassent  à la 
question,  c’est  quand  l’une  des  courbes  est  concave  en  tout  on  en 
partie;  parce  que  cette  forme  offre  les  inconvénients  d’exposer  à 
des  arcboutements,  de  conserver  davantage  les  corps  étrangers,  qui 
pourraient  s'introduire  entre  les  dents  et  qu’enfin  elle  présente  des 
difficultés  d’exécution. 

C’est  pour  ces  divers  motifs  que  les  géomètres  se  sont  attachés 
à des  solutions  particulières  île  la  question,  en  choisissant  celles 
qui  offrent  le  plus  de  facilité  pour  l'exécution;  nous  allons  les 
rappeler  successivement. 

Engrenage  à tpieycloïdcs 

120.  L’engrenage  le  plus  généralement  adopté  est  celui  dont 
les  d“iils  ont  la  forme  de  courbes  cpicycloidales,  dont  le  tracé 
s’opère  de  la  manière  suivante. 

Soit  CC’  (fig.  42  et  43.)  la  ligne  des  centres,  Cf  et  C’f  le  rayon 
des  cercles  proportionnels  ou  primitifs.  Si  l’on  fait  rouler  intérieu- 
rement aux  cercles  des  rayons  Cf  et  C’f,  d’autres  cercles  ayant  ces 
rayons  pour  diamètres,  un  point  quelconque  m du  cercle  mobile 
parcourcra  le  rayon  correspondant  à la  position  où  ce  point  m était 
celui  du  contact  des  deux  cercles.  En  effet,  f étant  le  point  de  con- 
tact, les  arcs  tm  et  ff’  développé»  par  le  roulement  des  deux  cercles  ' 
l’un  sur  l’autre  sont  égaux  en  longueur  et  par  suite  le  premier  est 
d un  nombre  de  degrés  double  au  second.  Les  augles  tCf’,  et  fC’tn , 
qui  ont  respectivement  pour  mesure,  l’un  dans  le  cercle  de  rayon 
C’t,  le  nombre  de  degrés  contenus  dans  ff’,  l’autre,  dans  le  cercle 
de  diamètre  C’t,  la  moitié  du  nombre  de  degré»  de  tm,  sont  égaux 
cl  les  lignes  C’t'  et  C'm  se  confondent. 
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Cela  posé,  les  mêmes  cercles,  qui  ont  pour  diamètre  Ci  et  C'i, 
en  roulant  respectivement  sur  les  cercles  primitifs  de  rayons  C'i 
et  Ci,  engendreront,  par  l’un  quelconque  de  leurs  points,  uue 
épicycloide  dont  le  tracé  s’obtiendra,  d’après  la  méthode  générale 
par  l'enveloppe  des  arcs  de  cercle  successivement  décrits  des  points 
équidistants  t,  2,  3,  etc. , des  cercles  C’i  et  Cf  comme  centres  et 
avec  les  rayons  il , i2,  i3,  etc. , égaux  aux  cordes  des  arcs  de  mêmes 
longueurs  il , f2,  f3,  etc. , des  cercles  de  diamètre  Ci  et  C’i. 

Or,  dans  ces  deux  mouvements  des  cercles  de  diamètre  Ci  et  C'i 
un  point  décrivant  quelconque  m engendre  à partir  d’un  même 
point  de  contact  f , extérieurement  à l’un  des  cercles  uue  épicycloide 
et  intérieurement  à l’autre  un  rayon  tangent  à cette  épicycloide , de 
sorte  que  la  courbe  est  la  face  d’une  dent  et  le  rayon  le  flanc  cor- 
respondant de  celle  de  l’autre  roue  et  réciproquement.  Il  est  évi- 
dent, en  effet,  que,  dans  une  position  quelconque,  le  rayon  C’m 
est  tangent  en  m à la  courbe  t’m,  puisque,  dans  le  roulement  au- 
tour de  f,  le  point  décrivant  m tend  à parcourir  un  petit  cercle 
élémentaire,  à la  fois  tangent  à l'une  et  à l’autre  en  m et  qui  a 
pour  normale  la  ligne  fm. 

Ce  tracé  satisfaisant  donc  à la  condition  que  la  normale  passe  sans 
cesse  par  le  point  f , la  vitesse  sera  transmise  dans  un  rapport  cons- 
tant , comme  l’exige  la  question. 

On  voit  d’ailleurs  que  le  point  décrivant  se  trouve  toujours  à 
l’intersection  de  l’arc  fm  et  du  rayon  Ci’ , mené  à l’extrémité  de 
l’arc  if’  = tm  et  que  par  conséquent  eu  décrivant  de  C comme 
centre  avec  Cm  comme  rayon,  un  arc  de  cercle,  il  fixera,  pour 
chaque  contact  des  cercles,  la  position  absolue  du  point  décrivant 
sur  le  petit  cercle  tangent.  La  courbe  se  trouve  donc  ainsi  décrite 
par  enveloppe  et  par  points  et  comme  les  distances  des  points  de 
contact  aux  centres  C et  C’  des  roues  sont  données  par  les  lon- 
gueurs Cm  = C2,  etc.  On  voit , qu’avant  ou  après  la  ligne  des 
centres,  les  points  de  contrat  se  rapprochent  respectivement  des 
centres  C et  C’  à mesure  que  le  contact  a lieu  plus  loin  de  cette 
ligne  et  que,  par  conséquent,  l'inclinaison  de  la  normale  m sur  la 
ligne  CC’,  varie  et  augmente  de  plus  en  plus,  à mesure  que  le  con- 
tact a lieu  plus  loin  de  CC’.  La  direction  de  cette  normale  étant 
celle  des  efforts  exercés  par  les  dents  l’une  sur  l'autre , il  s’en  suit 
que  ces  efforts  détermines,  par  exemple,  pour  une  force  ou  résistance 
donnée  agissant  à la  circonférence  des  cercles  primitifs,  avec  une 
intensité  constante,  doivent  augmenter  à mesure  que  le  point  de 
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r on  tact  se  rapproche  davantage  des  centres  C et  C’,  ou  que  le  con- 
tact a lieu  plus  loin  de  la  ligne  des  centres  , ce  qui  montre  que 
dans  l’engrenage  5 épicycloides  les  efforts  exercés  par  les  dents 
sont  nécessairement  variables  et  plus  grands  vers  les  extrémités 
des  dents. 

Nombre  de  dents  qui  doivent  être  en  prise  d la  fois. 

' 21. 11  est  nécessaire  et  il  suffit  pour  la  continuité  du  mouve- 
ment, qu’il  y ait  toujours  deux  dents  en  prise  à la  fois  et  on  satis- 
fait ordinairement  à cette  condition,  en  disposant  l’engrenage  de 
manière  que  chaque  dent  cesse  d’agir,  lorsque  celle  qui  la  suit 
arrive  à la  ligne  des  centres  et  la  longueur  des  dents  se  trouve  alors 
limitée;  car  l’arc  étant  égal  au  pas  et  m étant  le  point  de  contact 
correspondant,  déterminé,  ainsi  que  nous  venons  de  le  dire,  il 
suffira  de  couper  la  dent  en  ce  point,  pour  être  sûr  qu’elle  n’agira 
pas  au-delà  de  l’étendue  prescrite;  c’est  ce  que  l’on  fait  en  décri- 
vant du  centre  C un  cercle  de  rayon  Cm,  qui  limite  toutes  les 
dents  de  la  roue  C.  La  partie  utile  du  flanc  serait  aussi  limitée  |>ar 
le  cercle  décrit  du  centre  C’  avec  le  rayon  Cm,  mais  pour  que  les 
dents  puissent  passer  librement  dans  les  creux,  il  faut  prolonger  le 
flanc  un  peu  plus  loin,  nous  indiquerons  tout-à-l’heure  sa  limite 
inférieure , après  avoir  déterminé  la  forme  de  l’autre  face  de 
la  dent. 

Les  dents  doivent  être  dune  forme  symétrique  pour  pouvoir  agir 
dans  les  deux  sens. 

122.  Dans  presque  toutes  les  machines  , les  roues  d’engrenage 
sont  exposées  à être  contremenées  soit  accidentellement , soit 
périodiquement.  Il  est  donc  indispensable  que  les  dents  soient 
construites  de  manière  à pouvoir  conduire  ou  être  conduiles  al- 
ternativement dans  un  sens  ou  dans  l’autre  , c’est  pourquoi  on  leur 
donne  la  même  forme  dans  les  deux  sens.  Si  l’exécution  était 
parfaite  , il  suffirait  évidemment  que  le  creux  fut  égal  à l’épais- 
seur de  la  dent , mais , attendu  qu’il  est  impossible  d’obtenir 
cette  perfection , on  a soin  de  donner  au  creux  un  peu  plus  de 
largeur  que  l’épaisseur  de  la  dent.  Il  suffit  que  cet  excès  soit  au 
plus  de  à ~ de  l’épaisseur,  et  dans  les  engrenages  taillés  ou 
ajustés,  soit  à la  lime,  soit  par  des  procédés  mécaniques,on  peut  le 
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réduire  à D’après  cela  , le  pas,  qui  esl  la  somme  de  l'épaisseur 

et  du  creux,  sera  égal  à 2,10, 2,084  ou  2,05  l’épaisseur  de  la  dent. 

La  division  des  cercles  primitifs  et  la  subdivision  du  pas  élaut 
exécutées,  on  terminera  la  dent  des  deux  côtés  par  deux  courbes 
de  face  et  par  deux  flancs  symétriques  et  la  longueur  des  courbes 
ou  la  saillie  des  dents  sur  le  cercle  primitif,  sera  comme  nous  l’a- 
vons dit , limitée  aux  cercles  de  rayon  Cm  et  C’m.  Pour  avoir  la 
profondeur  du  creux , on  déterminera  la  rencontre  de  ces  cercles 
avec  la  ligne  des  centres  en  n et  n et  en  prenant  respectivement 
en  deçà  de  ces  points  nt=nA  — 0m,005  environ,  on  aura  les  rayons 
intérieurs  CA  et  C’i  du  creux  de  chaque  dent  ; on  sera  sûr  , par 
cette  disposition , qu’il  y aura  toujours  un  jeu  Su  (lisant  pour  le 
passage  des  dents. 

Arcboutements , leurs  inconvéniens. 

125.  On  observera  que,  quand  la  roue  conduit  le  pignon,  avant 
la  ligne  des  centres,  la  somme  des  lignes  Cm  et  C'm  étant  plus 
grande  que  CC,  s'il  arrivait  que  quelqu’aspéritédcs  dents  s’oppo- 
sât à leur  mouvement , il  pourrait  y avoir  arcbouteiuent  et  par 
suite  rupture,  tandis  qu’après  la  ligue  des  centres,  les  points  de 
contact  s'éloignant  toujours,  les  distances  Cm  et  Cm  tendent  à 
augmenter  et  rien  ne  s’oppose  à la  séparation  des  dents.  Ce  danger 
des  arcboutements  est  d'autant  plus  grand  que  les  dents  engrènent 
plus  loin  avant  la  ligne  des  centres. 

C’est  pour  l’éviter  que  les  anciens  constructeurs  avaient  adopte 
l’usage  de  faire  conduire  les  roues  l’une  par  l’autre , exclusive- 
ment après  la  ligne  des  centres,  mais  diverses  considérations  ayant 
conduit  à diminuer  beaucoup  l'épaisseur  des  dents  et  par  suite 
leur  saillie,  en  augmentant  au  contraire  leur  longueur  parallèle- 
ment à l’axe,  les  engrenages  actuels  ne  prennent  plus  qu'à  une 
petite  distance  avant  et  après  la  ligne  des  centres  et  celte  circons- 
tance , jointe  à la  perfection  que  l’on  apporte  aujourd'hui  à leur 
exécution,  fait  disparattre  toute  crainte  d’accidents.  Aussi  est-on 
actuellement  dans  l'usage  de  faire  conduire  les  roues  autant  avant 
qu'après  la  ligne  des  centres. 

Inconvéniens  de  l engrenage  à èpicycloïdes. 

124.  Les  inconvéniens  de  l’engrenage  à èpicycloïdes  sont  : 

t°  Que  l’intensité  des  pressions  exercées  sur  les  dents  augmente 
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à mesure  que  le  point  de  contact  s’éloigne  davantage  de  la  ligne 
des  centres,  ce  qui  tend  à les  faire  user  inégalement. 

2°Que  le  tracé  des  dents  de  l’une  tics  roues  dépendant  du  rayon  du 
cercle  primitif  de  l'autre  roue,  l’on  ne  peut  faire  conduire  par  une 
même  roue  des  pignons  de  différents  diamètres. 

5".  Que  si  les  axes  des  roues  éprouvent  le  moindre  déplace- 
ment , tout  en  restant  parallèles,  l’engrenage  n’est  plus  exact. 

Engrenage  à développantes  de  cercle- 

125.  Une  antre  solution  du  problème  des  engrenages  exempte' 
de  ces  inconvéniens  est  celle  où  l’on  donne  aux  dents  la  forme  de 
développantes  de  cercle.  Elle  est  fondée  sur  la  construction  sui- 
vante. 

Par  le  point  l,  (fig.  44)  qui  partage  la  ligne  des  centres  CC  en 
deux  parties  réciproquement  proportionnelles  aux  vitesses,  dont 
les  roues  doivent  être  animées,  menez  une  ligne  K<K\  inclinée  sur 
CC’ puis  des  points C et  C’  abaissez  des  perpendiculaires  CK  et 
C’K’  sur  cette  ligue  et  décrivez  des  cercles  dont  ces  perpendicu- 
laires soient  les  rayons.  La  ligne  K K’  sera  évidemment  une  tan- 
gente comranne  à ces  deux  circonférences  et  si  l’on  enroule  res- 
pectivement les  parties  <K  et  tK’  sur  les  cercles  CK  et  CK’,  le 
point  t décrira  les  développantes  de  l’un  et  de  l’autre  de  ces 
cercles. 

Si  l’on  conçoit  maintenant  que  l’une  des  courbes  pousse  l’autre, 
cette  action  aura  toujours  lieu  suivant  la  normale  commune  et  com- 
me les  normales  à chacune  des  deux  courbes  doivent  être  tangen- 
tes au  cercle  développé,  il  est  évident  que  celle  qui  est  commune 
anx  deux  courbes  sera  la  tangente  KK’.  Ainsi  dans  cet  engre- 
nage le  point  de  contact  restera  toujours  sur  la  même  ligne,  qui 
sera  la  normale  et  parconséquent  l’effort  exercé  sur  l’une  des 
dents  sera  constant  pendant  toute  la  durée  du  contact. 

Les  roues  devant  se  conduire  dans  les  deux  sens,  avant  et  après 
la  ligne  des  centres,  les  dents  auront  la  même  forme  des  deux  côtés 
et  afin  d’éviter  qne  paè  le  rapprochement  des  courbes,  leur  extré- 
mité ne  se  trouve  trop  affaiblie,  il  faut  donner  à la  tangente  com- 
mune KK’  la  plus  faible  inclinaison  possible.  On  y parviendra  par 
la  construction  suivante,  en  s’imposant,  par  exemple,  la  condition 
que  les  dents  agissent  de  part  et  d’autre  de  la  ligne  des  centres  et 
à une  distance  égale  au  pas,  que  l’on  suppose  connu.  A partir  du 
point  t de  contact  des  cercles  primitifs,  prenez  sur  celui  du  pi- 
gnon l’arc  tt'  égal  au  pas,  menez  le  rayon  CY  et  du  point  t abaissez 
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sur  Cl'  une  perpendiculaire,  qui  sera  la  tangente  commune  cher- 
chée. Il  est  clair,  en  effet,  que  la  dent  du  pignon , parvenue  à une 
distance  égale  au  pas  sera  poussée  par  son  premier  élément  et  ne 
pourra  plus  l’être  au-delà.  Il  conviendra  d’ailleurs  de  prendre  l’in- 
clinaison de  la  tangente  un  peu  au-dessus  de  cette  limite,  quand 
on  le  pourra  faire  sans  que  les  dents  deviennent  trop  faibles  au 
bout , afin  de  parer  à de  légers  défauts  de  pose. 

Quant  à la  longueur  totale  des  dents  on  la  terminera  facilement 
en  les  traçant  dans  la  position  extrême  où  elles  doivent  agir  avant 
et  après  la  ligne  des  centres  et  les  coupant  à cette  distance  par 
des  arcs  de  cercles  concentriques  aux  roues.  Quoique  les  dents 
n’aient  pas  de  flanc  rectiligne,  il  est  nécessaire  de  leur  mener  deux 
rayons  tangents  à leur  naissance, qui  limitent  le  creux,  en  donnant 
à celui-ci  la  profondeur  convenable  pour  le  jeu  de  l’engrenage. 

Observation  sur  le  cas  où  la  distance  des  axes  varierait 

126.  On  remarquera  que  si,  par  un  défaut  de  pose  de  la  machi- 
ne, ou  par  l’usédes  coussinets,  la  distance  des  deux  centres  C et 
C’  venait  à varier , les  dents  agiraient  néanmoins  suivant  une  nor- 
male commune,  dont  l’inclinaison  seulement  serait  différente  de 
celle  qui  aurait  été  fixée  et  que  les  efforts  transmis  resteraient  en- 
core dans  un  rapport  constant,  de  sorte  que  l'engrenage  à dévelop- 
pantes conserverait , même  dans  ce  cas,  la  propriété  de  produire 
toujours  des  efforts  constants  sur  les  dents,  qui  par  conséquent 
s’usent  plus  iniformémenl  dans  cet  engrenage  que  dans  tous  les 
autres. 

Le  tracé  de  la  courbe  du  pignon  ne  dépend  que  de  son  rayon 
et  de  l’inclinaison  de  la  tangente,  on  voit  donc  que  celle-ci  étant 
déterminée, par  exemple,  pour  le  plus  petit  des  pignons  qu’une 
roue  devra  conduire,  il  sera  facile  de  déterminer  les  arcs  à déve- 
lopper et  par  suite  les  courbes  de  dents  pour  autant  de  pignons 
de  rayons  différens  que  l’on  voudra. 

Ces  avantages  doivent  faire  préférer  dans  beaucoup  de  cas  l'en- 
grenage à développantes  à celui  dont  les  courbes  sont  des  épicy- 
cloïdes,  mais,  si  l’on  exécute  le  tracé,  on  reconnaît  que  dans  le 
premier  mode,  quand  les  rayons  des  roues  sont  très  petits , l’ex- 
trémité des  dents  s’affaiblit  beaucoup  par  la  convergence  des 
courbes;  ce  qui  est,  dans  certains  cas,  un  grave  inconvénient,  qui 
doit  le  faire  rejeter  et  que  présente  beaucoup  moins  l’autre  tracé 
par  les  épiryrloïdes. 


Digitized  by  Google 


— tôt  — 

Tracé  adopté  par  les  constructeurs. 

127.  Nous  venons  d’indiquer  les  deux  solutions  géométriques 
le  plus  en  usage  pour  le  tracé  dos  engrenages,  mais,  quoique  leur 
exécution  soit  fort  simple,  les  praticiens  ont  adopté  une  mé- 
thode encore  plus  expéditive,  qu’il  importe  de  connaître  et  qui 
s’applique  spécialement  à l'engrenage  à épicycloïdc.  Nous  avons  vu 
(pie  ces  courbes  pouvaient  être  considérées  copime  les  enveloppes 
d’une  suite  d’arcs  de  ccrclcs,'décrits  des  divers  points  de  leur  cir- 
conférence comme  centres,  avec  des  rayons  égaux  aux  cordes  cor- 
respondantes du  cercle  générateur.  Il  suit  de  lù,  que,  sur  une 
certaine  étendue, la  courbe  sc  confond  sensiblement  avec  les  cercles 
correspondants  et  comme  on  limite  nécessairement  les  arcs  de 
contact  à une  petite  portion  de  la  courbe,  on  pourra  dans  la  plu- 
part des  cas  ordinaires  de  la  pratique  lui  substituer  un  des  axes  de 
cercle  tangents.  On  reconnaît,  en  effet,  par  le  tracé  exact,  qu’en 
choisissant  convenablement  le  centre  du  cercle , que  l’on  veut  subs- 
tituer à la  courbe,  il  se  confond  dans  toute  la  partie  utile  avec  cette 
courbe,  à moins  de  l’épaisseur  d’un  trait  fin  de  tire-ligne.  Cette 
exactitude  est  certes  bien  suffisante  pour  la  pratique  et  justifie 
l’emploi  de  cette  méthode  expéditive. 

Dans  les  cas  les  plus  ordinaires,  où  les  cercles  iiPxont  pas  trop 
petits  par  rapport  aux  dimensions  des  dents  et  où  par  conséquent 
la  courbure  est  un  peu  rapide,  on  prend  ordinairement  pour 
centre  de  la  courbe,  la  naissance  de  la  dent  suivante,  sur  le 
cercle  primitif  et  pour  rayon  le  pas  de  l’engrenage  mesuré  sur  ce 
même  cercle.  Lorsque  des  pignons  très-petits,  destinés  à trans- 
mettre des  efforts  considérables,  devront  avoir  des  dents  très- 
épaisses,  et  que  la  courbure  devra  être  très-sensible,  on  pourra 
déterminer  le  centre  et  par  suite  le  rayon  du  cercle  destiné  à rem- 
placer la  courbe  par  la  condition  qu’il  passe  par  la  naissance  et 
l’extrémité  ou  le  dernier  point  de  contact,  qui  est  toujours  facile  à 
déduire  de  l'amplitude  adoptée  pour  le  contact  de  part  et  d’autre 
de  la  ligne  des  centres.  En  effet,  en  élevant  une  perpendiculaire  au 
milieu  de  la  ligne,  qui  joint  ces  deux  points,  elle  rencontrera  la 
circonférence  du  cercle  primitif  en  un  point,  qui  sera  le  centre 
cherché  et  le  rayon  sera  donné  immédiatement. 

Otte  méthode  pratique  n'est  d’ailleurs  évidemment  applicable 
qu’au  cas  où  les  dents  ont  peu  de  longueur. 

Nous  avons  passé  sous  silence  le  tracé  des  dents  des  roues  qui 
doivent  conduire  des  lanternes, parce  qu'il  rentre  immédiatement 
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dans  la  solution  générale  en  regardant  le  cercle  de  base  des  fu- 
seaux comme  la  courbe  donnée.  On  reconnaîtra  d’ailleurs  , en 
l’exécutant,  que  les  dents  ne  peuvent  se  conduire  qu’après  ou 
avant  la  ligne  des  centres  , et  qu’il  conviendra  toujours  d’adopter 
la  première  disposition  , afin  d’éviter  les  areboutements  qui  s’op- 
posent aussi  par  conséquent  à l’emploi  des  lanternes  comme  roues 
conductrices.  Cet  inconvénient  , ainsi  que  les  dimensions  considé- 
rables que  l’on  est  obligé  de  donner  aux  fuseaux  et  aux  dents  de 
ce  genre  d’engrenage  doivent  le  faire  proscrire  de  toute  construc- 
tion soignée. 

Tracé  des  cames. 

128.  Ce  que  nous  venons  de  dire  sur  les  formes  les  plus  ordi- 
naires des  engrenages  s'appliquerait  facilement  aux  divers  cas  par- 
ticuliers , qui  peuvent  se  présenter  et  notamment  aux  cames  des- 
tinées à transmettre  des  mouvements  intermittents. 

Cames  de  marteaux. 

129.  Ainsi , les  cames  animées  d’un  mouvement  de  rotation  con- 
tinu , qui  doivent  communiquer  à un  levier  C’t  (lig.  45)  un  mou- 
vement de  rotation  alternatif  intermittent , autour  du  centre  C’, 
auront  la  forme  d’une  épicyclolde  engendrée  par  le  roulement  du 
cercle  de  diamètre  C’t  sur  le  cercle  Ct,  correspondant  à la  pièce 
animée  du  mouvement  continu.  Le  point  t partageant  toujours  la 
ligne  CC’  en  deux  parties  réciproquement  proportionnelles  aux  vi- 
tesses angulaires  à transmettre.  Cette  courbe  agira  sur  un  flanc 
rectiligne  dirigé  suivant  C’t  et  poussera  à partir  de  la  ligne  des 
centres. 

Cames  des  pilons. 

150.  Si  la  came  devait  soulever  un  pilon  ou  produire  un  mou- 
vement rectiligne  , le  diamètre  C’t  (Gg.  46)  devenant  infini  , la 
courbe  de  la  dent  serait  une  développante  de  cercle.  Connaissant 
dans  ce  cas  la  quantité  dont  la  tige  doit  marcher  pendant  la  durée 
du  contact  et  la  portion  de  la  circonférence  correspondante  à ce 
contact , on  en  déduira  facilement  le  rayon  du  cercle  à développer 
pour  produire  le  mouvement  donné.  Il  faudra  d’ailleurs  donner  à 
la  courbe  une  espèce  de  flanc , pour  livrer  passage  à la  tige  et  ser- 
vir en  quelque  sorte  de  creux. 

A Nous  n’insisterons  pas  davantage  sur  l’examen  des  cas  particu» 

22 
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tiers  , qui  peuvent  se  présenter  et  dont  lu  solution  feutrera  tou- 
jours facilement  dans  lu  méthode  générale  que  nous  avons  exposée, 
et  nous  nous  bonnerons  à dire  quelques  roots  du  tracé  des  engre- 
nages coniques. 

Notions  générales  sur  les  engrenages  coniques  ou  sphériques 

151.  Passons  aux  engrenages  coniques  ou  des  roues  d'angle  pour 
lesquels  toute  la  difficulté  consiste  à transporter  dans  l'espace  que 
nous  avons  dit  pour  le  cas  du  plan- 

La  position  des  axes  CS, C’S  (fig.  -47)  élant  fixée,  on  divisera 
l'angle  CSC’,  compris  entre  eux,  en  deux  autres  CST, CST  dont 
les  sinus  soient  réciproquement  comme  les  vitesses  de  rotation  à 
imprimer  à ces  axes  ; en  faisant  tourner  ces  angles  autour  des  axes 
respectifs  qui  leur  correspondent , on  aura  ainsi  les  cônes  primi- 
tifs , se  touchant  suivant  l'aréte  commune  TS.  C’est  sur  les  bases 
circulaires  de  ces  cônes  , prises  au  milieu  de  la  largeur  de  la  cou- 
ronne qui  porte  les  dents  , qu’on  fait  ordinairement  la  division 
de  l’engrenage.  Cela  posé  , tout  ce  que  nous  avons  pu  dire  pour 
le  cas  des  roues  comprises  dans  un  plan,  sera  applicable  à l’es- 
pace , pourvu  qu'on  remplace  les  lignes  droites,  dont  il  a été  ques- 
tion, par  des  plans  passant  par  le  sommet  S des  cônes  , et  les  li- 
gnes courbes  par  des  cônes  ayant  ce  même  point  pour  sommet. 
Ainsi  par  exemple  , pour  que  les  surfaces  coniques  des  dents  , eu 
se  poussant,  puissent  imprimer  des  vitesses  uniformes  aux  roues , 
il  sera  nécessaire  que  le  plau  normal  de  l'aréte  commune  de 
contact  de  ces  surfaces  passe  par  l’arête  de  contact  ST  des 
cônes  primitifs  ; les  courbes  épicycloïdes  des  dents , relatives 
au  cas  du  plan , seront  remplacées  par  des  cônes  épicycloïdes  pro- 
duits par  le  mouvement  d’une  arête  de  l’un  des  cônes  primitifs 
roulant  sur  l’autre  cône  primitif;  et,  si  l’on  considère  simplement 
les  cercles  de  base  CT,  C’T  que  l’on  peut  appeler  les  cercles  pri- 
mitifs , les  choses  se  passeront  encore  d’une  manière  analogue  sur 
la  sphère  qui  renferme  ces  cercles  et  dont  S est  le  centre,  seule- 
ment les  droites  seront  remplacées  par  des  arcs  de  grands  cercles 
et  les  épicycloïdes,  les  développantes  planes  etc.  deviendront  des 
épicycloïdes  , des  développantes  sphériques  etc. 

D’après  cette  analogie , qui  règne  entre  les  deux  cas  du  plan 
et  de  l'espace,  il  devient  inutile  d’entrer  dans  de  nouveaux  dé- 
tails sur  la  manière  de  disposer  les  engrenages,  selon  les  diver- 
ses circonstances  ; il  est  évident  que  toute  la  difficulté  réside  dans 
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les  opérations  graphiques  nécessaires  pour  tracer  les  différentes 
courbes  ou  surfaces  de  dents  , d’après  les  principes  de  la  Géomé- 
trie descriptive. Or,  je  ferai  remarquer  que  la  rigueur  qu'on  appor- 
terait ici  dans  le  tracé , en  suivant  par  exemple , les  méthodes  in- 
diquées dans  l’ouvrage  de  M.  Hachette,  que  cette  rigueur  dis-je , 
oe  conduirait  pourtant  qu’à  des  résultats  fort  incertains,  vu  la 
multiplicité  des  opérations  nécessaires  pour  obtenir  le  tracé  d’une 
surface  de  deuts,  ou  même  d’un  seul  point  de  sa  courbe  de  base  ; 
il  me  semble  que  le  procédé  qui  suit  est  suffisamment  exact  pour 
la  pratique  et  n’offre  pas  ces  inconvénients. 

Solution  simplifiée  et  suffisamment  exacte  du  problème  des  engrenages 

coniques. 

132.  On  remarquera  que  les  couronnes  ou  jantes  qui  portent 
les  dents  ou  fuseaux  etc,  sont  et  doivent  être  en  général  terminées, 
du  côté  opposé  au  sommets  des  cônes,  (fig.  48.)  par  d’autres  sur- 
faces coniques  mnpT,  m’n’p’T , dont  les  sommets  S„  S’,  sont  sur 
les  axes  SC  et  SC’  des  roues  , et  dont  les  arêtes  S,T,  S’,T  compri- 
ses dans  le  plan  de  ces  axes  , sont  perpendiculaires  à l'arête  de 
contact  ST  des  cônes  primitifs,  en  sorte  quelles  forment  le  pro- 
longement l’une  de  l'autre  et  sont  comprises  dans  le  plan  perpen- 
diculaire à ST,  et  tangent  à la  fois  aux  cônes  (S,),  (S',)  : c’est  sur 
la  surface  de  ces  cônes  que  l'on  applique  les  panneaux  des  dents, 
et  qu’on  vérifie  le  tracé  général  de  l’engrenage  : or  . je  remarque 
que,  vu  le  peu  d’étendue  qu’occupe  sur  ce  cône  , le  profil  de  la 
courbe  d’une  dent  et  de  celle  qui  la  conduit , on  peut  sans  erreur 
sensible,  pour  la  pratique  , regarder  la  petite  ftortion  des  surfaces 
coniques  (S,),  (S',)  correspondantes  à ces  dents  , comme  se  confon- 
dant avec  le  plan  tangent  S.TS’, , lorsqu’elles  se  poussent  en  T , 
où  a lieu  leur  contact  mutuel. 

Cela  posé  , développant  donc  les  deux  surfaces  de  côues  (S,)  et 
(S’,)  (fig.  49)  sur  le  plan  tangent  commun  dont  il  s’agit;  ce  qui  n’offre 
aucune  difficulté,  puisqu'on  a la  longueur  des  arêtes  et  le  périmètre 
des  bases  et  observant  que,  dans  ce  développement , les  longueurs 
dans  le  sens  des  arêtes , et  les  largeurs  dans  les  sens  des  cercles 
méridiens  concentriques  aux  sommets , ne  sont  nullement  altérées, 
on  ramènera  de  suite  le  problème  des  engrenages  coniques  à celui 
des  engrenagescylindriqncsou  sur  un  plan;car  les  cercles  primitifs 
des  dents  sur  la  surface  des  cônes,  seront  devenus  sur  le  dévelop- 
pement des  arcs  de  cercles  tangents  entre  eux  et  qu’on  pourra  re- 
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garder  comme  les  cercles  primitifs  des  deux,  roues  planes  à tracer 
par  les  méthodes  ci-dessus  , selon  le  genre  d'engrenage  que  l’on 
désire  adopter.  On  aura,  ainsi  obtenu  tous  les  panneaux  nécessai- 
res pour  tracer  les  dents  sur  la  surface  des  cônes  limites  (S.j.tS’,)  ; 
d’après  quoi  l’on  exécutera  facilement  les  dents  tout  entières. 

On  pourra  d’ailleurs  préparer,  un  nouveau  panneau  développé 
pour  la  surface  conique,  qui  termine  intérieurement  la  couronne 
du  côté  de  S,  laquelle  a ses  arêtes  parallèles  à celles  des  premiers 
cônes  limites,  et  donne  pour  les  dents,  des  profils  ou  figures  exac- 
tement semblables , en  sorte  qu’il  suffira  de  réduire  les  premiers 
panneaux  dans  un  rapport  convenable;  qui  est  celui  des  arêtes 
ST  et  ST’. 

Dimensions  des  engrenages. 

133.  A ces  détails  sur  le  tracé  des  engrenages  nous  nous  borne- 
rons à ajouter  quelques  mots  relatifs  à la  manière  de  déterminer 
les  proportions  des  dents. 

La  largeur  des  dents  parallèlement  à l’axe  de  rotation  ou  dans 
le  sens  des  génératrices  des  cônes  est  ordinairement  égale  à quatre 
fois  leur  épaisseur,  mesurée  sur  la  circonférence  primitive , quand 
la  vitesse  à cette  circonférence  n’exède  pas  tm.50.  On  la  porte  à 
cinq  fois  cette  épaisseur,  quand  la  vitesse  est  plus  grande,  pour 
compenser  les  effets  plus  grands  de  l’usure.  Enfin,  quand  les  dents 
d’engrenage  sont  exposées  à être  mouillées  et  par  conséquent  à 
être  souillées  de  sable,  qui  en  augmente  l’usure,  on  leur  donne  en 
largeur  jusqu'à  six  fois  l’épaisseur.  / 

La  saillie  des  dents  sur  l’anneau  qui  les  porte  est  déterminée, 
par  le  tracé,  lorsqu’on  se  donne  l’angle  suivant  lequel  elles  doivent 
agir  avant  ou  après  la  ligne  des  centres.  Toutefois,  la  résistance  à 
la  rupture  étant  en  raison  inverse  de  cette  longueur,  elle  doit  être 
renfermée  entre  certaines  limites.  Il  convient  qu’elle  n’excède  pas 
1,50  fois  l’épaisseur  à la  circonférence  primitive,  ou  si  le  tracé 
donne  une  plus  grande  saillie,  il  faudra  d'abord  rechercher  si,  en 
augmentant  un  peu  la  largeur,  on  ne  pourrait  pas  diminuer  l'épais- 
seur ou  le  pas  et  par  suite  la  saillie,  puis,  si  ce  moyen  ne  suffit  pas 
il  faudrait  se  borner  à ne  faire  agir  les  dents  avant  et  apres  la  ligne 
des  centres  que  jusqu'à  une  distance  où  elles  atteindraient  la  saillie 
limitée.  Il  est  rare,  du  reste,  que  l’on  éprouve  quelque  difficulté 
à ce  sujet. 

Ces  proportions  entre  la  largeur,  la  saillie  et  l’épaisseur  une 
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foi*  établira , il  ne  restera  plus  à déterminer  que  l’épaisseur  et , 
d’après  l'observation  des  dimensions  adoptées  par  les  meilleurs 
constructeurs,  elle  peut  être  déduite  des  formules  suivantes,  dans 
lesquelles  on  exprime  par 

b l’épaisseur  en  centimètres,  mesurée  à la  circonférence  pri- 
mitive. 

P l’effort  en  kilogrammes  exerce  par  l’une  des  roues  sur  l’autre. 


Pour  les  dents  en  fonte.  6=0,105^/?^ 

id. en  bronze  ou  en  cuivre 6=0,131^? 

id. de  cbarme,  de  racine , de  poi-  _ 

rier  et  de  sorbier 6-=0,183^P 

En  nommant,  de  plus, 
l la  largeur  en  centimètres 


* la  saillie,  on  aura  selon  les  cas  désignés  ci-dessus 

l—4b,  1=36  ou  1=66  et  *=1,506  au  plus, 
et  si  l’on  nomme  a le  pas  de  l’engrenage  et  que  le  jeu  dans  le  creux 
soit  fixé  à de  l’épaisseur  6 de  la  dent,  on  aura 

o=2. 16. 

Ces  relations  suffiront  donc  pour  déterminer  toutes  les  propor- 
tions d’un  engrenage , quand  les  dents  des  deux  roues  seront  de 
même  matière.  Si  les  substances  étaient  différentes  et  que  les  dents 
de  Tune  des  roues  fussent  en(fonteet  celles  del’autre  en  bois,  ainsi 
que  cela  arrrive  souvent , on  aurait  de  même  pour  l’épaisseur  6’ 
des  dents  en  bois 

6’—0.l83VP 

et  pour  celle  des  dents  en  fonte 

6’ = 0.105  Y P- 

La  largeur  1 des  dents  devant  être  la  même,  on  la  prendrait  pour 
les  deux  roues  égales  à 

et  le  pas  qui  doit  aussi  être  le  même,  serait 
o=6  + 1.16’=2.846. 

Lorsque  les  dents  sont  en  métal,  on  les  coule  ordinairement 
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d'une  seule  pièce  avec  l'nuueau  qui  les  porte  cl  l’on  donne  alors  à 
cet  anneau  la  même  largeur  parallèle  à l’axe  qu'aux  dents  et  pour 
épaisseur  dans  le  sens  du  rayon  l’épaisseur  des  dents  mesurée  sur 
le  cercle  primitif. 

Si  les  dents  sont  en  bois  et  enchâssées  dans  un  anneau  en  fonte , 
percé  de  mortaises , cet  anneau  a une  largeur  égale  à celle  des 
dents,  augmentée  d'une  fois  leur  épaisseur  de  part  et  d’autre  de  la 
mortaise  et  dans  le  sens  du  rayon  son  épaisseur  est  celle  des  dents. 

D’après  res  règles  pratiques,  qui  ne  s’appliquent  qu’aux  engre- 
nages qui  ne  sont  pas  exposés  à des  chocs,  les  dimensions  des  dents 
sont  faciles  à déterminer  dans  chaque  cas , ainsi  que  le  pas  a ou 
l'intervalle  des  dents  consécutives  de  milieu  en  milieu. 

Lorsque  les  rayons  R— Ct  et  R’=C’f  seront  donnés , on  devra 
avoir,  en  appelant  respectivement  m et  m’  les  nombres  de  dents 
des  roues  G et  C’, 

ma— 2- U et  m'a  = 2~R’ 
d’où  l’on  tirera  m et  m’. 

Mais  comme  ces  nombres  doivent  être  entiers  et  qu’il  convient 
même,  dans  beaucoup  de  cas,  pour  la  facilité  des  assemblages, 
qu’ils  soient  divisibles  par  le  nombre  de  bras  de  chaque  roue,  on 
devra  prendre  pour  m le  nombre  entier  inférieur  et  à la  fois  divi- 
sible par  le  nombre  de  bras  de  la  roue  et  par  le  rapport  de  R 5 R’ 
et  l’on  déduira  de  la  relation 

ma  - 2ttR  , 

une  nouvelle  valeur  du  pas  un  peu  supérieure  à celle  que  l'on  avait 
d’abord  trouvée,  ce  qui  n’a  pas  d’inconvénients.  On  aura  ensuite, 

, mR’ 

m==TT' 

pour  le  nombre  de  dents  du  pignon,  qui  sera  ainsi  nécessairement 
un  nombre  entier,  puisque  lo  rapport  est  contenu  uu  nombre 
exact  de  fois  dans  m. 


ADDITIONS  RELATIVES  AUX  VALEURS  D1C  DIVERS  MOHE.NS  D’iNERTIE. 

N’ayant  à considérer  , dans  ce  qui  suit , que  des  corps  homogè- 
nes, nous  prendrons  l’élément  de  volume  pour  l’élément  de  masse 
de  sorte  que  j=9m,809  représentant  la  vitesse  imprimée  à un 
corps  par  la  gravité  , à la  lin  de  la  première  seconde  de  sa  chiite 
et  II  le  poids  de  l’unité  de  volume  ou  la  densité  , on  devra  mul- 
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tiplier  par  - tous  1rs  résultats,  cost-à-dire  la  valeur  de  l'intégrale 

J-  r'dm  , dans  laquelle  dm  serait  l’élément  de  volume  plaeé  à la 
distance  r de  l’a\e. 

Principe  général. 

1.  Nommant,  en  general  , n le  rapport  de  la  circonférence  an 
diamètre , M le  volume  total  d'un  corps  , I son  moment  d’iner- 
tie par  rapport  à un  axe  quelconque,  »=MK*  son  moment  d’iner- 
tie par  rapport  à un  axe  parallèle  passant  par  son  centre  de  gra  • 
vite , dont  la  distance  au  précédent  sera  représentée  par  d , on 
aura,  d’après  un  principe  connu  , 

I=Md'+«=M(d*  4- K’) 

ce  qui  indique  que  le  moment  d'inertie  d'un  corps,  par  rapport  à 
un  axi  quelconque  , est  égal  à son  moment  par  rapport  à un  axe 
parallèle  passant  par  son  centre  de  gravité,  augmenté  du  produit 
de  son  volume  par  le  carré  de  la  distance  entre  les  deux  axes. 

Il  résulté  en  particulier , de  ce  principe,  que  si  lu  distance  dont 
il  s’agit  est  lies-grande,  par  rapport  aux  distances  des  molécules 
du  corps  à l’axe  passant  par  son  centre  de  gravité,  le  moment 
d'inertie  relatif  à l’axe  quelconque  sera  sensiblement  mesuré  par 
le  produit  du  volume  M et  du  carré  de  la  distance  d du  centre  de 
gravité  à cet  axe. 

Considérations  relatives  aux  corps  décomposables  en  tranches  minces 
parallèles  et  symétriques. 

2.  Considérant  un  corps  décomposé  en  tranches  planes  paral- 
lèles , infiniment  minces,  dont  l’une  quelconque  a <u  pour  aire  et 
de  pour  épaisseur  , mesurée  sur  une  droite  perpendiculaire  à ces 
tranches;  soient  p la  distance  du  centre  de  gravité  de  cette  tran- 
che particulière  à un  axe  de  rotation  quelcon  que  et  i le  moment 
d’inertie  de  l’aire  gj  par  rapport  à un  axe  parallèle  , mené  par  ci- 
centre,  on  aura,  d’après  ce  qui  précède,  en  observant  que  oïdec si 
son  volume  et  «de  son  moment  d’inertie,  par  rapport  îi  la  paral- 
lèle dont  il  s’agit , 


quantité  qu’on  obtiendra  par  une  seule  intégration  , entre  les  va- 
leurs de  e,  qui  appartiennent  aux  limites  du  corps  .quand  '<>  et  » 
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seront  connus  en  fonction  de  cette  même  distance  e pour  une  po- 
sition quelconque  de  la  tranche. 

Cette  considération  sera  principalement  applicable  aux  corps 
décomposables  par  des  sections  parallèles  égales  ou  semblables  et 
semblablement  placées. 

Lorsqu’un  corps  est  engendré  par  un  profil  constant , qui  se 
meut  perpendiculairement  à une  courbe  , en  môme  temps  que  le 
centre  de  gravité  de  faire  te  de  ce  profil  décrit  les  éléments  d s de 
cette  courbe,  on  peut,  de  même  , décomposer  le  moment  d'inertie 
du  volume  infiniment  petit  uds,  compris  entre  deux  profils  con- 
sécutifs t“  dans  le  moment  d’inertie  p'  u>ds  relatif  à l’axe  de  rota- 
tion donné  ; 2°  dans  le  moment  d’inertie  qui  se  rapporte  à une  pa- 
rallèle passant  par  le  centre  de  gravité  de  u.  Or , si  la  distance  de 
ce  centre  au  point  qui  en  est  le  plus  éloigné  , demeure  toujours 
fort  petite  , par  rapport  à sa  distance  p de  l’axe  de  rotation  , et 
si  d'ailleurs  les  longueurs  totales  des  courbes  décrites  par  ce  point 
et  par  ce  centre  sont  très-peu  différentes,  on  pourra  négliger  le 
dernier  de  ces  momens  d’inertie  par  rapport  au  premier , de  sorte 
qu’on  aura  simplement 

p*  du  ; 

c’est-à-dire,  que  le  moment  d’inertie  du  corps  sera  mesuré,  à très- 
peu  près,  par  le  produit  de  faire  constante  de  son  profil  par  le 
moment  d’inertie  directrice. 

Ces  considérations  sont  principalement  applicables  aux  verges 
droites  ou  courbes  , prismatiques  ou  cylindriques,  dont  les  pro- 
fils constans  offrent  des  dimensions  très-petites  , par  rapport  à 
leur  étendue  et  à leur  distance  de  l’axe  de  rotation. 

Solides  de  révolution. 

3.  Soient  y le  rayon  et  -y*  faire  d’une  section  quelconque  faite 
dans  une  surface  de  révolution,  perpendiculairement  à son  axe  de 
figure  ; dx  l’épaisseur  de  la  tranche  infiniment  mince,  qui  lui  cor- 
respond , mesurée  sur  l'axe  dont  il  s’agit , on  aura  , en  prenant 
cet  axe  pour  axe  de  rotation  et  intégrant  entre  les  limites  qui  cor- 
respondent à ses  extrémités 


et  si  l’on  prend  pour  axe  de  rotation  une  droite  quelconque  située, 
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dans  un  plan  perpendiculaire  à l’axe  de  figure  , à une  distance  d 
de  cet  axe,  on  aura  en  supposant  que  l’abscisse  x de  la  section 
7ry - soit  mesurée  à partir  du  plan  dont  il  s’agit. 


quantités  qu’on  obtient  par  de  simples  intégrations  , en  observant 
que  y est  l’ordonnée  correspondante  à l’abscisse  x dans  le  profil 
générateur  de  la  surface  proposée. 

On  se  rappellera  d’ailleurs,  qu’on  a ici,  pour  calculer  le  volume 
M du  corps  et  l’abscisse  x,  de  son  centre  de  gravité  à un  plan 
quelconque  perpendiculaire  à l’axe  de  figure , 


Corps  pour  lesquels  il  existe  un  axe  de  symétrie. 

On  arrive  à des  résultats  analogues  pour  les  corps  qui  ont  un 
axe  de  symétrie  et  dont  les  sections  perpendiculaires  à cet  axe 
sont  semblables  entre  elles  ; mais  dans  le  cas  des  surfaces  de  ré- 
volutions , il  arrive  de  plus  que  l’axe  de  figure  et  toute  droite  per- 
pendiculaire à cet  axe  en  un  quelconque  de  ses  points,  sont  des  axes 
principaux  d’inertie,  ayant  pour  momens  respectifs  les  valeurs  de 


Or  , il  résulte  d’un  autre  principe  connu  qu’en  prenant  précisé- 
ment le  centre  de  gravité  pour  le  point  dont  il  s’agit,  il  devient 
possible  de  calculer  le  moment  d’inertie  des  surfaces  de  révolu- 
tion par  rapport  à un  axe  entièrement  arbitraire. 

Observation  relative  aux  axes  et  plans  principaux 

5.  En  général , tout  plan  qui  divise  un  corps  en  deux  parties 
symétriques  est , comme  on  sait , un  plan  principal , c’est-à-dire  , 
qu'il  coutient  au  moins  deux  des  axes  principaux  de  ce  corps  ; 
deux  plans  de  symétrie  pareils  s’entrecoupent  donc  suivant  un  axe 
principal,  et  trois  plans  pareils  suivant  trois  axes  principaux,  qui 
sont  à angles  droits,  lorsque  le  corps  n’a  pas  une  infinité  d’axes 
principaux , et  contiennent  nécessairement  le  centre  de  gravité  du 
corps  , dans  le  cas  de  symétrie  dont  il  s’agit. 


Digitized  by  Google 


178  — 


Expression  générale  du  moment  d'inertie,  par  rapport  à une  droite 

quelconque  passant  par  l'intersection  de  trois  axes  principaux. 

6.  Nommant  A,  B et  C,  les  moments  d’inertie  par  rapport  à 
ces  trois  axes  principaux  rectangulaires,  a,  6 et  y les  angles  qu’ils 
forment  respectivement  avec  une  droite  quelconque  passant  par 
leur  intersection  commune , on  aura  (Mécanique  de  M.  Poisson  , 
tome  2,  page  56)  en  prenant  cette  droite  pour  axe  de  rotation. 

I = A cos2  a -f-  B cos3  6 -J-  C cosa  y. 

Après  avoir  ainsi  rappelé  les  principales  propositions  à l’aide  des- 
quelles on  peut  simplifier  la  recherche  des  moments  d'inertie  dans 
chaque  cas,  nous  passerons  à l’exposition  des  résultats  concernant 
divers  corps , et  que  nous  nous  contenterons  simplement  d’énoncer, 
en  commençant  par  ceux  qui  concernent  les  lignes  ou  verges  à 
sections  constantes  très-petites  et  les  aires  ou  disques  minces. 

MOMENTS  D’INERTIE  DES  LIGNES  OU  VERGES  A SECTION  CONSTANTE 
TRÈS-PETITE. 

Ligne  droite. 

7.  Nommant  L la  longueur  de  la  ligne  droite  ou  courbe  consi- 
dérée et  i son  moment  d’inertie  par  rapport  à un  axe  quelconque, 
on  a 

Pour  le  moment  d’inertie  d’une  droite,  de  longueur  L,  par  rap- 
port à un  axe  passant  par  son  milieu  et  formant  avec  l’angle 


1 • i I » 

sin  a L 


Pour  celui  de  la  même  droite  par  rapport  à un  axe  quelconque 
parallèle  au  précédent  et  qui  est  situé  à la  distance  d de  son  cpntre 

i=a  L-t-vjSin  aL  . 

Arc  de  cercle. 

8.  Pour  le  moment  d’inertie  d'un  arc  de  cercle  de  longueur  * et 
de  rayon  r,  par  rapport  au  diamètre  passant  par  l’une  de  ses  extré- 
mités 

•=ï(*  — |sin2s  j, 

ce  qui  donne  pour  la  circonférence  entière  .... 
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Pour  celui  du  même  arc,  par  rapport  à un  axe  parallèle  au  dia- 
mètre dont  il  s'agit,  et  qui  est  situé  à une  distance  a en  dessous. 

sin2s -f-2ar|r — cos 

(sin  2s,  cos  s sont  des  lignes). 

Lorsque  l’axe  se  trouvera  situé  du  côté  de  l’arc  s,  par  rapport 
au  diamètre,  il  faudra  changer  le  signe  de  a , et  dans  tous  les  cas, 
il  conviendra  de  remarquer  que  les  signes  trigonoinétriques,  qui 
entrent  dans  ces  formules,  sont  des  sinus  et  des  cosinus  linéaires, 
dont  il  conviendra  de  multiplier  par  r la  valeur,  si  on  la  prend 
dans  les  tables.  Ces  mêmes  formules  conduiront  d'ailleurs  par  de 
simples  additions  ou  soustractions  à l'expression  du  moment  d’iner- 
tie d’un  arc  de  cercle  quelconque. 


/Ires  doubles  de  parabole. 


9.  Pour  le  moment  d’inertie  d’un  arc  de  parabole  s,  divisé 
symétriquement  par  l’axe  et  ayant  la  longueur  b pour  corde  ou 
double  ordonnée,  et  la  longueur  a pour  abscisse,  comptée  dusom- 
met  de  la  courbe,  ce  moment  étant  pris 
I*  par  rapport  à l’axe  a 


. t b*  j , 1 (é-+t6a*)J 

* *x64  a*a  * *"  1 «3 


61 


2°  par  rapport  à une  droite  quelconque  perpendiculaire  à a et 
située  à la  distance  c du  sommet  de  la  courbe,  vers  son  intérieur. 


' 32c  a*  '32.64  c’a4;  a ^ 32  a>  3/^ 


t(6-H6a*)ï 


61 


expressions  dans  lesquelles; 

‘=|V*‘+16««+  g £ log.  ( 4 J + ±V4*-H6«’  ) 


le  signe  log.  étant  celui  des  logarithmes  népériens, 

Lorsque  b sera  plus  petit  que  a et  c > a,  on  pourra  se 
contenter  de  prendre 
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Pour  la  première 
Pour  la  deuxième, 

et 


*=2a  + £,08-8V 


Arcs  simples  de  parabole. 


10.  Prenant  la  moitié  de  ces  mêmes  valeurs  de  »,  on  aura  les 
moments  d’inertie  de  chacun  des  demi-arcs  de  parabole  limités  au 
sommet,  d’où  il  sera  facile  ensuite  deconclurc  le  moment  d’inertie 
d'un  arc  quelconque , par  rapport  à l’axe  de  la  courbe  et  à 
l’ordonnée  passant  par  l’une  de  ses  extrémités,  etc.;  ajoutant 
enfin  entre  eux  les  moments  pris  par  rapport  ù deux  droites,  qui 
se  coupent  ainsi  à angle  droit,  on  aura  le  moment  d’inertie  de  l’arc 
proposé,  par  rapport  à la  perpendiculaire  à leur  plan,  passant  par 
leur  intersection  commune,  ce  qui  est  évident. 

Par  exemple,  dans  le  cas  ci-dessus  d'un  arc  de  parabole  s sy- 
métriquement divisé  par  l’axe  de  figure,  le  moment  d’inertie  rela- 
tif à la  perpendiculaire  au  plan  de  cette  parabole  et  passant  à la 
distance  c de  son  sommet,  est 

, f.  , t ai-  7 as64\  . 1 b'\\(îc  7 6»  3\ 

C*l*  *■  32  ca.  32.64  c’a*)  a ^ ' t#a*j  (,«  32  a’  3) 

ou  plus  simplement 

JÏC  7 2\  . 

***  °Vâ  Ha*  3)  ’ 51  ^<3°  ’ 


Les  mêmes  remarques  s’appliquent  également  au  cas  des  lignes 
droites,  des  arcs  de  cercle,  etc.,  et  partant,  si  l’on  prend  ces  dif- 
férentes courbes  pour  les  directrices  d’un  profil  constant,  qui 
cheminerait  le  long  de  ces  mêmes  courbes,  en  leur  demeurant 
perpendiculaire  en  son  centre  de  gravité,  puisque,  supposant  l’aire 
du  profil  très-petite  par  rapport  aux  dimensions  des  courbes  et  à 
leur  distance  à l’axe  de  rotation,  on  les  multiplie  par  les  moments 
d’inertie  trouvés  par  les  méthodes  qui  précèdent , on  obtiendra  le 
moment  même  d’inertie  du  volume  engendré  (2)  par  rapport  à 
l’axe  dont  il  s’agit. 


MOMENTS  D’INERTIE  DES  AIRES  PLANES  OU  DISQUES  MINCES. 


Cercle. 

II.  En  nommant  en  général,  A l’aire  considérée  et  • son  mo- 
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ment  d’inertie,  on  a pour  le  moment  d'inertie  d’un  cercle  de 
rayon  r,  par  rapport  à l'un  quelconque  de  ses  diamètres  .... 


■T-ï^ 


Pour  celui  d’une  couronne  circulaire,  dont  r’  et  r"  sont  le  plus 
grand  et  le  plus  petit  rayon,  r,  le  rayon  moyen,  l=r’ — r”  la  lar- 
geur , ce  moment  étant  pris  également  par  rapport  à un  diamètre 

il*  • • 

si  l’on  peut  négliger  la  fraction  j - vis-à-vis  de  l’umte. 

* **i 


Ellipse. 

12.  Pour  le  moment  d’inertie  d’une  ellipse  dont  o et  b sont  les 
demi-axes  principaux  : 

1”  Par  rapport  au  diamètre  2o i=  | ttA*  “=s|àô' 

2e  Par  rapport  au  diamètre  2Ô »=  jna4  A a* 

3°  Par  rapport  à un  diamètre  quelconque 
formant  l’angle  a avec  2 a ....  t»  jA^a*  sin»  « -f- b*cos«  aj. 

Pour  celui  d’un  quart  de  cercle  de  rayon  r,  par  rapport  à un 
axe  parallèle  à l’un  de  ses  rayons  extrêmes,  et  qui  en  est  situé  à la 
distancée 


les  signes  supérieurs  appartiennent  au  cas  où  l’axe  est  situé  du 
côté  de  la  concavité  du  quart  de  cercle  et  les  signes  inférieurs  à 
celui  où  il  l’est  du  côté  de  la  convexité. 

Segment  de  parabole. 

13.  Pour  le  moment  d’inertie  d’un  segment  de  parabole  limité 
par  une  corde  de  longueur  b , perpendiculaire  à son  axe  de  symé- 
trie de  longueur  a,  ce  moment  étant  pris 

4 4 

1°  Par  rapport  à l’axe  a oè3^=  ^ A 6*  , 
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2®  Par  rapport  à une  perpendiculaire  à cet  axe  , située  à la  dis- 
tance c du  sommet  de  la  courbe,  vers  son  intérieur 


I)aus  ces  expressions  on  a d’ailleurs 


Rectangle. 


14.  Pour  le  moment  d’inertie  d’un  rectangle  dont  les  côtés  sont 
o et  6 on  a : 

1°  Par  rapport  à l’axe  principal , passant  par  son  centre  et  les 
milieux  des  côtés  a 


i=-o6>  = r2AÔ'. 

2”  Par  rapport  à l’axe  perpendiculaire  sur  le  milieu  des 
côtés  b 

, =^=1  A«*. 

3”  Par  rapport  à un  axe  quelconque , Tonnant  l’angle  « avec 
le  côté  a 


“ ) 


Trapèze. 

15.  Pour  le  moment  d’inertie  d’un  trapèze  ayant  un  axe  de 
symétrie  de  longueur  a,  perpendiculaire  aux  côtés  parallèles  b et  b\ 

1”  Par  rapport  à l’axe  a . . . »— 

2”  Par  rapport  au  côté  6.  . • » = + — -J. 

OBSERVATIONS  GÉNÉRALES. 

Moment  d'inertie  polaire. 

16.  Si  l’on  ajoute  entre  eux  les  moments  d'inertie,  d’une  même 
aire , relatifs  à deux  axes  qui  se  coupent  à angle  droit  dans  son 
plan,  on  obtiendra  le  moment  d’inertie  de  cette  aire  par  rapport 
à la  perpendiculaire  élevée  à ce  plan,  au  point  de  la  rencontre 
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commune  des  axes , moment  que  M.  Persy , dans  son  cours  sur  la 
stabilitédes  constructions,  nomme polaire,  attendu  qu'il  se  rapporte 
aussi  à un  point  du  plan  pris  pour  pôle. 

Ainsi,  dans  le  cas  ci-dessus  (13)  de  la  parabole,  qui  serait  censée 
tourner  autour  d'un  axe  perpendiculaire  à son  plan,  au  point  mi- 
lieu de  la  corde  b,  on  aura 


Multipliant  le  moment  ainsi  obtenu  par  l’épaisseur  du  prisme 
droit,  qui  aurait  pour  base  l'aire  A considérée,  on  aura  l’expres- 
sion rigoureuse  du  moment  d’inertie  du  volume  de  ce  prisme. 

Prismes. 

17.  En  général,  si  l’on  multiplie  les  differents  moments  d’inertie, 
qui  viennent  d’étre  trouvés , par  l’épaisseur  du  prisme  ou  disque , 
qui  a l’aire  proposée  pour  base,  on  obtiendra  le  moment  d’inertie 
même,  de  ce  disque,  avec  un  degré  d’approximation  d’autant  plus 
grand  que  cette  épaisseur  sera  plus  petite  par  rapport  aux  dimen- 
sions moyennes  de  l’aire  correspondante. 

Dans  le  cas  des  figures  compliquées,  il  faudra  les  partager  en 
d’autres  plus  simples  en  observant  que  les  moments  d’inertie 
s’ajoutent  et  se  retranchent  comme  les  aires  elles-mêmes. 

Enfin , si  l’on  combine  les  données  de  cet  article  avec  celles 
de  l’article  qui  précède,  relatif  aux  simples  lignes,  on  obtiendra, 
en  vertu  du  principe  du  n°  2,  les  moments  d’inertie  des  volumes 
de  surfaces  engendrées  par  des  profils  constant , etc. 

MOMENTS  D’iNERTIE  DES  CORPS  OU  VOLUMES  A DIMENSIONS  QUELCONQUES. 

Cylindre  à base  circulaire. 

18.  Pour  un  cylindre  droit  à base  circulaire  dont  r est  le  rayon 
et  a la  longueur  parallèle  à Taxe  de  figure, 

1°  par  rapport  à cet  axe 1 = j7rar4  = jMr' 

2"  par  rapport  à une  droite  située,  dans  le  plan  de  l’une  des 
bases,  à la  distance  d de  l’axe  de  figure, 

^r’a--j-rr5od'  lîd'j 
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Janle  ou  anneau  de  révolution. 

19.  Pour  une  jaute  ou  anneau  de  révolution  à section  rectangu- 
laire dont  l est  la  largeur  parallèle  à l’axe,  e l'épaisseur  dans  le 
sens  du  rayon,  enfin  r,  le  rayon  moyen,  on  a : 

1"  par  rapport  à cet  axe  M=2:rr  Je,  I=27rr  f 1 -)-i 

2°  par  rapport  à une  droite  quelconque  située  dans  le  plan  de 
l'une  des  bases,  à la  distance  d de  l’axe  de  figure 

i=“('<‘+î‘’+rî+ï4 

Dans  le  cas  de  e<^^r1  on  peut  négliger  le  terme  en  e de  ces  der- 
nières expressions,  qui,  sous  cette  forme  simplifiée,  deviennent  en 
môme  temps,  applicables  à des  anneaux  dont  la  section  par  l'axe  a 
un  profil  quelconque  et  dont  la  plus  forte  épaisseur  est  également 
moindre  que  le  j du  rayon  moyen , c’est-à-dire  de  la  distance  du 
centre  de  gravité  de  cette  section  à l’axe. 


Tronc  de  cône  plein. 


20.  Pour  un  tronc  de  cône  plein  à bases  circulaires  dont  r et  r’ 
sont  les  rayons,  a étant  la  hauteur  ou  l’intervalle  entre  ces  bases, 
r1=l(r  + r’)  le  rayon  moyen  et  I=r — r’  la  différence  des  rayons 
on  a : 

t"  par  rapport  à l’axe  de  figure 


M 


=7T0- 


(rLr’5  tj.  , IM  . t ri.r’s  t */  . U*  , t tb  * 
+I2F*)’  —t07rar^7==27rOrA1  +3râ+8Ô^)r« 

ou  approximativement  quand  l est  <^\r. 


M=wir* , 


2*  par  rapport  à une  droite  quelconque,  située  dans  le  plan  de 
l’une  des  bases  à la  distance  d de  l’axe  de  figure, 

* s , t t1,  . I I , t i’\  t , ,,  * 

*ri+  1 + 2 ^ + lô  rlJ  tt 

. t fv— ru\  , t M ,* . , , 0 s\  , d‘ M 1 */  tt*  . 1 li* 

+rr+2r  j+-r=2Ô,:0r,(1+2r--Hsôrlj 

ou  avec  une  approximation  sufiisaute  quand  l est  <jr,. 
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à l’aide  de  ces  formules,  on  trouvera,  par  de  simples  soustrac- 
tions, celles  qui  concernent  les  troncs  de  cônes  é vidés,  les  anneaux 
tronc-côniques  etc.  : à l'égard  de  ces  derniers , on  peut  d’ailleurs 
remarquer  que  le  rapport  — sera  le  même  pour  le  cône  intérieur  et 

' I 

le  cône  extérieur,  si  ces  cônes  ont  même  sommet;  ce  qui  simplifie 
beaucoup  les  calculs  dans  ce  cas. 


Segment  de  paraboloide  de  révolution. 


2t.  Pour  un  segment  de  paraboloide  de  révolution  compris 
entre  le  sommet  et  une  section  circulaire  quelconque,  de  rayon  r 
située  à la  distance  a de  ce  sommet. 

1°  par  rapport  à l’axe  de  figure  . . I=^rort=iMr2,  M=^7rarî. 

2°  par  rapporta  une  perpendiculaire  quelconque  à cetaxe,  élevée 
en  son  centre  de  gravité  situé  à la  distance  a du  sommet. 


I 


A l’aide  de  ces  formules  on  trouvera  facilement  (4,  5et6)  le  mo- 
ment d’inertie  d’un  segment  de  paraboloide  compris  entre  deux 
sections  quelconques  et  par  rapport  à un  axe  arbitraire  donné. 


Segment  sphérique. 

22.  Pour  un  segment  sphérique,  dont  a est  la  flèche  et  r le  rayon 
t«  par  rapport  au  diamètre  passant  par  son  milieu 
. 2 3 a . 3 nM  2 ,,  ( 5 . 4 a'  \ 

, 7+2Ô7-r=3Ma  r~îîa+WÔ r-=T4M=*a,<^ 

< 3 

ou  I— Ma  ( r — ~ a j,  à moins  de  quand  a < î-  r. 

2»  par  rapport  à une  perpendiculaire  quelconque  à l’extrémité 
de  ce  diamètre  ” 

i ! » > • 3 a 9 a*\  I u f .15  t a,  \ 

I + j f— Ma  *-Ï2a- 

ou  I = ^ Ma  i r -J-  a ] à moins  de  ~ quand  a < -f-  r: 


Ellipsoïde  et  sphère. 


23.  Pour  un  ellipsoïde  quelconque  dont  a,  b,  c sont  les  trois 
axes  principaux,  par  rapport  à l’axe  a 

l=iM(&>- f A M — -4  r.ahc. 

21 
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Pour  la  sphère  entière  dont  r est  le  rayon,  par  rapport  à un 
diamètre  quelconque 

I — | Mr*,  M=4irrs. 

Parallèlipipcdt  rectangle. 

24.  Pour  un  parallèlipipède  rectangle  dont  a,b,c,  sont  des  lon- 
gueurs d’arêtes , 

1*  par  rapport  à un  axe  passant  par  son  centre  et  parallèle  aux 
arêtes  c 1=^-  abc 

2°  par  rapport  à un  axe  parallèle  à l’arête  c , passant  par  le 
milieu  de  la  face  qui  a b et  c pour  côtés 

i=iLMV+4a*) 

3“  par  rapport  à l’arête  c elle-même 

1 = 1“  («*+**) 

Cylindres  ou  prismes  droits  à base  quelconque. 

23.  Pour  un  cylindre  ou  prisme  droit  à base  quelconque,  dont  a 
est  l’aire  des  sections  constantes  et  l la  longueur. 

par  rapport  à l’axe  o,  qui  contient  tous  les  centres  de  gra- 
vité de  ses  sections,  et  en  nommant  » le  moment  d’inertie  po- 
laire (16)  de  ces  sections I = *1  ; 

2°  par  rapport  à un  axe  b perpendiculaire  au  précédent,  en  son 
milieu,  c’est-à-dire  passant  par  le  centre  de  gravité  du  corps,  » re_ 
présentant  alors  le  moment  d’inertie  des  sections  constantes  A du 
prisme,  par  rapport  à un  axe  parallèle  à b,  passant  par  leur  centre 

de  gravité I=-^-Al3+»l. 

Prisme  droit  à base  de  trapèze. 

26.  Pour  un  prisme  droit  à bases  de  trapèze  dont  b,b'  sont  les 
côtés  parallèles,  a la  hauteur  perpendiculaire  à la  fois  sur  les  mi- 
lieux de  ces  côtés,  enfin  c la  distance  entre  les  bases. 
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par  rapport  à la  droite  qui  contient  les  milieux  des  arêtes 
ou  côtés  b des  bases. 

, (fe+6’K6’+6*3  , I _,(6+W)l  1 , t f+b“\ 

1 _ ac  -y- J— U /-fl-  o TpH  «“  lïfF+ï-5 “J- 

2°  par  rapport  à la  droite  parallèle  à b et  perpendiculaire  à la 
précédente,  en  son  milieu, 


l 


« > »,  , H-W  , l «•  \ 

!=-g-Ma  ITTÿ+â^j- 

3°  par  rapport  à l’axe  de  symétrie  du  prisme  perpendiculaire 
aux  droites  précédentes,  en  leur  intersection  commune, 

Prisme  droit  à base  parabolique. 


27.  Pour  un  prisme  droit  de  hauteur  c,  dont  les  bases  sont  des 
segments  de  parabole,  limités  par  une  corde  de  longueur  b,  per- 
pendiculaire à l’axe  de  Ggure  et  distante  de  la  quantité  a du  sommet 
1°  par  rapport  à la  droite  qui  contient  les  milieux  des  arêtes 
ou  cordes  b des  bases. 


2°  par  rapport  à la  droite  perpendiculaire  à la  précédente,  en 
son  milieu 


3°  par  rapport  à l'axe  de  symétrie  du  corps  perpendiculaire  aux 
deux  droites  précédentes 

Observation  relative  au  cas  où  les  axes  de  rotation  ne  seraient 
pas  perpendiculaires  à l'axe  de  figure. 

28.  Ces  derniers  articles  sont  principalement  relatifs  aux  bras 
des  balanciers  et  des  roues,  aux  côtes  ou  nervures  saillantes  qui 
servent  à renforcer  ces  bras,  les  arbres  tournons  etc. 
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ür,  il  est  à remarquer  que  Lien  qu'on  ait  supposé  les  axes  de 
rotation  perpendiculaires  à l’axe  de  figure,  dans  le  plan  même  de 
l’une  des  bases,  néanmoins  rien  ne  sera  plus  facile  que  d’obtenir, 
par  une  simple  soustraction  ou  addition  de  momens  d'inertie  ce 
qui  concerne  des  perpendiculaires  silures  à une  distance  quelcon- 
que de  cette  base. 

Cette  remarque  s’applique  d'ailleurs  à l’article  qui  suit  ainsi 
qu’à  plusieurs  de  ceux  qui  précèdent. 

Prisme  trapizoïde. 

29.  Pour  le  prisme  trapèzoïde  tronqué  symétriquement  aux  deux 
bouts  (fig.50) , représenté  en  projection  verticale  et  horizontale  par 
les  trapèzes  ABB’A’,  CDD’C’  coupés  symétriquement  par  l’axe  00' 
et  dont  les  plans  respectifs  sont  censés  se  confondre  avec  ceux  qui 
divisent  ce  prisme  même  en  parties  symétriques  (’)  on  aura,  en 
désignant  respectivement  par  6 et  b',  c et  c’  les  arêtes  parallèles 
AB  et  A’B’,  CD  et  C'D’,  et  nommant  de  plus  a la  longueur  de 
Taxe  de  symétrie  00’,  mesurant  l’intervalle  entre  les  deux  faces 
parallèles  du  prisme. 

1"  Par  rapport  à l’horizontale  du  point  O,  parallèle  aux  arêtes 
C et  C’  et  perpendiculaire  sur  l’axe  00’, 

I- 'g  cbjf  ^ «3  (e&’  |-6c’)+  ~ oc(  è'H-266’- 4 3W+A6>  * 

2"  Par  rapport  à la  verticale  du  point  0,  parallèle  auu  arêtes  b 
et  b'  et  perpendiculaire  sur  l’axe  00', 

*~J~2Ï0a^(  c3+*'c’,4-3c>  — 4c' 3 , 

1 _=  | dj  jc’fi’-f--  cb  ■f~20aî  c',+’2cc’‘~f3c'c‘4 

résultat  qui  se  déduit , sur  le  champ,  du  précédent  à cause  de  la 
symétrie. 


(’)  Ce  corps  peut  être  considéré  comme  une  sorte  de  pyramide  à base  rec- 
tangulaire tronquée;  mais  dont  les  faces  non  parallèles  et  opposées,  au  lieu 
de  converger  à un  sommet , se  couperaient  à des  distances  quelconques  de  la 
hase. 
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On  a de  même,  pour  calculer  le  volume  du  corps 
M=ia^(.2c+c’)+i’(2c’+c)j 


Simplification  des  formules  précédentes  pour  les  cas  ordinaires. 


30.  Ces  formules,  qui  se  rapportent  spécialement  à certains  bras 
de  roue  et  aux  manches  des  gros  marteaux , peuvent  être  simpli- 
fiées attendu  que,  dans  les  cas  d'application,  les  différences 
b — b\c — c’  sont  ordinairement  d'assez,  petites  fractions  des  dimen- 
sions moyennes 


{(*+*•)>  ï(‘+‘/ 
*M4„  «-■- 

respectivement 


Posant  en  effet  * [b  \-b'j=b„b — b'=nb,,... 

a b — b’  c — c 9 ..  . . 

me,,  n=2.  m=2.—, , il  viendra 


°I=j^6,c,o^20-3m-5»+2»m'-4-^ÿC,6?a|20^  1 -f|n*J+5mn+ jmn1'» 


et 

2"  I =^ji,c,o5(  20-5m-3n-f-2mn  j-f- ^,c?a|20^ j-f-amn-t-  j. 

Supposant  seulementnctm  1 ,b,  et  c<|a,  les  valeurs  des  seconds 
termes  des  expressions  de  I seront  moindres  que  le  yf0  de  celles 
des  premiers,  de  sorte  qu’on  pourra  les  négliger  complètement. 


OBSERVATIONS  GÉNÉRALES  ET  APPLICATIONS. 

Marteaux  de  forge. 

Lorsqu’on  aura  à calculer  les  momens  d’inertie  des  pièces  qui 
entrent  dans  la  composition  des  machines,  il  ne  s'agira  que  de  rap- 
porter les  formes  de  chacune  de  leurs  parties  distinctes  à quel- 
qu’une de  celles  qui  viennent  de  nous  occuper,  ce  qui  se  fera,  soit 
en  décomposant  le  corps  proposé  en  divers  élémens,  soit  en  y 
ajoutant  ou  en  en  retranchant  certaines  parties  dont  les  momens 
d’inertie  soient  faciles  à calculer  etc. 

Soit  par  exemple  (fig. 51),  le  marteau  de  forge  B,  fixé  à l’extré- 
mité du  manche  en  bois  CB,  qui  tourne  sur  les  pivots  du  collier  de 
hurasse A;  on  calculera  d’abord  le  volume  M et  le  moment  d’iner- 
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lie  I des  deux  parties  du  manche , par  rapport  à l’axe  A , au 
moyendes  formules 


12 


\ 

mn  j, 


20 — 5m  — on 


du  N°  précédent , dont  les  résultats  devront  être  multipliés  respec- 
tivement par  le  poids  n et  la  masse  ^ de  l’unité  de  volume  du  bois, 
pour  obtenir  le  poids  et  le  moment  d’inertie  véritables  des  parties 
de  manches  dont  il  s’agit. 

On  calculera  pareillement  les  valeurs  de  M et  I relatives  au 
collier  en  fonte  A et  aux  deux  cônes  de  ses  pivots  par  les  formules 
des  N"  19  et  20,  qui  donnent  ici,  en  nommant  r,,  e,l,  le  rayon 
moyen,  l’épaisseur  et  la  largeur  totale  du  collier,  r le  rayon  com- 
mun des  bases  des  deux  cônes,  a,  a’  leurs  hauteurs  ou  saillies 
sur  ce  collier  : 


PourIecollier,cnnégligeant4-e*,...M=2^r  el,  2i*-4-3r*V 

O 1 0^*1/ 

Pour  les  cônes  réunis » . M=^-K(a-^-o’)rî,  1=-^-  Mrs 


Quant  an  marteau  en  fonte  B,  on  peut  l’assimiler  à un  parallé- 
lipipède  rectangle  dont  h serait  la  hauteur,  l la  largeur  et  e’  l’é- 
paisseur réduite,  qu’on  obtiendra  approximativement  par  le  tracé 
de  la  figure  ou  sur  place  même,  en  menant  à vue,  sur  le  plan 
de  sa  tête  les  parallèles  ab,cd  symétriques  par  rapport  à l’axe  ver- 
tical BB’,  et  qui  retranchent  vers  la  partie  supérieure,  un  peu  plus 
qu’elles  n’ajoutent  vers  la  partie  inférieure  du  profil  ; nommant 
d’ailleurs  h'  et  s”  la  hauteur  et  la  largeur  du  vide,  d et  d' les  dis- 
tances à l’axe  A de  son  centre  de  gravité  g et  de  celui  G de  la  par- 
tie pleine  ramenée  à la  forme  parallélipipédique  ; posant  enfin 
fe’A  = M’,  ré" h'  = M” , on  aura,  en  vertu  de  N”*  t et  24 


M=M  — M ”,  I=M’d*— M”<f *-f-  ^M’I  f*  +h2'~  1 M^f*  -f  h*jJ* 


Si  l’on  veut  se  contenter  d’une  simple  approximation,  on  pourra 
négliger  entièrement  les  termes  en  h\  h.'*  et  /’•  de  cette  dernière 
formule,  lesquels  ont  des  valeurs  toujours  fort  petites,  par  rapport 
à d‘  et  <f ’,  prendre  pour  valeur  commune  de  d‘  et  <T‘ , celle  de  d‘ 
qui  est  la  plus  forte  et  répond  au  milieu  de  la  hauteur  h du  mar- 
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teau,  enfin  négliger  la  faible  influence  des  tourillons  de  la  hurasse 
ce  qui  conduira  à des  formules  d’un  calcul  très-facile,  surtout  si 
l’on  connait  à priori,  le  poids  des  diverses  parties. 


Roues  d'engrenages. 


32.  Considérant  encore  la  roue  en  fonte.  B,  dont  les  bras  sont 
formés  de  croisillons  trapèzoïdes  parallèles  et  perpendiculaires  à 
l’axe  AA’,  on  supposera,  pour  la  simplicité,  ces  bras  prolongés, 
d'une  part,  jusqu’à  cet  axe , de  l’autre,  jusqu’à  la  circonférence 
moyenne  (19)  de  la  couronne , et  l’on  négligera  en  conséquence,  la 
portion  du  noyau  comprise  entre  ces  bras , dont  l’influence  est 
d’ailleurs  peu  sensible  ; cela  posé,  nommant  (fig.  52)  : 

R le  rayon  moyen  de  la  couronne , allant  de  l’axe  au  centre  de 
gravité  de  son  profil , 

E son  épaisseur  réduite  et  l sa  largeur, 

B et  B’  les  largeurs  à la  base  et  au  sommet  des  nervures  dirigées 
suivant  l’axe  AA’, 

6 et  b'  celles  des  nervures  perpendiculaires, 

e leur  épaisseur  commune, 

n=7200lil-  le  poids  du  mètre  cube  de  fonte, 

» le  nombre  des  bras , 


U=rR^  P -),  u=eR^^—  j,  W=2îtREI,  enfin  les  volumes 

respectifs  des  nervures  qui  composent  un  même  bras  et  celui  de  la 
couronne,  on  aura,  d’après  les  n”  (19  et  25)  et  en  négligeant  les 
termes  qui  contiennent  les  carrés  des  rapports  des  épaisseurs  e 
et  E à R,  pour  le  moment  d’inertie  total  et  approché  de  la  roue 


* R* 


R’. 


Si,  comme  il  arrive  pour  les  volants  des  machines,  R est  très- 
grand  par  rapport  à 6,  6’,  tandis  que  B et  à surpassent  au  plus 

de  g B’  et  b',  on  pourra  prendre  approximativement  ou  à ~ près, 


B-f  3B'  é-j-34’ 

,-9o’-Ff6T 


*1,95  ou  zéro  s’il  n’y  a pas  de  nervure# 

transversales.  Enfin  on  négligera  6’-}- à’*  vis-à-vis  de  R*,  ce  qui 
donnera,  sans  erreur  appréciable 


1=  ~ (W-f  0.325U,)  R\ 
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U,  représentant  le  volume  total  et  11U,  le  poids  correspondant 
des  bras  et  de  leurs  nervures. 

53.  Considérant,  pour  dernier  exemple,  le  balancier  du  n°  68 
(2'  sect.)  dont  les  bras  sont  composes  de  deux  segments  de  para- 
bole égaux  et  symétriques,  par  rapport  à l’axe  de  rotation  D,  et 
qui  sont  renforcés  à leur  pourtour  et  le  long  de  l’oxe  de  figure 
par  des  côtes  ou  nervures  saillantes  représentées  sur  le  profil  de  la 
figure,  perpendiculaire  à ce  dernier  axe,  on  désignera  (fig.  53)  par 

R la  longueur  commune  des  bras  ou  segments  paraboliques, 
B leur  corde  commune  passant  par  le  centre, 

£ l’épaisseur  de  leurs  parties  planes, 

a l’aire  constante  du  profil  des  nervures  paraboliques  extérieures 
a’  l’aire  pareille  du  profil  des  nervures  de  l’axe  horizontal  du 
balancier, 

P le  poids  total  du  balancier, 

[ le  moment  d’inertie  total  de  la  masse , 

u,  «’,  u”,  etc.,  les  volumes  approximatifs  des  bourrelets  et 
nervures  qui  soutiennent  les  tourillons  placé  en  E,  N,  C, 

D,  D’,  D’’,  etc.,  les  distances  respectives  de  ces  tourillons  à 
l’axe  de  rotation , 

II— 72001'1-  le  poids  du  mètre  cube  de  fonte, 

S enfin , le  demi  contour  du  profil  extérieur. 

D’après  cela,  on  aura  approximativement,  en  vertu  des  n”* 

(9,  21 , 24)  et  en  observant  que  B est  ici  plus  petit  que  4- R et  que 

les  dimensions  des  profils  transversaux  des  nervures  peuvent  ôtre 
généralement  négligées  vis-à-vis  de  leurs  distances  à l’axe  de  rota- 
tion (10) 


P =2  n(aS  -fo’R+4  BER+  u f *’  + #) , S =2R-f-  Log.  8 

t=^2  + BF.R  î;)+“£r+  J "T.  }R* 


On  se  rappellera  que  le  logarithme  qui  entre  dans  la  seconde  de 
ces  formules  est  népérien  et  doit  être  multiplié  par  2,505,  quand 
on  le  prend  dans  les  tables  ordinaires.  On  observera  pareillement 
que  les  longueurs  R,  S et  B se  rapportent  au  centre  de  gravité  du 
profil  des  nervures  extérieures,  et  que  les  aires  a et  a'  ne  compor- 
tent pas  les  parties  qui  appartiennent  au  disque  plan  du  balancier. 
D’ailleurs,  si  an  lieu  d’être  constantes,  comme  cela  se  fait  d’ordi- 
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nuire  pour  la  simplicité  des  constructions,  ces  aires  allaient  en 
augmentant,  de  l'extrémité  des  bras  vers  l’axe  de  rotation,  suivant 
la  forme  parabolique  réclamée  par  la  théorie  des  solides  d’égale 
résistance,  le  calcul  du  moment,  d’inertie  du  balancier  se  ferait 
d'une  manière  tout  aussi  facile  en  considérant  sa  masse  comme 
décomposée  en  ses  différents  prismes  de  vides  ou  de  plein,  ayant 
tous  pour  bases  des  segments  paraboliques  de  môme  axe  et 
sommet,  etc. 


Km  DK  LA  DF.UXIÈMK  SF.CTION. 


•23 


‘‘M. 
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COURS  DE  MECANIQUE  APPLIQUÉE  AUX  MACHINES. 


3e.  Section. 


CALCUL  DES  RÉSISTANCES  PASSIVES  DANS  LES  PIÈCES  A MOUVEMENT 
CONSTANT  ET  SOUMISES  A DES  ACTIONS  SENSIBLEMENT  INVARIABLES. 


CONSIDÉRATIONS  PRÉLIMINAIRES. 

I)è composition  des  machines  complexes  en  machines  simples. 

4.  En  parlant  de  l'etablissement  des  machines  en  général  (44)  (') 
nous  avons  donné  une  idée  succincte  de  la  manière  dont  on  procède 
au  calcul  de  la  force  motrice  qui  doit  vaincre  toutes  les  résistances 
réunies  : cela  consiste  à considérer  séparément  chaque  pièce 
distincte  et  mobile  du  système,  comme  une  machine  simple, 
soumise  elle-même  à une  puissance  et  à des  résistances  qui  se  font 
équilibre  à tous  les  instants,  ou  dont  la  somme  des  quantités  de 
travail  instantanées  est  constamment  égale  à zéro  (15).  La  force 
motrice  et  la  résistance  utile  ou  active  appliquées  à chacune  d’elles 
n’étant  autre  chose,  en  effet,  que  les  efforts  de  réaction  qu’elle 
éprouve  de  la  part  de  celle  qui  la  précède  immédiatement  du 
côté  du  moteur  ou  qui  suit  immédiatement  du  côté  de  l’opé- 
rateur , on  conçoit  comment,  à l’aide  des  règles  ordinaires  de 
la  statique,  on  peut  parvenir  à calculer,  de  proche  en  proche, 
en  partant  de  l’une  quelconque  des  pièces  extrêmes  de  la  machine, 
la  valeur  des  differentes  forces,  passives  ou  actives,  qui  Ih  sollici- 
tent à un  instant  donné,  en  fonction,  soit  de  la  pression  motrice 
du  récepteur,  soitde  la  résistance  utilede  l’opérateur;  et  par  suite, 
comment  on  peut  aussi  calculer  (n.  8 et  suivants),  pour  chacune  de 
ces  forces,  la  quantité  de  travail  positive  ou  négative  (19),  qu’elle 
livre  à la  machine  dans  chaque  élément  du  temps,  ou  entre  deux 
positions  quelconques  données. 


(’)  Tnu*.  les  renvoi»  île  ee»  préliminaire»  »onl  relatifs  à la  »ection  I. 
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Objet  spécial  Je  cette  section. 

Ces  calculs  présentent  généralement  de  très-grandes  diUicul- 
lés  tontes  les  fois  que  les  vitesses  et  les  forces  varient,  en  intensité 
et  en  direction,  suivant  les  lois  quelconques  dans  les  diverses  po- 
sitions des  pièces  ou  machines  simples  à considérer;  et  c'est  ce  qui 
arrive  notamment  (23,  26  et  36)  pour  les  pièces  douées  d’un  mou- 
vement d'oscillation  plus  ou  moins  compliqué  et  excentrique;  mais 
nous  avons  vu  (34  et  suivantes,  44)  que,  dans  la  plupart  des  cas 
que  présentent  les  machines,  les  choses  sont  disposées  de  façon 
que  les  vitesses  virtuelles  ou  géométriques  des  différents  points  et 
celles  des  forces  tant  actives  que  passives,  demeurent  dans  des  rap- 
ports sensiblement  invariables,  aussi  bien  que  les  inleusilés  pro- 
pres de  ces  forces  et  leurs  quantités  de  travail  élémentaires  ou  to- 
tales, ce  qui  permet  alors  d'établir  entre  ces  forces  etees  quantités 
de  travail , des  relations  indépendantes  de  la  position  du  système, 
et  qui  fournissent  sur  le  champ,  les  moyensde  calculer  les  valeurs 
de  celles  qui  sont  inconnues  en  fonction  de  toutes  les  autres , Or, 
ce  sont  principalement  les  machines,  ou  éléments  de  machines  or- 
ganisés ainsi,  que  nous  nous  proposons  d’examiner  dans  la  présente 
section,  en  renvoyant  aux  suivantes  pour  tout  ce  qui  concerne  les 
cas  où  les  vitesses  virtuelles  et  effectives,  la  direction  et  l'intensité 
des  forces,  seraient  susceptibles  de  varier  suivant  des  lois  plus  ou 
moins  compliquées. 

Nature  des  machines  simples  qui  seront  considérées  dans  celle  section, 
et  hypothèses  d'après  lesquelles  on  les  soumettra  au  cafcul. 

3.  Les  poulies,  les  différents  tours  ou  treuils,  le  plan  incliné,  la 
vis,  etc.,  qui  constituent  ce  qu’on  nomme  proprement  les  machines 
simples,  appartiennent  évidemment  à la  classe  des  organes  dont 
nous  avons  ici  à nous  occuper,  et  qu’on  pourrait  définir  simple- 
ment en  disant:  que  le  mouvement  uniforme  y est  rigoureusement 
possible  sous  l’action  des  forces  considérées.  C'est  en  effet,  dans  la 
supposition  d’un  tel  mouvement  et  même  dans  celle  du  repos  ab- 
solu ou  statique,  qu’on  envisage  ordinairement  leur  théorie  dans 
les  traités  de  mécanique,  en  fesant  totalement  abstraction  des 
forces  d’inertie  qui  peuvent  être  appliquées:!  leurs  divers  éléments 
matériels,  et  c’est  aussi  dans  cette  hypothèse  que  nous  nous  pro- 
posons d’abord  de  les  soumettre  au  calcul;  mais  il  ne  faudra  pas 


Digitized  by  Google 


19(1  — 


pour  cela  oublier,  dans  les  applications,  que  les  forces  d'inertie  cl 
notamment  les  forces  centrifuges,  peuvent  jouer  un  rôle  dans  cer- 
tains cas  (14),  en  fesant  varier  les  pressions  et  les  tensions,  d’où 
naissent  en  général  les  résistances  passives  des  machines. 

Du  reste , tout  en  revoyant,  pour  ce  qui  concerne  les  effets  de 
l’inertie  et  de  la  variabilité  de  l’action  des  forces,  aux  principes  qui 
seront  exposés  dans  les  sections  suivantes,  nous  ferons,  dès  à pré- 
sent, remarquer,  dans  la  vue  de  faciliter  les  applications,  que  ces 
effets  sont  absolument  négligeables  dans  les  cas  suivants:  4°  Quand 
le  mouvement  s’opère  avec  lenteur,  ainsi  qu’il  arrive,  par  exemple, 
dans  les  machines  employées  à soulever  ou  à trainer  de  très-lourds 
fardeaux;  2“  Que  le  mouvement,  quoique  très-rapide,  n’éprôuve 
que  des  variations  insensibles  et  que  les  masses  des  parties  maté- 
rielles sont  distribuées  uniformément  autour  des  axes  de  rotation , 
ce  qui  est  également  le  cas  d’un  grand  nombre  de  machines  do 
l’industrie  (29 ,54  et  44);  3°.  Enfin  quand  les  puissances  et  les  ré- 
sistances actives,  appliquées  à chaque  pièce  simple  de  la  machine, 
agissent  d’une  manière  sensiblement  constante  ou  telle  qu’on  puisse, 
sans  inconvénient,  remplacer  dans  les  calculs,  leurs  actions  varia- 
bles par  celles  des  forces  (9)  qui  auraient  pour  intensité  constante 
ce  que  nous  avons  nommé  leur  valeur  moyenne. 

Idée  générale  de  la  manière  dont  on  procède  au  calcul  des  résistances 
passives  et  de  leurs  quantités  de  travail. 

4.  Maintenant  pour  concevoir  comment  peut  s’effectuer , en 
général , le  calcul  des  résistances  passives  ou  nuisibles  , dans  les 
pièces  soumises  aihsi  à des  actions  constantes  et  à un  mouvement 
uniforme  , on  remarquera  que  toute  la  difficulté  est  réduite  à dé- 
terminer , pour  une  position  assignée  du  système  , les  efforts  de 
pression  ou  de  tension,  qui  produisent  directement  ces  résistances 
et  au  moyen  desquels  ou  parvient  à les  évaluer  directement  d’a. 
près  les  données  de  l’expérience  (17  et  18).  La  méthode  générale 
consiste , comme  ou  sait , à supposer  le  système  entièrement  libre 
et  à introduire  les  efforts  dont  il  s’agit  ainsi  que  les  résistances 
qui  en  résultent , comme  des  indéterminées  parmi  les  autres  for- 
ces du  système  ; mais  cette  méthode  générale  conduit  souvent  à 
des  complications  de  calcul  très-grandes  , et  elle  peut  alors  être 
avantageusement  remplacée  par  d’autres  plus  directes  dans  cha- 
que cas  particulier,  comme  on  pent  le  voir  daus  la  Théorie  des  ma- 
chines simples  de  Coulomb. 
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Voulant , par  exemple , se  borner  à une  première  approxima- 
tion , on  pourra  calculer  les  effets  dont  il  est  question  dans  l’hypo- 
thèse où  il  n’y  aurait  aucune  résistance  passive;  cela  sera  souvent 
facile  par  les  règles  ordinaires  de  la  composition  et  de  la  décom- 
position des  forces , et  en  supposant  qu’on  ait  préalablement  dé- 
terminé la  valeur  de  la  puissance  P qui  met  en  équilibre  la  résis- 
tance active  Q , seules  forces  qui  , avec  le  poids  des  pièces , sont 
censées  agir  sur  la  machine.  On  obtiendra  donc  ainsi  une  valeur 
approchée  , mais  un  peu  faible , des  efforts  que  produisent  les  ré- 
sistances passives  elles-mêmes;  multipliant  respectivement  ces  der- 
nières par  les  chemins  élémentaires  que  parcourent  en  un  temps 
donné,  leurs  points  d’application  dans  leur  direction  propre,  qui 
est  censée  invariable , aussi  bien  que  leur  intensité  ; lésant  ensuite 
la  somme  de  tous  les  produits  semblables  , on  aura  une  première 
valeur  approchée  de  la  quantité  de  travail  absorbée  par  les  résis- 
tances passives  , dans  l'intervalle  dont  il  s’agit;  ajoutant  enfin  cette 
somme  à la  quantité  de  travail  que  développe  , dans  le  même  in- 
tervalle , la  résistance  active  Q qui  est  censée  connue , on  aura 
(15)  celle  que  doit  dépenser  P.  Quant  à la  valeur  même  de  P , qui 
est  censée  constante  en  grandeur  et  en  direction  , on  l’obtiendra  , 
soit  en  divisant  le  résultat  trouvé  par  le  chemin  que  parcourt  son 
point  d'application  , dans  l’intervalle  de  temps  que  l'on  considère 
et  dans  la  direction  de  P,  soit,  ce  qui  est  plus  général , en  cher- 
chant directement  la  force  qui  fait  à la  fois  équilibre  à Q et  aux 
diverses  résistances  passives  déjà  calculées.  Si  cette  première  ap- 
proximation apprenait  d'ailleurs , que  les  résistances  passives 
exercent  une  inilucnce  assez  grande  , il  serait  à propos  de  recom- 
mencer les  calculs  en  substituant  la  nouvelle  valeur  P à l’ancienne; 
mais  , comme  les  résistances  |>assives  sont  en  général  très-faibles  , 
on  obtiendra  souvent , dès  la  première  opération  , une  approxi- 
mation suffisante  pour  les  besoins  de  la  pratique. 

Ri  fl tx  inns  concernant  le  cas  où  l'action  des  forces  serait  variable 
avec  la  position  du  système. 

5.  On  voit  par  cet  aperçu,  que  si  la  puissance  et  les  diverses 
résistances  au  lieu  d’être  constantes  , en  direction  et  en  intensité  , 
comme  on  vient  de  le  supposer , étaient  susceptibles  de  varier 
d’une  manière  sensible  , selon  les  positions  snccessives  du  système 
on  se  trouverait  obligé  de  calculer  leur  valeur  et  celle  de  leur 
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quantité  de  travail  élémentaire  , pour  chacune  de  («s  positions  , 
alin  de  pouvoir  en  déduire  ensuite  les  quantités  de  travaiL  totales 
qu'elles  développent  entre  deux  instants  donnés  , ce  qui  réclame- 
rait le  secours  du  calcul  intégral  ou  des  méthodes  d’approxima- 
tion dont  il  a été  question  au  n«  9 , méthodes  qui  ont  l’avantage 
particulier  de  ne  pas  exiger  que  l’on  connaisse  la  loi  ou  l’expres- 
sion analytique  de  chaque  force  en  fonctiou  du  chemin  décrit  par 
son  point  d'application.  Maison  évite,  dans  beaucoup  de  cas,  ces 
difficulté-s  en  remplaçant  les  résistances  variables  par  leurs  valeurs 
moyennes,  (9)  calculés  une  fois  pour  toutes,  ainsi  que  nous  en  ver- 
rons des  exemples  dans  la  section  suivautcspécialcment  consacrée  à 
l'examen  des  systèmes  soumis  à des  mouvements  et  à des  actions 
variables. 

Je  pense  que  , d’après  ces  développements , on  n’éprouvera  au- 
cune difficulté  à saisir  le  but  des  applications  qui  suivent,  et  qu’on 
sera  parfaitement  en  état  d’en  mettre  à profit  les  résultats  lorsqu’il 
s’agira  de  calculer  dans  chaque  cas  particulier  , les  quantités  de 
travail  utile  transmises  à l’opérateur  d'une  machine,  par  une  force 
motrice  donnée , ou  nécessaire  à dépenser  , sur  son  récepteur  , 
pour  produire  un  effet  utile  déterminé.  Du  reste  nous  ferons  ob- 
server que  les  seules  résistances  passives  dont  nous  ayons  ici  à 
nous  occujier  , sont  les  frottements  de  diverses  espèces , l’adhé- 
rence et  la  raideur  descordages  , attendu  que  la  résistance  des  mi- 
lieux peut  être  négligée  quand  le  fluide  est  l'air , et  que  les  sur- 
faces et  les  vitesses  ne  sont  pas  très-considérables  ; ce  qui  est  le 
cas  de  presque  toutes  les  applications. 

DK  LA  RÉSISTANCE  DIRECTE  DU  FROTTEMENT  ET  DE  L’ADHÉRENCE 
DES  CORPS  EN  CONTACT. 

Résultats  des  expériences  faites  par  les  anciens  physiciens. 

6.  Lorsqu’on  fait  glisser  deux  corps  l’un  sur  l'autre,  tangentielle- 
ment  à leur  surface  , c'est-à-dire  , sans  qu’ils  roulent , il  se  déve- 
loppeen  leurs  différents  points  de  contact,  une  résistance  dirigée 
dans  le  sens  du  chemin  que  ces  points  décrivent  et  dont  l’intensité 
dépend  à la  fois  de  la  pression  naturelle  qu’ils  éprouvent,  de  la 
nature  et  de  l’état  des  surfaces. 

Les  physiciens  ont  depuis  longtemps  reconnu  l’influence  de  cette 
résistance  et  se  sont  occupés  d’en  déterminer  les  lois  et  l’intensité. 
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Amontons  (’)  parait  être  le  premier  qui  ait  cherché  ,à  évaluer 
le  frottement  et  la  raideur  des  cordes  dans  les  machines  : « 11  crut 
» trouver  , par  ses  expériences,  dit  Coulomb,  que  l’étendue  n’en- 
» trait  pour  rien  dans  les  frottements,  dont  la  mesure  dépendait 
» uniquement  de  la  pression  des  parties  en  contact.  » Il  en  con- 
clut que  dans  tous  les  cas  , le  frottement  était  proportionnel  à la 
pression  dans  le  rapport  de  t et  3.  Après  lui , Musehembrock  (") 
conclut  de  ses  propres  expériences  que  le  frottement  n’est  pas 
exactement  proportionnel  à la  pression , qu’il  dépend  de  l’étendu  e 
des  surfaces  en  contact  et  de  la  vitesse  du  mouvement. 

Résultat»  des  expériences  de  Coulomb. 

7.  Mais  les  recherches  les  plus  étendues  qui  aient  été  laites  jus- 
qu’à ces  derniers  temps,  sont  dues  à Coulomb  (*'*.)  Cet  illustre 
physicien  distingua  la  résistance  que  deux  corps  éprouvent  à glis- 
ser l’un  sur  l’autre,  quand  ils  ont  été  quelque  temps  en  contact, 
de  celle  qui  a lieu  pendant  qu’ils  sont  en  mouvement. 

II  reconnut  que  la  première  est  souvent  beaucoup  plus  considé- 
rable que  la  seconde  que  dans  l’un  et  l’autre  cas,  elle  est  propor- 
tionnelle à la  pression;  mais  il  crut  aussi  entrevoir  qu’elle  dépendait 
de  l’étendue  de  la  surface  de  contact.  D’où  il  résulterait,  selon  lui, 
que  sa  valeur  se  composerait  d’une  quantité  proportionnelle  à la 
pression,  dans  un  rapport  constant  pour  les  mêmes  corps  à un  état 
donné,  et  d’une  autre,  proportionnelle  à l’étendue]de  la  surface  de 
contact  à qui  proviendrait  de  l’adhérence  que  les  corps  contrac- 
tent par  le  rapprochement  de  leur  surface. 

Enfin  , Coulomb  en  observant , à l’aide  d’une  montre  à demi 
secondes,  la  durée  du  temps  employé  par  les  corps  soumis  à l’ex  - 
périencc,  à parcourir  les  deux  moitiés  d’une  course  de  i pieds , 
crut  reconnaître  que  le  mouvement  produit  par  un  effort  cons- 
tant , était  uniformément  accéléré  et  en  conclut  que  le  frottement 
était  indépendant  de  la  vitesse.  Mais  le  peu  de  précision  de  scs 
moyens  d’observation  ne  lui  permettant  pas  d’établir  cette  loi 


(')  Mémoire  de  l'Académie  des  sciences.  pour  1 600. 

(*•)  Cours  de  physique  expérimentale,  par  P.  Muschcnhrock  . loin,  I , 
pag.  202  et  suivantes. 

Mémoires  de  mathématiques  et  de  physique,  présentés  à l’Académie 
îles  sciences  par  divers  savons,  loin.  X pag.  163  cl  suivantes. 
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d’une  manière  positive , il  y indiqua  des  restrictions  i>our  beau- 
coup de  cas  et  notamment  pour  celui  des  métaux  glissant  les  uns 
sur  les  autres  , ou  sur  les  bois  avec  ou  sans  enduit. 

Un  physicien  anglais  M.  G.  Rennie  a publié  en  1849  (')  des  ex- 
périences plus  spécialement  relatives  aux  cas  où  les  surfaces  com- 
mencent à s'user  , à se  roder  l’une  sur  l’autre,  ce  qui  provient  or- 
dinairement du  défaut  d’enduit , ou  de  l'excès  de  la  pression. 
Malheureusement  sesappareils  n’étaient  pas  assez,  parfaits  pour  le 
conduire  àdes  résultats  exacts  et  à des  lois  positives. 

Hèultats  desnouvelles  expériences  faitesen  1851 , 1852 , 1853  et  1834 
par  M.  Morin. 

8.  Dans  ces  dernières  années  , le  capitaine  d’artillerie  Morin  a 
entrepris  de  répéter  les  expériences  de  Coulomb,  et  de  les  étendre 
à la  plupart  des  corps  ctdes  enduits  en  usage  dans  les  constructions 
et  dans  les  machines,  à l’aide  d’appareils  susceptibles  de  donner  à 
chaque  instant  du  mouvement  l’effort  exercé  pour  le  produire  et 
la  loi  géométrique  à laquelle  il  est  soumis.  Ces  instruments  sont 
décrits  en  détail  dans  quatre  mémoires  que  cet  officier  a présentés 
à l’académie  des  sciences  et  dont  les  trois  premiers  ont  été  insérés 
par  ordre  de  cette  illustre  société,  dans  les  tomes  V et  VI  du  mé- 
morial des  savans  étrangers.  Nous  reviendrons  à ces  mémoires  pour 
tout  ce  qui  concerne  le  mode  d’expérimentation  et  de  calcul  em- 
ployés pour  ces  expériences  et  nous  nous  bornerons  à exposer  les 
lois  et  les  principaux  faits  qui  en  découlent* 

Il  résulte  des  expériences  faites  sur  les  frottement  des  bois,  des 
métaux  et  des  pierres,  avec  ou  sans  enduit,  pour  les  surlaces  planes 
ainsi  que  pour  les  tourillons,  que  le  frottement  est  : 
t°  Proportionnel  à la  pression,  dans  un  rapport  constant  qui  ne 
dépend  que  de  la  nature  des  corps  en  contact  et  dé  celle  de 
l’enduit. 

2°  Indépendant  de  l’étendue  de  la  surface  en  contact. 

3°  Indépendant  de  la  vitesse  du  mouvement. 

Il  est  vrai  ainsi  que  Coulomb  l’avait  constaté,  que  pour  beau- 
coup de  corps  et  notamment  pour  les  bois,  le  frottement  est  plus 
grand  lorsque  les  surfaces  ont  été  quelque  temps  en- contact,  que 
quand  le  mouvement  est  acquis,  mais  il  résulte  d’un  grand  nom- 

(’)  Transactions  philoso|>tii<|iies  dp  la  société  Royale  de  Londres,  année  1829. 
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bre  d’observations  qu'un  léger  ébranlement  imprimé  à la  surface 
de  contact  de  l’un  des  deux  corps  peut  faire  disparaître  cette  diffé- 
rence et  décider  la  séparation  par  un  effort  de  traction  simple- 
ment susceptible  d'entretenir  le  mouvement  une  fois  produit.  Celte 
remarque  importante  devra  s'appliquer  aux  constructions  où  le 
frottement  contribue  par  sa  résistance  à maintenir  la  stabilité  des 
différentes  parties  et  où  l’on  peut  craindre  des  ébranlements  quel- 
conques et  il  en  résulte  que  l’on  devra  calculer  le  frottement  dans 
ce  cas,  comme  si  le  mouvement  était  déjà  acquis,  sans  tenir  compte 
de  la  durée  du  contact. 

Les  résultats  de  toutes  les  expériences  faites  par  M.  Morin,  sont 
résumés  et  classés  dans  les  trois  tableaux  suivants  relatifs,  le  V’ 
au  frottement  des  surfaces  planes  à l’instant  du  départ  et  lors- 
qu’elles ont  été  quelque  temps  en  contact,  le  2e  au  frottement  des 
surfaces  planes  en  mouvement  les  unes  sur  les  autres  et  le  .V  au 
frottement  des  tourillons  en  mouvement  sur  leurs  coussinets. 

9.  Frottement  des  surfaces  planes  à l’instant  du  départ  et  lors- 
qu'elles ont  été  quelque  temps  en  contact. 
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40.  Frottement  des  surfaces  planes  en  mouvement  les  unes  sur  les  autres. 
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1 1 . Frottement  des  tourillons  en  mouvement  sur  leurs  coussinets. 
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Résultat  sommaire  des  tableaux  précédent. 

43-  11  résulte  <le  la  comparaison  de  ces  divers  tableaux  une 
conséquence  facile  à graver  dans  la  mémoire  et  relative  à presque 
toutes  les  applications  ordinaires  aux  machines  industrielles;  c'est 
que  pour  les  surfaces  planes  et  les  tourillons  en  bois,  en  fer,  en 
fonte  ou  en  bronze,  enduites  d'huile,  de  suif  ou  de  saindoux,  le 
rapport  du  frottement  à la  pression  est  sensiblement  le  même  et 
égal  à 

0,07  ou  0,08 

et  que  quand  ces  surfaces  sont  simplement  onctueuses  il  a pour 
valeur  moyenne 

* 0,15. 

Enfin  ces  tableaux  montrent  en  évidence  l'utilité  des  appareils 
destinés  à renouveler  et  répandre  sans  cesse  l’enduit  sur  des  sur- 
faces frottantes,  puisqu'avec  leurs  secours  le  rapport  du  frotte- 
ment avec  les  mêmes  enduits  que  ci-dessus  s'abaisse  jusqu'il 

0,03 

A l’aide  de  ces  résultats  il  nous  sera  facile,  dans  chaque  cas,  de 
déterminer  l'intensité  des  frottemens,  lorsque  nous  connaîtrons  la 
pression  supportée  par  les  surfaces  en  contact. 

Quant  au  frottement  qui  provient  du  roulement  des  corps  et 
qu’on  nomme  frottement  de  la  seconde  espèce,  on  sait  qu’il  est 
ordinairement  négligeable  vis-à-vis  du  premier,  et  qu’on  en  fait 
même  entièrement  abstraction  dans  tous  les  calculs  relatifs  aux 
corps  solides  et  durs  qui  entrent  dans  la  composition  des  machi- 
nes; mais  comme  il  peut  jouer  un  rôle  essentiel  dans  certain* 
circonstances,  il  ne  sera  pas  inutile  de  relater  ici  le  petit  nombre 
de  données  d’expérience  qui  le  concernent. 

Résistance  die  au  roui,  km  est  nus  corps. 

Notions  et  résultats  d'expérience  sur  le  frottement  de  roulement. 

43.  Soit  C (fig.54)  un  rouleau  cylindrique  posé  sur  un  plan  de 
niveau  AB  et  soumis  à une  pression  verticale  P,  provenant  tant 
du  poids  du  rouleau  que  d’une  force  étrangère  quelconque;  en 
vertu  de  eette  pression,  de  la  contexture  et  de  la  compressibilité, 
plus  ou  moins  grande  des  substances  en  contact,  le  rouleau  et  le 
plan  s’imprimeront,  s’engageront  l'un  dans  l'autre;  et,  si  l'on  sup- 

27 
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pose  une  puissance  horizontale  F,  appliquée  tangentiellement  à la 
partie  supérieure  T de  la  circonférence  du  rouleau , elle  aura  à 
vaincre  la  résistance  opposée  par  les  aspérités  ou  saillies  quelcon- 
ques situées  en  ab,  du  côté  où  s’opère  le  mouvement  de  roulement 
sur  le  plan  AB,  et  dont  l’effet  consiste  à repousser  le  rouleau  nor- 
malement à la  surface  de  contact  ab,  c’est-à-dire,  suivant  des  di- 
rections passant  par  le  centre  C.  La  rotation  instantanée  du 
cylindre  tendant  d'ailleurs  à se  faire  autour  du  point  de  contact  a, 
on  conçoit  comment  l'équilibre  s’établit  à chaque  instant,  entre  la 
force  F et  les  différentes  forces  de  répulsion  dont  il  s’agit  en 
égard  à leurs  bras  de  levier  respectifs , par  rapport  à ce  point. 

On  possède  très-peu  d’expériences  sur  la  résistance  des  corps 
au  roulement;  elles  sont  principalement  dues  à Coulomb,  qui  les 
a faites  incidentellemcnt  à l’occasion  de  ses  belles  recherches  sur 
la  raideur  des  cordes,  dont  les  résultats  seront  rapportés  plus  loin. 
Ayant  fait  mouvoir,  sur  une  surface  plane  en  chêne,  des  rouleaux 
de  bois  de  gayac  de  2 et  de  6 pouces  de  diamètre,  sous  des  pres- 
sions de  100  à 1000  livres,  il  a été  conduit  à admettre  que  la  valeur 
de  la  puissance  F était  sensiblement  proportionnelle  à la  pression 
P et  inverse  du  diamèlre  des  rouleaux  ; de  sorte  qu’on  a 

F=A  £ 

D étant  ce  diamètre  et  A un  coefficient  constant  qui  ne  varie 
qu'avec  la  nature  des  substances  en  contact. 

Quant  à la  valeur  de  cette  constante,  Coulomb  l’a  trouvée  égale  à, 
0,036  pour  le  rouleau  de  bois  de  gayac, 

0,  06  pour  le  rouleau  de  bois  d’orme, 
lés  pressions  P étant  exprimées  en  livres  et  le  diamètre  en  pouces. 
Si  donc  P est  mesuré  en  kilogrammes  et  D en  mètres,  on  aura  , 

P kil 

pour  le  rouleau  de  bois  de  gayac  , F=0, 00097  , 

pour  le  rouleau  de  bois  d'orme,  F=0,00162P kil 

D . 

Ces  formules  n’assignent  à F des  valeurs  un  peu  fortes,  que 
lorsque  le  diamètre  du  rouleau  est  lui-môme  très-petit.  Supposant, 
par  exemple,  D=0"02,  dans  la  dernière,  elle  donnera  F==0,08i  P, 
mais  comme,  d’après  le  2'  tableau,  le  frottement  direct  du  bois 
d’orme  glissant  à sec  sur  du  chêne,  serait  0,14  P,  c’est-à-dire  seu- 
lement cinq  fois  la  résistance  qui  provient  du  simple  roulement, 
on  voit  que,  dans  certains  cas,  il  serait  nécessaire  de  tenir  compte 
du  frottement  de  roulement. 


Digitized  by  Google 


— 211 


Manière  dont  on  doit  entendre  et  mesurer  la  résistance  absolue  du 
frottement  de  roulement. 


14.  On  remarquera  que  les  formules  ci-dessus  ne  donnent  pas, 
en  elles-mêmes,  la  valeur  absolue  de  ce  frottement,  mais  seule- 
ment la  valeur  relative  au  bras  de  levier  de  la  puissance  F,  par 
rapport  au  point  de  contact  a du  rouleau  et  du  plan  AB,  bras  de 
levier  qui  peut  être  quelconque;  si  l’on  suppose  que  cette  puis- 
sance agisse  tangenliellement  à la  circonférence  d'un  cylindre 
concentrique  ou  connaxique  au  proposé  , et  ayant  lui  même  un 
diamètre  quelconque,  la  résistance  agit  réellement  au  point  a,  en 
sens  contraire  du  chemin  décrit  par  ce  point,  le  long  de  AB;  de 
sorte  que  sa  vitesse  virtuelle  n’étant  que  la  moitié  de  celle  de  F, 
son  intensité  doit  aussi  être  censée  le  double  de  ce  que  donnent 
les  formules  dont  il  s’agit. 


Pour  mettre  ces  circonstances  dans  tout  leur  jour,  il  suffit  d’ob- 
server que  la  puissance  F (Gg.  35),  appliquée  tangentiellement  à 
la  circonférence  du  rouleau,  décrit  un  chemin  qui  se  compose  h la 
fois  de  celui  TT’=  aa',  qui  a été  parcouru  par  les  points  de  con- 
tact T et  a,  et  de  l’arc  TT’— aa',  qui  s’est  en  quelque  sorte  déroulé 
en  ces  points,  arc  égal  au  chemin  dont  il  s'agit  : cela  paraîtra  com- 
plètement évident  d’ailleurs,  si  l’on  suppose  que  F agisse  par 
l’intermédiaire  d’un  fil  très-délié,  enroulé  sur  le  cylindre  de  F vers 
T.  Or  il  en  résulte  que,  si  l'on  nomme  f la  valeur  absolue  de 
l’effort  tangentiel,  quel  qu'il  soit,  qui  s’exerce  en  a pour  s’opposer 
au  mouvement  de  translation  du  rouleau,  de  l’élément  de  chemin 
que  décrit  uniformément  son  point  d’application,  dans  le  sens  do 
AB,  sa  quantité  de  travail  instantanée  étant  mesurée  par  fde,  celle 
de  F le  sera  par  F.  2 de,  de  sorte  qu'on  aura  (13) 

/de- 2 Fde  ou  2F=2A 

Telle  est  donc  la  valeur  absolue  qu'on  doit  attribuer  à la  résistance, 
abstraction  faite  du  point  auquel  est  appliquée  la  puissance  F,  qui 
doit  la  convaincre  dans  l'hypothèse  du  mouvement  uniforme.  Si  F, 
par  exemple,  agit  tangentiellement  au  point  T,  on  aura  F=—  f , si 
elle  agit  tangen  ticllement  à une  circonférence  concentrique  à celle  du 
rouleau  et  de  diamètre  d,  on  aura,  en  observant  que  son  chemin 
élémentaire  est  à celui  de  f dans  le  rapport  de  d-j-  D à I). 


F 


f 


D JAP 
n-j-d"  i>  + d 
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valeur,  qui  devient  quand  d--o,  ou  que  la  puissance  agit  directe- 
ment en  C , 

¥=™l=f 

i)  ' 

ce  qui  est  évident  à priori. 

Enfin  si  F,  au  lieu  d'agir  tangcntiellement  It  un  certain  cercle 
concentrique  au  rouleau,  en  des  points  variables  de  la  circonfé- 
rence de  ce  cercle,  était  constamment  appliquée  en  un  même  point, 
dans  une  direction  d'ailleurs  arbitraire,  son  expression  serait  très- 
différente  de  celle  que  nous  venons  de  lui  assigner,  et  uniquement 
relative  au  rapport  de  sa  vitesse  virtuelle  à celle  de  f ou  du  point  a. 

Quant  au  cas  où  le  rouleau  aurait  une  forme  cylindrique  dis- 
tincte de  la  forme  circulaire,  il  est  évident  que  la  résistance  absolue 
au  roulement,  serait  encore  exprimée  par  la  formule 

A fi’ 

pourvu  qu’on  prit,  pour  P,  la  pression  normale  résultante  do 
toutes  les  forces  appliquées  à ce  cylindre,  dans  la  position  qu’on 
lui  attribue  à un  certain  instant,  et  que  D fût  pris  égal  au  diamètre 
du  cercle  osculateur  relatif  au  point  de  contact  correspondant  à 
cette  même  position.  On  trouverait  évidemment,  d'une  manière 
analogue,  l’expression  du  frottement  de  roulement  dans  le  cas  des 
surfaces  convexes  de  forme  continue  quelconque;  mais  nous  ne 
pousserons  pas  plus  loin  ces  considérations  purement  théoriques, 
et  qui  seraient  sans  utilité  réelle  dans  l'état  actuel  de  nos  connais- 
sances expérimentales. 

Usage  du  roulement  pour  faciliter  h transport  des  fardeaux. 

15.  Mr  Régnier,  ancien  conservateur  du  dépôt  central  de  l’artil- 
lerie, a fait,  avec  son  dynamomètre  (*),  une  expérience  sur  l'emploi 
des  rouleaux  circulaires  pour  traîner  des  charges  sur  un  pavé  ho- 
rizontal. Ayant  d’abord  fait  glisser  directement,  sur  ce  pavé,  une 

caisse  en  bois  chargée  d’un  poids  de  240  il  a trouvé  que  l’effort  à 

kil 

exercer,  dans  le  sens  du  chemin  décrit,  était  de  140  (voyez  cette 
expérience  dans  le  tableau  du  n°  7).  Ayant  ensuite  placé  cette 
même  caisse  sur  des  rouleaux  de  0m086  de  diamètre,  il  a trouvé 
que  sous  la  même  charge  l’effort  à exercer  n’était  plus  que  de 

f)  Journal  de  l’Ecole  Polytechnique,  b'  cahier,  page  171. 
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23*'' ou  environ  seulement  du  précédent,  mais  comme  il  y avait 
à la  fois  roulement  sur  la  caisse  et  sur  le  pavé,  en  n'en  peut  rien 
conclure  relativement  à la  valeur  qui  doit  être  attribuée  séparé- 
ment à chacune  des  résistances  qui  naissent  de  ce  roulement. 

Ces  expériences  servent  donc  uniquement  à prouver  les  avan- 
tages que  peut  offrir  l'emploi  des  rouleaux  dans  les  constructions 
publiques,  avantages  qui  doivent  se  reproduire  quand  on  substitue 
des  phères,  par  exemple,  des  boulets  de  fonte  aux  rouleaux, 
comme  on  l'a  fuit  lors  du  transport,  à St-Pétersbourg,  de  l’énorme 
rocher  de  granit  qui  sert  de  piédestal  à la  statue  de  Pierre-le- 
Grand  (').  On  sait  que,  pour  effectuer  ce  transport,  on  fut  obligé 
de  construire,  sous  les  galets,  des  chemins  à ornières  en  fonte, 
établis  sur  des  massifs  de  maçonnerie,  et  de  revêtir  d’ornières 
parallèles  le  dessous  des  brancards  du  traîneau  qui  supportait  le 
rocher  ; mais,  comme  ces  moyens  n’auraient  pas  suffi , en  eux-mêmes, 
pour  rendre  le  transport  possible  à l’aide  du  tirage  direct  des 
hommes  et  des  animaux,  on  se  servit,  pour  augmenter  leur  action 
d’un  certain  nombre  de  cabestants  amarrés  à des  pieux  fichés  en 
terre  de  distance  en  distance,  cabestants  dont  nous  donnerons, 
un  peu  plus  loin,  la  théorie,  d’après  Coulomb,  en  ayant  égard  au 
frottement  et  à la  raideur  des  cordes. 

Observations  sur  la  manière  <f évaluer  la  résistance  de  ce  transport. 

16.  Lorsqu'un  fardeau  est  ainsi  transporté  sur  des  rouleaux, 
il  parcourt  nécessairement  (14)  un  chemin  double  de  celui  que 
décrit  leur  centre,  et  c’est  ce  qui  oblige  de  reporter  fréquemment 
les  rouleaux  de  l’arrière  à l’avant  du  traîneau  qui  supporte  la 
charge.  Cette  opération  occasionne  nécessairement  une  certaine 
perte  de  temps  et  de  travail , qui  n'a  pas  lieu  dans  le  transport  par 
voiture  où  la  puissance  est  immédiatement  appliquée  à l’axe  ou 
essieu  de  chaque  roue,  mais  alors  cette  perte  est  remplacée  par 
celle  qui  provient  du  frottement  des  essieux  et  que  nous  ensei- 
gnerons bientôt  à calculer.  Quanta  la  manière  d’evaluer  la  résistauce 
totale,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  elle  se  conclut  immédiatement 
des  observations  qui  précèdent. 

Il  est  clair,  en  effet,  que,  si  un  corps  P (fig.  36),  est  supporté 
sur  un  ou  deux  rouleaux,  par  une  face  plane  et  horizontale  DE, 

(*)  Art  dr  Imtlr.  par  Ronclrlrl . transport  des  farriraux- 
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la  force  F qu'il  est  nécessaire  d’appliquer,  dans  le  sens  de  cette  face, 
pour  vaincre  à fois  sa  résistance  au  roulement  et  celle  du  plan 
horizontal  inférieur  AB , devra  être  exprimée  par 

|(/-i-r)=4{2A-s-+2A’  £)=£(a+a’)=f 

f étant  la  valeur  absolue  de  la  résistance  tangentielle  qui  se  déve- 
loppe en  T et  T’. 

A’  le  coefficient  relatif  aux  substances  en  contact  en  ces  points. 
Pour  s’en  convaincre  directement,  il  suffit  d’observer  que  e 
étant  l'élément  du  chemin  décrit,  dans  un  certain  instant,  par  les 
centres  des  rouleaux,  on  devra  nécessairement  avoir  (15),  dans  la 
supposition  du  mouvement  uniforme , 

2Fe— /e-j-/’e, 

attendu  que  l’arc  développé  en  T est  simplement  égal  à celui  qui  l’est 
en  a,  tandis  que  le  chemin  décrit  simultanément  par  le  point  d’ap- 
plication de  F,  est  le  double  de  cet  arc.  Supposant,  par  exemple, 
que,  dans  l’expérience  citée  de  M.  Regnier  (15),  les  rouleaux  fus- 
sent de  bois  d'orme  et  la  caisse  de  chêne,  on  aurait  d’après  Cou- 
lomb (13), 

A’=  0,001 62; 

d’ailleurs  P = 240’..i.,  D=0"\036,  F=  25*1.  ; 

subtituant  ces  valeurs  dans  la  première  des  équations  ci-dessus,  on 
en  déduira 

A=  0,00738; 

valeur  cinq  fois  plus  forte  que  celle  de  A’  ; ce  qui  n’a  rien  d’éton- 
nant,  puisque  A se  rapporte  à la  résistance  d'un  pavé  qui  pouvait 
contenir  des  inégalités  ou  obstacles  considérables. 

DE  LA  RAIDEUR  DES  CORDES  ET  DES  COURROIES. 

Notions  et  formules  sur  la  résistance  provenant  de  la  raideur  des 

cordes. 

47.  Lorsqu’une  corde  PMQ  (fig.  57)  est  développée  sur  un  rou- 
leau ou  une  poulie  mobile  autour  de  l’axe  C,  et  qu’elle  se  trouve 
tendue,  à l’une  de  ses  extrémités,  par  un  poids  Q,  que  doit  mettre 
en  équilibre  ou  faire  mouvoir  une  puissance  P agissant  à l'autre, 
on  observe  que  la  partie  BQ,  du  côté  de  la  résistance,  sollicitée 
par  la  raideur,  s’écarte  de  la  direction  propre  de  l’effort  Q.  de 
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sorte  que  le  bras  de  levier  de  cet  effort  est  augmenté.  La  partie  AP 
de  la  corde  qui  répond  à la  puissance  P,  parait,  au  contraire, 
conserver  une  direction  qui  se  confond  avec  celle  de  cette  puis- 
sance, attendu  que  le  ressort  de  la  corde  tend  plutôt  à favoriser 
le  déroulement  qu’à  l’empécher,  et  il  en  résulte  que  l'enroulement 
en  B,  produit  seul  l'excès  de  résistance  qu’a  à vaincre  la  puissance  P. 

S’i  n’y  avait  pas  de  raideur,  le  poids  P serait  égal  à Q,  mais 
à cause  de  la  raideur,  P doit  être  augmenté  d’une  certaine  quantité 
que  Coulomb,  d’après  le  résultat  de  ses  expériences,  a trouvé  être 
sensiblement  indépendante  de  la  vitesse  du  mouvement,  et  dont 
pour  les  cordes  ordinaires,  il  représente  la  valeur  par  la  formule 
suivante  : 

tf"  kll 

R=D-(a  + 6Q)  : 

dans  laquelle  d et  D sont  les  diamètres  respectifs  de  la  corde  et  de 
la  poulie,  exprimés  en  mètres;  Q la  tension  de  la  partie  de  cette 
corde  qui  subit  l’enroulement  en  B , tension  qui  est  censée  donnée 
en  kilogrammes;  a un  poids  constant  qui  se  rapporte  à la  raideur 
naturelle  de  la  corde,  et  qui  provient  du  degré  plus  ou  moins  grand 
de  tension  ou  de  torsion  des  fils  simples  dont  elle  se  compose  (*) 
b un  nombre  également  constant  et  uniquement  relatif  à l’augmen- 
tation de  raideur  due  à la  tension  étrangère  Q;  enfin  /a  nn  autre 
nombre  qui  varie  essentiellement  avec  l’état  de  la  corde. 

Pour  les  cordes  blanches  ordinaires,  (jl  se  trouve  compris  entre 
1 et  2 selon  le  degré  plus  ou  moins  grand  d’usé  ou  de  flexibilité 
naturelle:  on  a (j.— 2 pour  les  grosses  cordes  neuves,  u=t,5=J-, 
pour  les  cordes  glus  qu’à  demi  usées,  enfin  u = l pour  les  ficelles 
très-petites  et  très-flexibles. 

Pour  les  cordes  goudronnées , il  est  plus  exact  de  remplacer  d'1 
par  le  nombre  n des  fils  de  caret  dont  elles  se  composent,  la  for- 
mule devient  ainsi  simplement 

R = »(a  + 6Q)ki', 

et  la  résistance  ne  varie  plus  sensiblement  avec  le  degré  d’usé  des 
cordes. 


(*)  Les  cordes  se  composent  de  5 toroiu  ou  cordes  moins  grosses  , en- 
trelacées et  tordues  ; lej  torons  sont  formés  d’un  certain  nombre  de  fi 
celles  ou  brins  qu'on  nomme  filt  de  caret. 
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Résultat  de s expériences  de  Coulomb. 

18.  Les  résultats  des  expériences  que  Coulomb  a laites  pour 
déterminer  les  valeurs  des  quantités  d“a  ou  na,  d“b  ou  nb,  dont  la 
première  exprime  la  raideur  constante  d’une  corde  d'espèce  et  de 
diamètre  donnés,  et  la  seconde  sa  raideur  par  kilogramme  de  la 
charge  ou  tension  Q,  se  trouvent  consignés  dans  le  tableau  ci- 
après,  que  nous  empruntons  à M.  Navier  , Architecture  hydrau- 
lique de  Bèlidor,  nouvelle  édition,  page  178  note  (bb). 

T*bleac  des  poids  nécessaires  pour  plier  différentes  cordes  autour 
d'un  arbre  de  1 mètre  de  diamètre  ("). 


Indication  des  cordes. 

Diamètre 

deseordes 

—d. 

Poids  des 
cordes  par 
mètre  de 
longueur. 

Raideur 

constante 

a 

Raideur 
par  kil. 
décharge 
=d',b. 

Cordes  blanches  de  50  fils  de  caret 

— id.  — de  15  fils — id. — 

— id.  — de  6 fils — id. — 

CordesgoudronnécsdcôO  fils  — 
I — id.  — de  1 5 fils  — 

I — id.  — de  6 fils  — 

m 

0,0200 
0?0144 
0,0088 
0,0230 
0,01 08 
0,0090 

0.2834 

0,1448 

0,0522 

0,3520 

0,1032 

0,0693 

0.222460  0,0097382 
0,00331410.0055:82 
0,010004  0,0023804 
0,349000  0,0125514 
0.105928  0,0060592 
0.2)2080  0,0025968 

Nota.  Pour  les  cordes  blanches  mouillées  , de  0m.02  et  au-dessus , il  faut 
prendre  pour  d“o  le  doubla  des  nombres  portes  au  tableau.  La  valeur  de  d^u 
augmente  un  peu  aussi  pour  les  cordes  goudronnées  , quand  la  température 
est  au-dessous  de  zéro  ; enfin  elle  est  un  peu  moindre  pour  les  corde*  qui 
viennent  d'être  récemment  pliées  sur  une  poulie,  ce  qui  prous’C  qu’il  faut  un 
certain  temps  pour  que  la  raideur  atteigne  sa  limite , et  que  si  les  cordes  pas- 
sent sur  des  poulies  consécutives  , leur  résistance  est  au-dessous  de  celle  que 
leur  assigne  les  nombres  du  tableau  ci-dessus.  On  diminue  d'ailleurs  beau- 
coup la  raideur  des  cordages  en  les  imprégnant  d’itn  corps  gras  on  en  les  frot- 
tant avec  du  savon. (**) 

(**)  Les  cordes  employées  par  Coulomb  , étairnt  neuves  , composée  de 
3 torons  dont  les  fils  , par  suite  de  la  torsion  , avaient  été  réduits,  dan< 
la  fabrication  , au  tiers  de  leur  longueur  primitive  ; les  expériences  oui 
donné,  pour  ces  cordes,  M=i .75  moyennement  ; pour  des  cordes  près, 
que  hors  d’état  de  servir,  Colomb  a trouvé  u=l  .40  : les  nombres  adop 
tés  ci-dessus  sont  un  peu  plus  forts,  ce  qui  tend  à augmenter  l'estima- 
tion de  la  raideur  et  n’a  aucun  inconvénient  pour  l’usage  qu’il  s'agit  d’en 
faire  dans  la  pratique  ( Voyez  la  théorie  des  martinet  simple»  de  CoulotnA. 
Mémoire  de * savants  étrangers , Tome  10). 
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Manière  d’appliquer  ces  résultats  au  calcul  de  la  raideur  des  cordes. 

19.  Lorsqu’il  s’agit  d’évaluer  la  raideur  d’une  corde  donnée,  au 
moyen  du  lableau,  on  y choisit  une  corde  qui,  par  sa  constitution 
et  sa  grosseur,  s'éloigne  le  moins  possible  de  rolle-ld,  on  substitue 

les  valeurs  de  rf“a,d"6  qui  lui  correspondent,  dans  la  formule 
|j  (<fVf-d“6Q) , en  y remplaçant  D et  Q par  les  valeurs  qui  con- 
viennent au  cas  actuel;  ce  qui  revient,  comme  on  voit,  à calculer 
la  raideur  de  la  corde  du  tableau,  supposée  enroulée  sur  le  même 
tambour , et  sollicitée  par  le  même  poids  Q. 

Cela  posé,  «fêtant  le  diamètre  de  la  corde  à calculer,  -|(  (a-J-6Q) 
sera  sa  raideur,  puisque  a,6,Q  et  D ont  les  mêmes  valeurs  que  ci- 
dessus;  donc  il  suffira  de  multiplier  le  résultat  obtenu  pour  la 

d,ft  ( cT  Y“ 

corde  du  lableau,  par  le  rapport  — — j,  en  prenant  pour  u. 

un  nombre  relatif  au  degré  d'us  ; de  la  corde  (’),  eonforméinenl 
à ce  qui  a été  prescrit  ci-dessus. 

Pour  les  cordes  goudronnées,  il  faudra  multiplier  le  même  ré- 
sultat par  le  rapport  du  nombre  des  fils  de  caret  des  deux 
cordes. 


De  la  force  absolue  et  du  poids  des  cordages. 

20.  Afin  de  ne  rien  omettre  d’essentiel  de  ce  qui  concerne  les 
cordes,  nous  ajouterons,  d’après  Coulomb,  qu'on  ne  doit  jamais 
les  charger  au-delà  de  par  fil  de  caret,  quoiqu’eu  général, 
elles  puissent  soutenir,  sans  se  rompre,  de  50  à 60L‘i.  Les  cordes 
mouillées  perdent  près  du  -J  de  leur  force , et  la  résistance , à dia- 
mètre égal,  n’est  pour  les  cordes  goudronnées  guères  que  les  * ou 
les  | de  celle  des  cordes  blanches. 

D'après  les  expériences  de  Duhamel,  la  résistance  des  cordes 
blanches  à lu  rupture  serait  proportionnelle  au  carré  du  diamètre; 
mais  elle  augmente  dans  un  rapport  un  peu  plus  grand  que  leur 

(*)  D’après  la  note  qui  précède,  il  faudrait,  pour  une  plus  grande  exac- 

, , , <f/* 

titude  , multiplier  le  résultat  obtenu  par  le  rapport  - ; mais  comme  I cv- 

d 

posant  1.75  diffère  très-peu  des  limites  2 et  1,50  adoptées  pour  les  rordr. 
d'une  certaine  grosseur,  on  |>cul  , sans  inconvénient,  supposer,  avec 
M.  Nnvier . l'exposant  de  d*  égal  à p. 

2K 
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poids  sous  l’unité  de  longueur , et  que  le  nombre  des  (ils  de  rare! 
dont  elles  se  composent:  d étant  un  diamètre  d'une  telle  corde, 
exprimée  en  centimètres,  on  pourra,  d’après  Mr  Navier  (voyez  l’ou- 
vrage cité  page  182,  note  6c),  représenter  la  force  nécessaire  pour 
la  rompre,  par  100#  kil,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  -10,50'  kil, 
c étant  la  circonférence  exprimée  également  en  centimètres;  cette 

valeur  peutd’ailleursdilTérer,  en  plus  ou  en  moins,  de  * de  la  véri- 
table, selon  la  qualité  du  chanvre  et  les  circonstances  de  la  fabri- 
cation. 

Ces  différens  résultats  ne  s’appliquent  d’ailleurs  qu’aux  cordages 
fabriqués  d’après  l’ancienne  méthode;  ceux  qui  le  sont  d’après  les 
procédés  de  fabrication  introduits  par  Mr  Hubert,  à l’arsenal  de 
marine  de  Rochefort,  outre  qu’ils  ont  plus  de  souplesse,  offrent 
encore  un  surcroit  de  résistance  qui  augmente  proportionnelle- 
ment au  nombre  des  fils  de  caret. 

il  est  quelquefois  utile  de  connaître  le  poids  des  cordages  dont 
le  diamètre  est  donné;  on  le  trouvera  d’après  cette  règle  qui  nous 
a été  communiquée  par  le  célèbre  ingénieur  dont  il  vient  d’être 
] 

parlé:  prenez  le^du  carré  de  la  circonférence  du  cordage  exprimé 
en  pouces,  le  résultat  sera  en  livres,  le  poids  d’une  brasse  de 
a pieds  de  longueur  de  ce  cordage;  nommant  toujours  c le  nombre 
des  centimètres  contenus  dans  cette  circonférence,  le.  poids  du 
mètre  courant  du  cordage  sera  ainsi  exprimé  par  la  formule  : • 

0,00828  c-  kilog. 

Manière  dont  on  peut  tenir  compte  de  la  raideur  des  lanières  et 

courroies. 

21.  Nous  avons  vu,  dans  la  section  II,  qu’au  lieu  de  cordes,  on 
se  servait  souvent,  dans  les  machines,  de  courroies  et  lanières  en 
cuir  de  hongrie,  larges  et  d’une  petite  é|>aisseur,  qu’on  renforce 
sur  les  bords  extérieurs.  Comme  ces  courroies  ont  ordinairement 
une  flexibilité  très  grande,  leur  raideur  donne  lieu  à une  résistance 
assez  faible  et  qu’on  pourrait  à la  rigueur  négliger  dans  les  calculs. 
Néanmoins,  si  l’on  veut  en  tenir  compte,  on  pourra,  en  attendant 
des  expériences  spéciales  à ce  sujet , supposer  que  leur  résistance 
est  sensiblement  la  même  que  celle  d’un  assemblage  de  petites  cor- 
des superposées  et  ayant  un  diamètre  égal  à leur  épaisseur  aux 
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divers  points;  c’est-à-dire,  qu’on  se  servira  encore,  pour  évaluer 
cette  résistance,  de  la  formule  du  N“.  17  ci-dessus,  qu’il  faudra 
multiplier  ensuite  par  un  coefficient  numérique  représentant  le 
nombre  des  cordelles  qui  sont  censées  entrer  dans  la  composition 
de  la  courroie;  on  choisira  d’ailleurs,  pour  l’exposant  « qui  entre 
dans  celte  formule,  des  valeurs  en  rapport  avec  le  degrés  plus  ou 
moinsgrandde  flexibilité  qu'on  suppose  à la  courroie,  d’après  la 
durée  de  son  emploi  et  la  nature  du  cuir  qui  la  compose. 

Desexpériences  qui  ont  été  faites  à Anzin,  puis  répétées  à Metz, 
prouvent  que,  lorsque  les  courroies  convenablement  tendues , ser- 
vent à communiquer  le  mouvement  à des  tambours  différens,  la 
vitesse  est  transmise,  d’une  axe  à une  autre,  sans  une  perte  appré- 
ciable; et  il  en  est  ainsi  probablement  encore  des  cordes  sans-fin 
employées  au  même  usage;  cette  circonstance  lient  au  frottement 
qui  s’exerce  aux  différents  points  de  contact  avec  les  tambours  , et 
dont  l’intensité  croissant  très-rapidement  avec  la  tension  et  l’arc 
embrassé,  empêche  la  courroie  de  glisser  sous  la  différence  des 
efforts  qui  la  sollicitent  à ses  extrémités:  comme  cette  propriété 
est  une  qualité  précieuse  pour  beaucoup  de  cas,  nous  allons  ici  en 
rappeler  la  théorie 

Frottement  des  cordes  et  courroies  autour  des  Cylindres 

immobiles. 

Relation  générale  entre  la  puissance  et  la  résistance. 

21.  Soit  P (fig.  58)  une  puissance  sollicitant  la  résistance  Q par 
l’intermédiaire  de  la  corde  ou  courroie  MAN  enroulée  sur  un  cy- 
lindre immobile  dont  C est  le  centre;  il  est  évident  qu’à  l’instant 
où  P commencera  à vaincre  Q,  enfaisantglisserlacordesurlecylin- 
dre,  son  intensité  devra  être  égale  à celle  de  Q augmentée  du  frot- 
tement développé  le  long  de  l’arc  MAN,  par  les  pressions  normales 
résultantes  des  tensions  qui  ont  lieu  aux  différents  points  de  la 
corde. 

Nommant  r le  rayon  du  cylindre , t la  tension  d’un  élément 
quelconque  ab  — ds  de  la  corde,  t'—t-[-dt  la  tension  de  l’élément 
suivant  bc  du  côté  de  P,  a l’angle  en  b formé  extérieurement  au 
cylindre,  par  ces  élémens  ou  tensions,  / le  coefficient  du  frottement 
relatif  aux  substances  en  contact;  l'accroissement  de  tension  rff 
sera  évidemment  égal  au  frottement  qui  s’exerce  sur  l’élément  ab, 

& 
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en  vertu  (le  la  pression  normale  qu’il  supporte,  pression  qui  n’est 
autre  chose  que  la  composante  f’  sin  a de  t’ , perpendiculaire  à la 
direction  de  ce  même  élément,  et  qu’on  peut  considérer  comme 
égale  simplement  à 

tx, 

en  négligeant  les  infiniment  petits  des  ordres  supérieurs  au  pre- 
mier. 

Mais  l’angle  a,  formé  par  les  élémens  consécutif  ab  et  bc 
de  la  courbe,  étant  lui  même  égal  à l’angle  des  normales  ou  rayons 
correspondans  du  cylindre,  lesquels  embrassent  entre  eux  un  arc 
mesuré  par  ds,  on  a di—xr,  et  partant 

*=/*«==  ou  — =-^L. 

r t r 

Intégrant  cette  dernière  équation  , depuis  le  point  N , pour  le- 
quel *=o  et  t—Q  .jusqu’au  point  M pour  lequel  s=arcMAN=s 
et  t=P  il  viendra 

logp— iogy  = iog-|l=/'  -i- 

qu’on  peut/mettre  sous  cette  autre  forme,  en  nommant  e— *71828* 
la  base  des  logarithmes  hyperboliques  ou  népériens. 

Cl 

P=Qe  r.  i.P  = i.Q-f ,0.4342945^0 


(’)  Nommant  S l’arc  qui,  sur  la  circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité  . 
mesure  l'angle  embrassé  par  les  normales  extrêmes  de  l’arc  a,  on  aura 

t =jr,  P^Qc^ 

relation  qui  devient  applicable  à un  cylindre  ou  à une  courbe  NAM  quelcon- 
que, $ étant  toujours  l’are  qui  mesure  l'angle  compris  entre  lcs'normalcs  des 
points  extrêmes  N et  M de  cette  courbe. 

Pour  s’en  convaincre , il  suffit  de  remarquer  qu’on  a , dans  les  mêmes  hy- 
pothèses , les  relations 

»=</«,  ^ =fd'j 

dont  la  dernière  s’intégre  immédiatcmentquellc  que  soit  la  manière  dont  varie 
* et  le  rayon  de  courbure  en  chaque  point.  On  voit  donc  que  le  frottement 
des  cordes  sur  les  cylindres  , dépend  bien  moins  de  la  forme  et  de  l’étendue 
de  l’are  embrassé  que  de  l’ouverture  de  l’angle  compris  entre  les  normales 
des  extrémités  de  arc. 
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Si  P,  au  lieu  d'entraîner  Q,  était  sur  le  point  d’cu  être  entraîné, 
on  aurait  évidemment 

—f* 

P=Qe  r =-^-,  I. P=i.Q-0, 43429454- 

r 

e 

Les  valeurs  de  f se  trouveront  d’ailleurs  par  les  tableaux  des 
n»*  7 et  suivants  , en  observant , à l’égard  des  cordes  de  chanvre , 
qu'on  peut  en  attendant  des  expériences  plus  étendues  à ce  sujet , 
supposer  f seulement  égal  à 0,53  quand  ces  cordes  sont  usées  et 
que  les  cylindres  sont  eux  même  polis  par  le  frottement. 

Usage  du  frottement  des  cordes  dans  les  arts  et  application 
particulière. 

22.  On  utilise  souvent , dans  les  arts  , ce  frottement  des  cordes 
dans  la  vue  de  diminuer  l’effet  nécessaire  à exercer  pour  soutenir 
un  fardeau , ou  pour  mettre  eu  équilibre  une  résistance  quelcon- 
que très-grande.  Par  exemple  , lorsque  les  tonneliers  veulent  des- 
cendre une  pièce  de  vin  dans  une  cave,  le  long  d’un  escalier  rapide 
ils  la  posent  sur  un  petit  traîneau  ou  sur  deux  pièces  de  bois,  for- 
mant un  plan  incliné  , dont  la  résistance  retarde  déjà  le  mouve- 
ment jusqu'à  un  certain  point  ; mais  comme  cela  ne  suffirait  pas 
pour  qu’un  ou  deux  hommes  pussent , sans  risque  , soutenir  la 
pièce  contre  l’action  de  la  gravité , ils  enroulent  les  deux  bouts  du 
cordage  de  retraite  autour  de  deux  pièces  de  bois  cylindriques 
inclinées  et  appuyées , par  le  bas , sur  le  sol  de  la  rue  , et , vers 
le  haut , contre  le  mur  de  la  porte  de  cave  ; la  résistance  produite 
par  l’enroulement  diminue  considérablement  l’effort  qu’ils  auraient 
à exercer  en  agissant  directement  sur  les  cordages  qui  soutien- 
nent la  pièce. 

Supposons  que  la  tension  de  ces  cordages  , qu’il  sera  facile  de 
calculer  au  moyen  de  la  théorie  du  plan  incliné  qui  sera  exposée  un 
peu  plus  loin  , soit  de  500k|l,  que  le  rayon  des  cylindres  soit  de 
0m,08  ; qu'enfin  la  corde  fasse  trois  révolutions  autour  de  ces  cy- 
lindres; on  aura  ici,  en  supposant  la  corde  usée  et  les  cylindres 
polis  par  le  frottement, 

Q=500\1'  r=rOJ)8,  f=033,  ^-=.6,21 7, 0,43429^=2, 6999809 
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et  en  lin 

IP=f.Q—  0,43429^-=— 0,00101  et  P = 0k,‘l»97X 

pour  l'effort  à exercer  sur  chacun  des  deux  cordages  de  retraite. 

C’est  ainsi  à l’aide  du  frottement  des  cordes  sur  les  rouleaux 
qu’un  seul  homme  peut  faire  descendre  un  canon  de  24,  suspendu 
à une  chèvre , sans  exercer  un  très-grand  effort  et  c’est  encore 
ainsi  que  dans  la  marine,  on  modère  le  mouvement  des  vaisseaux 
qu'il  s’agit  de  lancer  à la  mer  , en  les  plaçant  sur  des  chantiers  ou 
pièces  de  bois  inclinées  sous  un  certain  angle , à l'horizon, 


FROTTEMENT  ll'lN  CORPS  Sl'R  EN  PLAN  INCLINÉ. 

Cms  où  la  puissance  appliquée  au  corps  est  inclinée  d’une  manière 
quelconque. 

23.  Soit  Q (fig.  59)  le  poids  d’un  corps  posé  sur  un  plan  AB  in- 
cliné, à l’horizon,  suivant  un  angle  ABC=a;  on  suppose  ce  corps 
sollicité,  de  bas  en  haut,  par  une  puissance  P formant,  avec  la 
direction  du  plan  AB,  l’angle  /3 , et  qui  est  comprise  dans  un  plan 
vertical  perpendiculaire  à l’horizontale  B du  premier.  La  pression 
normale  résultante  de  P et  de  Q sur  AB  sera  ici,  Qcosa — Psin/S, 
donnant  lieu  au  frottement 

/(Qcosa — Psin/S). 

Quant  aux  composantes  des  forces  suivant  le  plan,  elles  seront 
Qsina  et  Pcos/3;  on  aura  donc  pour  calculer  la  force  P,  qui  serait 
sur  le  point  de  faire  monter  le  corps  le  long  de  AB, 

Pcos/3 — Qsina=/(Qcosa — Psin/3)  ; d’où  P = 

En  changeant  le  signe  de  / dans  cette  expression,  on  aura  évi- 
demment l’effort  nécessaire  seulement  pour  empêcher  le  corps 
d’étre  entrai  né  par  son  propre  poids;  et,  pour  que  cet  effet  soit 
nul,  il  faudra  évidemment  qu’on  ait 

Sin  a — f cos  a—o  ou  tang.  a—/. 

C’est-à-dire,  que  le  plan  AB  devra  faire,  avec  l’horizon,  un  angle, 
nommé,  angle  du  frottement,  dont  la  tangente  trigonomélrique  soit 
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«gale  au  coefficient  f;  l’observation  directe  de  l'angle  sous  lequel 
un  corps  est  sur  le  point  de  glisser  le  long  d’un  plan,  donnerait 
donc  la  valeur  du  rapport  du  frottementà  la  pression  ; niais  il  faut 
observer  que  cette  valeur  est,  presque  toujours,  supérieure  à celle 
qui  a lieu  pendant  le  mouvement  même  du  corps  (7,  8 et  9).  Si 
d'ailleurs  il  devenait  nécessaire  de  tenir  compte  de  l’adhérence  de 
ce  corps  avec  le  plan  (6),  il  n'y  aurait  évidemment  autre  chose  à 
faire  que  d’ajouter  à P le  quotient  de  sa  valeur  par  cos  fi-\-f  sin  fi, 
en  lui  attribuant  le  même  signe  qu’à  f selon  le  cas. 

Examen  relatif  à divers  cas  particuliers. 

24-  Quand  P est  parallèle  à AB,  fi=o;  quand  P agit  au-dessous 
du  plan,  fi  est  négatif;  enfin  quand  P est  horizontal  (fig.  60)  ; 

de  sorte  qu’on  a 


p_Qsin  q lang  «-{-/ 

valeur  qui  devient  infinie  lorsque  tang.  a=|:  ce  qui  indique  que, 

quelle  que  soit  la  grandeur  qu’on  attribue  à P,  elle  ne  saurait  alors 
faire  remonter  le  corps  le  long  de  plan  AB.  La  même  circonstance 
sc  reproduit  d'ailleurs  dans  le  cas  général , pour  une  valeur  de  fi. 

tefle  que  tang  fi=  — ÿ. 

Quant  à la  mesure  de  la  pression  soufferte  par  le  plan  incliné 
dans  le  cas  où  P est  horizontal,  elle  sera  évidemment  donnée  par 
la  formule 

N=Q  cos  a-j-P  sin  «=q(cos  a 4- sin  a.  •s‘"  {ros  5 

\ cos« — fs  m */  cos  * — f sin* 

Vv*  (,C  , 

Angle  le  plus  avantageux  du  tirage;  cas  où  il  est  nécessaire  d’appli- 
quer une  force  au  corps  pour  l’obliger  à descendre. 


25.  En  différentiant  l’expression  générale  de  P par  rapport  à fi 
et  égalant  le  résultat  à zéro,  on  trouve  que  le  minimum  de  l’efforl 
nécessaire  à employer  pour  faire  monter  Q le  long  du  plan  AB,  a 
lieu  quand  tang .fi=f,  cette  force  agissant  d'ailleurs  au-dessus  du 
plan  AB  et  de  bas  en  haut,  comme  l'exprime  la  figure  6;  mais  il 
n’en  faut  pas  conclure,  pour  cela , que  la  valeur  du  travail  que  dé- 
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veloppera  alors  cette  puissance  soit  elle-même  un  minimum  par 
rapport  à celle  du  travail  utile  que  suppose  l'élévation  du  poids 
Q.  En  effet,  le  rapport  de  ces  quantités  de  travail  est  évidemment 
(sect.  I,  N°*  8 etsuiv.) 

Pcos/3  1 -j-  A-os  x 

Qsina  l-J-ftang^ 

quantité  qui  décroit  infiniment  à mesure  que  tang/3  augmente. 

Pour  compléter  cette  discussion , qui  est  entièrement  applicable 
au  frottement  de  la  vis  dont  il  sera  question  plus  loin,  on  remar- 
quera que,  lorsque  l'angle  d'inclinaison  a du  plan  est  plus  petit 
que  l’angle  du  frottement  ou  que  tanga  non-seulement  il  n’est 
plus  nécessaire  d’appliquer  au  corps  une  force  pour  l’empécher  de 
descendre  sur  ce  plan,  mais  qu’encore  il  en  faut  une  pour  l’y  con- 
traindre. Par  exemple,  dans  le  cas  de  la  figure  CO  et  en  supposant 
une  force  horizontale  P’  tirant  de  Q vers  P’,  il  faudrait,  pour  faire 
descendre  le  corps,  que  l’on  eût 

p,  = 0 /‘cos«— sina  /'—tanga 
W cosa-r/'sina  ' (-{-/tanga  ’ 

valeur  qu'on  obtient  en  changeant  à la  fois  le  signe  de  f et  de  P ou 
Q,  dans  l'équation  ci-dessus  (24). 

EKOTTEMEXT  DAXS  I.E  COIX. 

Notions  préliminaires. 

26.  On  peut,  en  général,  nommer  coin  tout  corps  solide  posé 
entre  deux  ou  plusieurs  autres  et  sollicité  par  des  forces  quelcon- 
ques, qui  sont  mises  en  équilibre  par  les  efforts  de  réaction  que  le 
corps  éprouve  de  la  part  de  ceux-ci,  normalement  à sa  surface  de 
contact  avec  eux;  remplaçant , en  effet,  celte  surface  par  le  plan 
tangent  correspondant,  ce  plan  et  tons  ses  semblables  formeront, 
par  leur  rencontre  mutuelle,  un  angle  solide  ou  espèce  de  coin, 
qu’on  pourra  substituer  à la  considération  du  premier  corps,  et 
qui  se  trouvera  placé  absolument  dans  les  mêmes  circonstances , 
quant  aux  effets  physiques.  Dans  ce  qui  suit,  nous  nous  bornerons 
à exposer  la  théorie  du  coin  ordinaire , tel  qu’on  le  définit  dans  les 
élémens  de  statique,  en  faisant  observer  que  cette  théorie  s’ap- 
plique, d’une  manière  analogue,  aux  divers  cas  qui  peuvent  se 
présenter. 
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Soit  donc  ABC  (figures  61  et  62),  un  coin  triangulaire  dont  les 
faces  latérales  ou  côtés  AC  et  BC  s'appuient  en  T et  T’,  contre  deux 
autres  corps,  ou  parties  de  corps  solides,  dont  il  s’agit  de  produire 
l’écartement  au  moyen  de  la  puissance  P appliquée  extérieurement 
et  perpendiculairement  contre  la  tête  AB  du  coin  ; soient  N et  N’ 
les  efforts  de  réaction  qu’il  supporte  en  T et  en  T’  et  du  dehors  en 
dedans,  normalement  à ses  côtés  AC  et  BC;  ces  efforts  produiront 
les  frottements 


/N.  r N’ 

agissant  le  long  de  ces  mêmes  côtés  , de  bas  en  haut,  c’est-à-dire, 
en  sens  contraire  du  mouvement , que  tend  à faire  naître  la  puis- 
sance P.  Dans  l'état  général  de  la  question  où  le  coin  serait  solli- 
cité par  des  puissances  quelconques,  ou  même  par  une  puissance 
unique  agissant  perpendiculairement  à sa  tête,  mais  en  un  point 
arbitraire,  il  est  clair  qu’il  pourrait  tendre  à tourner  ou  à glisser, 
soit  latéralement , soit  transversalement,  ce  qui  donnerait  lieu  à 
de  nouvelles  résistances  dont  il  faudrait  tenir  compte  dans  les  cal- 
culs; mais,  comme  ces  effets  sont  étrangers  à celui  qu’il  s’agit  de 
produire,  et  qu’ils  tendent  à consommer  inutilement  du  travail 
moteur,  on  a toujours  soin,  dans  les  arts,  de  les  éviter;  ce  qui 
suppose  que  l’action  de  la  puissance  P soit  comprise  dans  le  plan 
des  forces  de  réaction  N, N’,  fS,  f' N’,  et  que  ces  dernières  aient  une 
résultante  commune , égale  et  précisément  contraire  à P.  D’ailleurs 
on  peut  négliger  entièrement  l’action  de  la  gravité  ou  du  poids  du 
coin,  vis-à-vis  des  forces  de  réaction  qui  se  développent  dans  les 
cas  les  plus  ordinaires. 

Enfin  il  parait  évident  encore  qui,  lorsque  le  coin  ABC  repose, 
par  plusieurs  points  ou  même  par  une  infinité  de  points,  sur  les 
corps  entre  lesquels  il  est  interposé,  ce  qui  arrive  toujours,  les 
forces  N et  N’,  /N  et  /"N’  ne  sont  autre  chose  alors  que  les  résul- 
tantes générales  des  forces  parallèles,  de  chaque  espèce,  appliquées 
en  ces  differens  points  et  dont  il  n’est  pas  indispensable  de  connaî- 
tre la  valeur  particulière. 

Equilibre  du  coin  dans  l’hypothèse  aù  il  ne  tourne  pas. 

27.  Pour  établir,  dans  ces  hypothèses,  la  théorie  du  coin  en 
ayant  égard  au  frottement , nous  supposerons  qu’on  décompose 
chaque  force  en  deux,  l’une  parallèle  et  l’autre  perpendiculaire  à 

29 
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la  direction  de  la  tête  AB;  nomment  a,  (ici  y les  angles  en  A,  B,  C 
du  triangle  ABC  qui  représente  le  profil  transversal  du  coin  , et 
faisant  attention  au  sens  de  l’action  de  chaque  force,  on  écrira  sé- 
parément que  la  somme  des  forces  parallèles  de  chaque  groupe 
est  égale  à zéro  ; ce  qui  donnera  les  deux  équations 

P — N eos  a — N’  cos  /3 — /N  sin  a — /’N’  sin  /3=s, 

N sin  a— N’  sin  /3 — /N  cos  a -)-  f N’  cos  /5=o  (*)  ; 
desquelles  on  tire 

ju’  -rsin  »—/•  cos  « 
sin/3 — / "cos  fi 

« P (sin  fi—f  cos  fi) _ P (sin  «—/cos») 

(*—  ff')  sin  y+ff+f')  cos  y ’ i—fr  si"  /-f’t/H-/’)  CO»  / 
en  observant  qu’on  a ici 

sin  (a-j-/5)=sin  y et  cos  (*-j-/3)  = — cos  y. 

Ces  diverses  relations  montrent  que  les  efforts  de  réaction  N et 
N’  sont  déterminés  quand  P est  donné  à priori,  ainsi  que  les  autres 
quantités  dont  ils  dépendent  ; en  y supposant  d’ailleurs  f et  f'  égaux 
à zéro  , on  retombera  sur  les  équations  d’équilibre  ordinaire  du 
coin. 

Cas  où  le  coin  tend  à être  repoussé  par  la  réaction  des  deux  corps  ; 
caractère  auquel  on  reconnaît  cette  circonstance. 

28.  Lorsque,  par  suite  de  l’action  plus  ou  moins  prolongée  de 
la  puissance  P,  le  coin  s’est  enfoncé  jusqu’à  un  certain  point  entre 
les  deux  corps  que  l’on  considère,  il  arrive  ordinairement  qu’en 
vertu  de  l’élasticité  des  matières  qui  les  composent , ou  des  résis- 
tances actives  auxquelles  ils  sont  soumis,  les  efforts  de  réaction 
N et  N1  continuent  à subsister,  bien  que  la  puissance  P cesse  en- 
tièrement son  action  ; alors  il  peut  arriver  de  deux  choses  l’une 

(')  Pour  exprimer  la  condition  (26)  que  le  coin  ne  tend  pas  à tourner  dan» 
le  plan  ABC,  il  suffira  d'écrire  que  la  somme  des  moments  des  forces-,  prise 
par  rapport  à un  point  quelconque  de  ce  .plan,  est  égale  à zéro  : en  choisis- 
sant, par  exemple , le  sommet  C pour  ce  point,  abaissant  la  perpendiculaire 
CK  sur  la  direction  de  P,  on  aura  (fig.  Ci),  en  faisant  attention  au  sens  de 
l’action  des  forces  et  attendu  que  les  bras  de  levier  de  fît  et  /'N'  sont  nul», 

P.CK-j-N’.CT’— N.CT=0, 

de  laquelle  on  déduira  CK  et,  par  suite,  AS  quand  CT  et  CT’  seront  données 
à priori 
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ou  que  le  coin  soit  repoussé  en  arrière  de  la  position  qu'il  occupe . 
ou  qu’il  soit  maintenu,  dans  cette  position,  par  les  frottemens  qui 
se  développent  en  T et  T.  Dans  le  ior  cas,  il  serait  nécessaire  d’ap- 
pliquer, pendiculairement  îi  la  tète  du  coin,  une  certaine  force  P, 
agissant  de  haut  en  bas,  pour  le  maintenir  au  degré  d’enfoncement 
où  il  est  parvenu.  Afin  de  reconnaître  et  de  discuter  chacune  de 
ces  circonstances,  il  suflit  d’observer  que,  dans  le  mouvement  d’as- 
cension du  coin,  les  frottements  /"N,  /"'N'  s’exercent  précisément 
dans  une  direction  contraire  à celle  que  nous  leur  avons  supposée 
en  premier  lieu  ; changeant  donc  leurs  signes  dans  les  équations 
ci-dessus,  la  valeur  P,  qu’on  en  déduira,  exprimera  la  force  qu’il 
est  nécessaire  d’appliquer  au  coin,  pour  faire  équilibre  à N et  N’  ; 
on  trouvera  ainsi 

p _N)(1—  fïï  sin  >— (/4-r)  ros  -4=N’}(1 — ({')  sin  y— (/H-Oc08  W 

1 sin  0-\-f  cos  0 sin  *-j-/  cos  « 

Quant  à la  relation  entre  N et  N’,  elle  exprime  simplement  une 
condition  à laquelle  ces  forces  doivent  satisfaire  pour  que  l’équi- 
libre soit  possible,  et  que  le  coin  ne  soit  pas  entraîné  dans  le  sens 
parallèle  à sa  lôte. 

Cela  posé,  on  voit  que,  si  la  valeur  de  P, , déduite  de  l’équation 
ci-dessus,  est  positive,  ce  sera  un  signe  que  le  coin  tend  à se  rele- 
ver par  suite  des  efforts  de  réaction  qu’il  éprouve;  que,  si  cette 
valeur  est  négative,  non  seulement  le  coin  ne  se  relevra  pas  de  lui 
même,  mais  qu’encore  il  faudra  un  certain  effort , dirigé  de  bas  en 
haut,  pour  vaincre  les  frottemens  auxquels  il  est  soumis;  qu’enfin 
si  P,— o,  ce  qui  suppose  la  relation 

(\-f f) «in  y— (7-f-f )cos  y=,  ou  tang  V 

naturellement  satisfaite  , se  sera  un  signe  que  les  forces  N et  N’ 
sont  sur  le  point  de  vaincre,  par  elles-mêmes,  les  frottemens  /"N  et 
f N\  ou  leur  font  strictement  équilibre;  de  sorte  que  le  moindre 
effort,  appliqué  sur  la  tête  du  coin,  suffirait  pour  le  faire  enfoncer 
ou  détacher. 

11  résulte  de  là,  que,  selon  qu’on  aura  (1 — fHs' n ? pin®  grand 
ou  plus  petit  que  cos  y,  c’est-à-dire,  selon  que 

tang  y > ou  <•££ 

le  coin  sera  repoussé  ou  retenu  plus  ou  moins  fortement  entre  les 
deux  corps. 
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Limites  la  question. 

29.  Revenant  à nos  premières  suppositions  où  le  coin  est  censé 
céder  à l'action  de  la  puissance  P,  appliquée  perpendiculairement 
à sa  tête  AB  (fig.  63),  du  dehors  au  dedans,  nous  ferons  remar- 
quer que  le  rapport  de  P à N’  (27),  ira  sans  cesse  en  croissant,  à 
mesure  que  tang.2  s’approchera  d’étre  égal  à f,  et  deviendra  même 
infini  quand  tang.x  aura  précisément  pour  valeur  f:  or  celte  cir- 
constance est  absolument  analogue  à celle  que  nous  avons  remar- 
quée (25)  pour  le  cas  d’un  corps  glissant  sur  un  plan  incliné,  et 
elle  prouve  simplement  que  le  frottement  ne  peut  être  vaincu  sur 
la  face  AC  du  coin,  quelle  que  soit  l'intensité  de  P;  ce  qui  est 
évident  puisqu’en  supposant  P assigné  à priori,  la  pression  N’, 
sur  la  face  BC , doit  être  nulle  d'après  les  équations  posées  au 
(N”  27),  qui  donnent  alors  simplement 

N’=0,  N.-. r PC0S3C= — rrr—  » 

cosa-j-/sina 

attendu  qu'on  a tang .x=f. 

Dans  le  fait,  la  solution  du  N’  27  suppose  implicitement  que  le 
coin  ne  tourne  pas,  ce  qui,  dans  le  cas  actuel , exige  (voyez  la  note 
annexée  à ce  numéro)  que  l’on  ait 

P.CK=N.CT=Pcosa.CT  ou  CK=CTcos<x; 

relation  qui  indique  que  la  direction  de  P doit  passer  par  le  point 
T.  S’il  en  était  autrement,  les  conditions  de  la  question  seraient 
totalement  changées  et,  la  rotation  tendant  à se  faire  autour  du 
point  T sans  glissement  en  ce  point,  il  conviendrait  d’établir  sim- 
plement l’équilibre  entre  les  forces  N’, /’N’,  et  P,  dans  l’hypo- 
thèse d’un  tel  mouvement  et  sans  égard  à f.N' , ce  qui  serait  facile. 

Des  coins  combinés. 

30.  Il  arrive  souvent,  dans  les  arts,  qu’on  se  sert  ù la  fois  de 
plusieurs  coins  appuyés  les  uns  contre  les  autres,  pour  compri- 
mer fortement  certains  corps  capables  de  résister  ou  de  céder  plus 
ou  moins  à leur  action  : c’est  ce  qui  arrive, par  exemple,  dans  les 
presses  dites  presses  à coin  et  dans  tous  les  assemblages  de  corps 
qu'il  s'agit  de  lier  par  leur  compression  réciproque  ; or,  la  puiss- 
ance unique,  ou  les  diverses  puissances  appliquées  simili tané- 
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ment  et  extérieurement  à ces  coins  étant  données,  il  sera  toujours 
possible  et  même  facile,  au  moyen  de  ce  qui  précède,  de  calculer 
en  valeur  de  ces  puissances , les  forces  de  compression  ou  da 
réaction  qui  sollicitent  chaque  coin,  et  finalement  les  efforts  que 
produisent  les  coins  extrêmes  contre  les  obstacles  considérés; 
comme  aussi,  ces  mêmes  efforts  étant  connus,  on  pourra  trouver 
les  valeurs  des  puissances  qu’ils  seraient  capables  de  vaincre,  en 
forçant  les  coins  à se  relâcher.  Mais  en  procédant  à ce  calcul,  il 
faudra  faire  attention  que,  pour  chaque  point  de  contact  ou  cha- 
que face  commune  à deux  coins  contigus,  les  forces  de  compres- 
sion réciproque,  telles  que  N.  et  N’  et  les  résistances  /"N  et  /’N' 
qui  en  résultent,  sont  nécessairèment  égales  et  désignés  contrai- 
res, c’est-à-dire,  qu’elles  ont  la  môme  valeur  absolue  pour  les 
deux  corps,  la  môme  direction,  mais  sont  respectivement  oppo- 
sées entre  elles,  Enfin,  s’il  s’agit  de  calculer  les  quantités  de  travail 
môme  des  différentes  puissances  ou  résistances  appliquées  à ces 
coins,  dans  l’hypothèse  d'un  mouvement  rectiligne  très-lent  ou 
uniforme  (5)  on  n’aura  qu’à  multiplier,  (sect.  1 , N”  8 et  suiv.)  l’in- 
tensité de  chacune  d’elles  par  le  chemin  que  décrit,  entre  deux 
positions  données  du  système,  son  point  d’application  dans  sa 
direction  propre;  ce  qui  sera  facile  comme  on  va  le  voir. 

Mesure  du  travail  utile  dans  le  coin. 

31.  Supposons  qu'il  s'agisse  du  coin  ABC  (fig.  64),  considéré  au 
N“  27  et  dont  tous  les  points  sont  censés  animés  d’un  monvement 
commun  parallèleàla  direction  de  P.  Soitrfe  le  chemin  infiniment 
petit  décrit,  à un  certain  instant,  par  le  point  d’application  de  P. 
dans  sa  direction  propre,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  distance 
entre  les  parallèles  AB  et  ab,  qui  sont  censés  représenter  les  deux 
positions  successives  de  la  têté  du  coin, 

p<fe-N<k  O— riany+v'+rw 

sin/3 — f'cos/3 

sera  évidemment  la  quantité  de  travail  élémentaire  développée  par 
P,  entre  les  deux  positions  dont  il  s’agit- 

Si  l’on  veut  comparer  cette  quantité  de  travail  à celles  que  dé- 
veloppent réellement  et  en  sens  contraire,  les  pressions  norma- 
les N et  N’  il  ne  s’agira  que  de  remarquer  que  la  vitesse  virtuelle 


3g!e 


— 250  — 


T<  de  la  première  est  de  cos  a , et  celle  T’I*  de  la  seconde  de  cos  ;3 , 
* de  sorte  que  (27) 

N décos*  -f-  N'decos,3==N  dej  cosa  f ~ cos  (3  deS-^^D^^É 

sera  la  quantité  de  travail  dont  il  s’agit  ^quantité  qu’on  obtiendrait 
immédiatement,  en  observant  que,  si  l’on  suppose  f et  f nuis  dans 
la  teredes  équations  du  K*  27,  qu’on  multiplie  ensuite  tous  ses 
termes  par  de,  elle  devra  donner  (sect.  t , N.  15)  pour  P de,  préci- 
sément la  valeur  de  la  quantité  de  travail  cherchée. 

Le  rapport  de  celte  quantité  de  travail  à celle  que  développe 
réellement  la  puissance  P,  en  vertu  des  résistances  étrangères  qui 
sollicitent  le  coin,  simultanément  avec  les  pressions  normales  Net 
N’,  aura  ainsi  pour  valeur. 

sinj» — (/-f-f)cosacos/3 
( i — /Dsiny  +(/■  + Dcos-/  * 

Influence  de  la  forme  et  de»  dimensions  du  coin  sur  l'effet  utile. 

32.  Cette  expression  montre  que,  si  l'angle  y du  tranchant  du 
coin  est  donné,  le  travail  des  pressions  N et  N’  qui,  abstraction 
faite  des  circonstances  accessoires  f),  doit  être  considéré  comme 
l'effet  utile,  a son  maximum  relatif  quand 

cos  a cos/3 =o 

ce  qui  suppose  que  l’un  des  angles  en  A et  B,  soit  droit. 

Par  exemple,  si  /3  est  cet  angle,  le  rapport  ci-dessus  deviendra 

tangy t 

<l-/ntang7-K+/’  1— /T+(/r+/’)tang«. 

(")  On  remarquera,  en  effet,  que  les  pressions  normales  N et  N’  ne  pro- 
duisent pas  seulement  l’ccartcmcnt  des  deux  corps  entre  lesquels  le  coin  est  in- 
terpose, mais  encore  la  compression],  le  refoulement  sur  clics  mêmes  des 
molécules  qui  avoisinent  les  points  de  contact  T et  T’  de  ces  corps,  refoule- 
ment qui  peut  être  etranger  à l’effet  qu’il  s’agit  réellement  de  produire,  et 
qui  augmente  à mesure  que  l'angle  y du  tranchant  devient  plus  obtus  ; de 
sorte  qu’il  faut  concevoir  la  vitesse  virtuelle  de  de  P,  partagée  en  deux  autres 
dont  l’nne  réponde  à la  quantité  de  ce  refoulement  et  l’autre  a l’écartement 
général  subi  par  les  deux  corps. 
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fraction  qui  elle-même  croit  indéfiniment  à mesure  que  a diminue 
ou  que  y augmente. 

Au  contraire  l'expression  générale  du  rapport  de  l’effet  utile  à 
la  quantité  de  travail  dépensée,  sera  un  minimum  quand  cosacos/3 
obtiendra  sa  plus  grande  valeur,  c’est-à-dire,  quand  on  aura 


cos  a — cos  ,3;  d’où  a=|3,  7=200°— 2a,  tang7= 


2 long  a 
1 — tang’a 


ce  qui  répond  au  coin  isocèle  qu’on  emploie  fort  souvent  dans  les 


arts.  La  valeur  que  prend  alors  le  rapport  dont  il  s’agit  est  évi- 
demment 


siny—  (f-\-f)cos'tx  2 tanga — f — f 

sin  7(1  — ID-i-lf+Dcosy  2tanga(l— /f’)  — (/4-/»>(l — tang-a) 


Pour  discuter  cette  expression,  nous  supposerons  f=f,  ce  qui 
est  le  cas  le  plus  ordinaire  des  applications;  elle  deviendra  alors 
divisible  par  2(tanga — f)  ; ce  qui  la  réduira  à celle-ci 

1 

1+/-  tanga 

dont  la  valeur  croit  encore  indéfiniment  à mesure  que  a diminue. 

Conséquences  et  observations  diversts. 

33. 11  résulte  clairement,  tant  de  cette  dernière  discussion  que 
de  la  précédente,  qu'il  y a,  toutes  choses  égales  d’ailleurs,  de  l’a- 
vantage 5 prendre  y le  plus  grand  possible,  mais,  comme  cet  angle 
est  susceptible  (28)  d’une  limite  supérieure,  au-delà  de  laquelle  le 
coin  serait  repoussé  si  l’action  de  la  puissance  P avait  des  inter- 
mittences, comme  les  différens  usages  auxquels  on  applique  le  coin 
exigent  que  ce  même  angle  ait  une  certaine  acuité  afin  de  hâter  la 
séparation  des  corps  entre  lesquels  il  est  interposé,  on  voit  qu’il 
arrivera  toujours  que  les  résistances  nuisibles  absorberont , en  pure 
perte,  une  portion  notable  du  travail  dépensé  par  la  puissance  P. 

Supposant,  par  exemple,  le  coin  isocèle  et  ayant  pour  base  la 
moitié  de  sa  hauteur,  ce  qui  donne 

tanga=4; 

faisant  en  outre  f=* 0,62 , ce  qui  convient  au  cas  (8  et  9 expériences 
de  M.  Morin)  du  fer  glissant  à sec  sur  chêne,  on  trouvera  que  l’effet 
utile  n’est  que  les  | environ  de  la  quantité  de  travail  dépensée  etc. 
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Application  aux  presses  à coin. 

On  a d’après  ce  qui  précède,  pour  exprimer  les  pressions  N et 
N’  en  fonction  de  P (fig.  63) , les  relations  (N°  27) 

_ P(sin/3 — f'  cos/S) P(sina — feosa) 

N~  (*— /7>in y+(f +/>os y ~~  (l--//")sin/+(/-t/^cos/' 

d’une  autre  part,  on  a pour  la  condition  d’équilibre  entre  les  pres- 
sions N et  N’  et  la  résistance  Q et  la  pression  N”  exercée  vertica- 
lement sur  le  support  de  la  presse 

Ncosa-J-/’Nsina — N”=«,  Nsina — /Ncosa — Q — /”K”=o  d’où 
N” = N (cos  a -(-/sin  a) 

N (sin  a — /cosa)=Q-|-/'”N(cosa-t-/sina). 

On  en  tire  en  la  combinant  avec  la  valeur  de  N en  P 


Q-=- 


P(sin/3 — fc  os, 3) 

(t— IDsiay  4*  (f-rC)  «os*/ 


<sin«(l  — ff) — {f  -fDoos  a) , 


si  ainsi  que  cela  a ordinairement  lieu,  cette  valeur  do 

Q se  réduit  à 


Q-- 


Pjsinff — /'Vos  g) 


-(  sin  a (1  — f')  — 2 f cas  a) . 


(1 — /■)  sin  y +2/ cos  y 
De  plus,  si  |S=100“,  a,  égale  100“ — y,  elle  devient 


Q _ P(cosy(l  /’’)  2/sin/).  p i—  f'—  2/~tangy 

(i— /")sin y+îfeasy  ' (l—f‘)tan$y+2f 


Quant  au  travail  utile  de  la  résistance  Q,  il  a pour  expression  en 
appelant  de'  le  chemin  élémentaire  parcouru  par  son  point  d'appli- 
cation, pendant  que  P parcourt  de, 

de*  * 

Q de’=Qde  tang  y attendu  que  tang  y 
par  suite  le  rapport  de  l’effet  utile  au  travail  dépensé  P de  est 


__  Q de’  Q Ung  y 
P de  ~~  P 


1—  f1— ^tangy 
(!—/•■)  lsngv+2/’ 


; tang  ’/ 


Dans  les  hypothèses  de  f = 0.08,  ce  qui  correspond  à des  surfaces 
de  bois  bien  graissées  et  de  tang  y==-j*  ce  rapport  devient 

0,  383, 
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c'est-à-dire,  que  le  travail  utile  est  les  0,583 du  travail  moteur; 
mais  si  au  lieu  de  bois  bien  graissés  on  emploie,  comme  cela  a sou- 
vent lieu,  des  bois  mouillés  d’eau,  du  chêne,  par  exemple,  pour  le- 
quel /"=(), 25,  et  qu’on  ail  toujours  lang  J'=j=»«0,25,  on  trouve 

E=0,276. 

Ce  qui  montre  l’avantage  d’employer  des  corps  bien  graissés. 

Le  coin  étant  d'un  usage  universel  dans  les  arts  et  formant  la 
base  de  tous  les  outils  ou  instruments  tranchants,  nous  avons  cru 
utile  d’insister  quelques  instans  sur  sa  théorie  , dont  nous  verrons 
d’ailleurs  plusieurs  applications  dans  ce  cours. 


FROTTEMENT  DES  PIÈCES  MAINTENUES  DANSUNE  DIRECTION  INVARIABLE. 

PAR  DES  GUIDES,  DES  COULISSES  ETC. 

Cas  où  les  forces  sont  comprises  dans  un  même  plan  qui  est  aussi 
celui  des  guides 

34.  Soit  (fig.  66),  une  pièce  quelconque  d’une  machine,  dirigée 
dans  son  mouvement  , par  une  tige  prismatique  AB , glissant  en- 
tre les  guides  ou  prisons  a et  «’,  qui  l’oblige  à se  mouvoir  dans  le 
sens  de  son  axe.  Supposons  d'abord  que  les  forces  qui  sollicitent 
activement  cette  pièce,  soient  comprises  dans  un  même  plan  passant 
par  cet  axe  et  par  les  points  d’appui  a et  a'  appartenant  aux  sur- 
faces de  contact  de  la  tige  et  des  guides,  surfaces  qui  elles  mêmes 
sont  ici  censées  d’une  petite  étendue  et  perpendiculaires  au  plan 
dont  il  s'agit.  Concevons,  pour  la  simplicité  , chacune  des  forces 
proposées  décomposée  en  deux  autres,  en  son  point  d’application, 
l’une  parallèle  et  l’autre  perpendiculaire  à la  direction  de  l'axe 
AB  de  la  tige  ; il  naîtra  de  la  réaction  de  toutes  ces  forces,  des- 
pressions, N et  N’  normales  aux  points  d’appui  a et  a’,  et  donnant 
lieu  au  frottement  /N  et  qu’on  devra  comprendre  au  nombre 
des  résistances  qui  s'opposent  au  mouvement  de  la  tige. 

Pour  montrer  généralement  comment  on  peut  évaluer  N et  N’, 
nous  considérerons  en  particulier,  l’un  quelconque  m des  points 
d'application  des  forces  cl  nous  nommerons 

30 
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X et  Y les  sommes  des  composantes,  perpendiculaires  et  | tarai  - 
tes  à AB,  qui  sollitcnt  ce  point, 
y la  distance  de  X à et  ; 
x celle  deY  à AB,  c'est-à-dire  mb, 
l celle  de  a à a',  mesurée  sur  la  direction  de  l’axe  AB. 

Enfin  nous  conviendrons  deregarder  comme  positive  toute  com- 
posante qui  tendra  à faire  cheminer  la  lige  B vers  A,  ou  de  b vers 
m,  en  l’obligeant  ainsi,  dans  ce  dernier  cas  , à s'appuyer  conlre 
les  prisons  de  gauche  , et,  par  suite,  nous  regarderons  comme  né- 
gatives celles  qui  tendraient  à faire  mouvoir  en  sens  contraire  cette 
même  tige,  le  sens  des  composantes  étant  d'ailleurs  indiqué  par 
les  flèches  de  la  figure. 

La  force  +X  pourra  donc  être  décomposée  en  deux  autres  pa- 
rallèles et  donnant  lien  aux  pressions. 

■ Xu  , X(/ — y)  , 

-| f-  en  o , en  a . 

Quant  à la  force  -f-Y,  on  sait  d’après  la  théorie  des  couples  (‘) , 
qu'elle  peut  être  remplacée  par  une  force-f-Y  agissant  dans  le  sens 
de  l’axe  AB,  et  par  un  couple  perpendiculaire  à AB,  donnant  lieu 
aux  pressions  normales 

\x  Yx  , 

j—  en  o , -f-  — — en  a . 


l»onc  les  pressions  totales,  résultantes  de  l'action  de  X et  de  Y 
seront 


Vx 

~T~  cn  a' 


Opérant  de  la  même  manière,  pour  toutes  les  autres  composan- 
tes parallèles  ou  perpendiculaires  à AB , et  observant  d’ailleurs 
que  celles  qui  agissent  dans  le  sens  propre  de  cet  axe,  ne  donnent 
pas  lieu  à des  couples,  la  pression  totale  pourra  être  représentée 
par 

N = ?(X-f-  Y-j-j  cn  « , N’=3?  (X  (±^-)+Y^-)  en  u’, 

pressions  dont  chacune  tendra  d'ailleurs  à faire  appuyer  la  tige 
contre  le  guide  de  gauche  ou  de  droite,  selon  qu'elle  sera  positive 
oa  négative. 


(')  Eléments  de  statique  île  SI.  Pninsot . ti"  17.  170  et  suivants. 
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La  résultant*; ou  la  somme  des  forces  qui  agissent  dans  la  direc- 
tion propre  de  l’axe,  pouvant  , en  outre,  être  représentée  par 

?Y, 

on  aura  pour  l'équation  d’équilibre  de  toutes  les  forces,  dans  la 
supposition  où  le  mouvement  se  ferait  de  B vers  A, 

2?(Y)=/-(N  f-N’)  = /•$(  X-ï 'Y~j.+  f*(  + y_f_) , 

qui  donnera  la  puissance  en  fonction  des  résistances  et  dans  la- 
quelle il  ne  faudra  prendre  que  les  valeurs  absolues  de  N et  de  N’ 
ou  des  quantités  comprises  entre  parenthèses,  puisque  le  frotte- 
ment agit  toujoursdans  lesens  contraire  du  mouvement,  quelle  que 
soit  la  direction  des  pressions  qui  le  font  naître. 

S’il  arrive,  en  particulier,  que  ces  quantités  soient  toutes  deux 
de  même  signe,  on  aura  simplement,  en  les  additionnant, 

; 

mais  cette  circonstance  n’est  qu’accidentelle,  et  il  conviendra  tou- 
jours de  commencer  par  traiter  la  question  dans  l’hypothèse  la 
plus  générale,  ainsi  que  cela  sera  expliqué  dans  le  n°  36  ci-dessous. 

Exemple  relatif  aux  frottements  des  tiges  de  pilons. 

35.  Supposons,  par  exemple,  que  AB  (fig.  67)  soit  la  tige  verti- 
cale d’un  pilon,  dont  Q soit  le  poids,  y compris  celui  de  cette  tige 
et  qui  soit  sollicité  verticalement,  de  bas  en  haut,  par  la  pression  P 
d’une  came  tangente  en  m,  à la  surface  inférieure  et  horizontale 
mb  d’un  mentonnet.  Cette  pression  donnant  lieu  à un  frottement 
qui  s’exerce  suivant  mb  de  droite  à gauche,  et  qui  est  mesuré  par 
r p.  si  l’on  désigne  par  f le  coeflicient  relatif  aux  substances  en 
contact , on  aura  ici. 

X=/T,  Y— P,  N=/~P-j — N’=fP^+y , 
et,  par  suite, 

p-(w(pf-r  p f)+/(Pï+f  p -a/r-f-t-zr™, 

# p, 

en  observant  que  /’ P --  doit  généralement  être  inférieur  ici  à -j  -, 
et  par  conséquent  N négatif.  De  là  on  lire 
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P== * — 0+/Q  'lT+r{>-  ^ 

i-â/x-/n<-2y)  wr,w(-2/x-/n<-2y) 

exression  qui  montre  <ju’il  y a de  l’avantage,  pour  la  puissauce  P, 
à diminner  x et  à augmenter  la  distance  l qui  sépare  les  points 
d’appui  a et  a'. 

Si  au  contraire, /’P-j-  l’emportait  sur  P-j . ou  si  x était  moin- 
dre que  fy,  on  aurait  simplement 

l-T-r=Q+™T-r  • 

valeur  bien  différente  de  celle  qui  précède- 

Observations  relatives  au  cas  où  les  surfaces  frottantes  des  guides  ont 
t/ne  certaine  étendue. 

36.  Lorsque  les  surfaces  frottantes  desguidesont  unegrandeéten- 
due,  par  exemple  si  les  guides  distincts  a et  a’ se  trouventremplacés 
par  des  rainures  ou  coulisseaux  continus,  les  valeurs  des  pres- 
sions N et  N’ semblent  être  entièrement  indéterminées,  attendu 
qu’elles  se  répartissent  sur  un  nombre  infini  de  points;  mais  en 
observant  que  les  surfaces  antérieures  et  postérieures  des  guides 
ou  rainures  sont  parallèles  et  laissent  entre-elles  et  la  tige  un  jeu  in- 
dispensable, il  est  aisé  de  se  convaincrequccettcindéterminationn'a 
pas  lieu  ; car,  de  deux  choses  l’une  : ou  la  tige  s’appuiera  toute  en- 
tière sur  une  même  face  de  la  rainure,  ou  elle  s’appuiera  par  un 
bout,  sur  l’une  des  faces  et,  par  l’autre,  sur  la  face  opposée  : dans 
le  premier  cas,  les  pressions  N et  N’  seront  de  même  signe  et  leur 
somme,  représentant  la  pression  totale,  sera  indépendante  de  la 
Considération  des  pressions  élémentaires  en  chaque  point,  et  se 
réduira  simplement  à la  somme  ^(X)  descomposantes  des  forces  per- 
pendiculaires à l’axe  AB  de  la  tige;  dans  le  second , cette  tige  s’ap- 
puiera, par  ses  faces  opposées,  sur  les  arêtes  qui  limitent,  vers 
le  haut  et  vers  le  bas , les  faces  des  rainures,  de  sorte  que  les 
pressions  N et  N’  agiront  en  des  points  déterminés  comme  dans  le 
cas  ci-dessus  où  ses  surfaces  étaient  censées  très  petites  ; mais,  at- 
tendu qu’on  ignore  à l’avance,  lequel  des  deux  cas  a lieu,  on 
devra  d’abord  résoudre  la  question  dans  la  seconde  hypothèse  qui 
est  la  plus  générale,  et  s’assurer  d’après  les  résultats  du  calcul, 
si  les  valeurs  qui  en  résultent  pour  N et  N’ , n’auraient  pas  le  même 
signe,  auquel  cas  il  conviendrait  de  prendre  simplement 

f(X+ 
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abstraction  faite  de  ce  signe,  ainsi  qu’il  a été  dit  ci-dessus  (35). 

Ces  observations  sont  principalement  applicables  aux  châssis 
porte-outils  des  machines,  qui  sont  guidés 'dans  leur  mouvement 
par  des  baguettes  en  forme  de  tenons  ou  de  couteaux,  glissant 
dans  des  rainures  ou  feuillures  d’un  profil  analogue;  mais,  comme 
.alors  on  a deux  systèmes  distincts  de  guides  à considérer,  il  est 
bon  de  remarquer  que  le  mode  de  solution  reste  le  même  que  s’il 
n’y  en  avait  qu’un  seul,  pourvu  que  les  forces  agissent,  d'une  ma- 
nière symétrique,  par  rapport  au  plan  perpendiculaire  au  châssis 
et  qui  divise  en  deux  parties  égales  l’intervalle  compris  entre  les 
guides;  or,  cela  arrive,  en  effet,  presque  toujours  dans  les  ma- 
chines bien  établies.  Dans  le  cas  contraire,  il  faudrait  décomposer 
chaque  force,  dans  son  propre  plan,  comme  cela  a été  indiqué  au 
N"  3i,  puis  décomposer,  de  nouveau,  les  pressions  perpendicu- 
laires qui  en  résultent  sur  les  deux  extrémités  du  châssis,  en  d’au- 
tres agissant  en  chaque  point  réel  d’appui,  ce  qui  conduirait  à des 
difficultés  particulières  dans  certains  cas,  et  dont  on  ne  se  tirerait 
qu’en  ayant  égard  à la  force  de  ressort  plus  ou  moins  grande  de 
l’assemblage  du  châssis. 

Cas  où  le  châssis  est  sollicité  par  une  force  parallèle  à son  plan  et 
perpendiculaire  à la  direction  des  guides. 

37.  Quant  au  cas  ou  le  châssis  serait  pressé  latéralement  par  des 
forces  parallèles  à son  plan  et  perpendiculaires  à l’axe  du  mou- 
vement, non  seulement  elfes  donneront  lieu  â une  pression  et  à un 
frottement  sur  la  tête  des  languettes,  mais  encore  à des  pressions 
sur  leurs  faces  parallèles  au  châssis,  lesquelles  modifieront 
celles  qui  proviennent  des  autres  composantes  des  forces. 

Soit  (fig.  68)  la  coupe  transversale  du  châssis,  par  un  plan  per- 
pendiculaire à la  direction  des  guides  a et  a’, 

X une  force  agissant  dans  ce  plan,  parallèlement  à l’axe  CD  du 
profil  de  ce  châssis, 

x la  distance  mb  de  cette  force  ou  de  son  point  d’application  à 
l’axe  CD , 

x celle  de  la  projection  h de  ce  point  au  point  d’appui  de  l’une  des 
coulisses, 

I enfin  la  distance  entre  les  points  d'appui  a et  a'  mesurée  suivaul 
CD. 

On  remplacera  la  force  X par  une  autre  égale,  agissant  dans  la 
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direction  de  l’axe  Cl),  el  produisant  sur  lu  télé  de  lu  languette, 
eu  a,  un  frottement  qui  pourra  être  représenté  par  fL,  et  par  un 
couple  agissant  ou  a et  a’  perpendiculairement  aux  faces  des  cou- 
lisses dont  la  valeur  sera 


abstraction  faite  du  signe  qu'on  pourra  déterminer,  dans  chaque 
cas,  suivant  ce  qui  a été  explique  ci-dessus,  et  qu’il  faudra  d’ail- 
leurs combiner  avec  les  pressions  provenant  des  autres  compo- 
santes des  forces  proposées,  qui  agissent  aux  extrémités  supé- 
rieures et  inférieures  du  châssis. 

FROTTEMENT  DES  TOURILLONS  DES  PIÈCES  DE  ROTATION. 

Expression  de  ce  frottement  au  moyen  de  la  résultante  générale 
des  forces,  pour  des  coussinets  cylindriques. 

38.  Soit  A (figure  69)  un  tourillon  d’une  roue  quelconque  tour- 
nant sur  lui-même,  dans  le  palier  ou  l’œil  cylindrique  amb  d’un 
coussinet,  dont  C est  le  centre,  soit  Bm  la  direction  indéfinie  de  la 
résultante  N de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  ce  tourillon.  En 
considérant  le  mouvement  de  la  roue  à partir  du  repos,  où  le  point 
de  contact  du  tourillon  et  du  coussinet  se  trouve  en  m’  et  la  ré- 
sultante N dirigée  suivant  le  rayon  m’C,  on  verra  que  l’action  des 
foi  •ces  appliquées  à cette  roue,  sera  d’abord  de  faire  rouler  le  tou- 
rillon A,  sur  le  cercle  amb,  de  m’  vers  m,  je  suppose,  et  ce  rou- 
lement aura  lieu  tant  que  la  résultante  N passera  au-dehors  du 
point  de  contact  m du  tourillon  sur  le  coussinet , et  que  sa  com- 
posante tangentielle , eu  ce  point,  ne  sera  pas  capable  de  vaincre 
le  frottement  provenant  de  la  pression  due  à sa  composante  nor- 
male. 

Nommant  donc , 

f le  rapport  du  frottement  à la  pression  pour  les  substances  en 

contact, 

a l’angle  de  N avec  la  normale  mC, 

N cos  a sera  la  pression  soufferte  par  m,  /"N  cos  a le  frottement 
qui  eu  résulte;  enfin  N sin  a la  composante  tangentielle  de  N; 
on  aura  donc,  pour  déterminer  a , 

fü  cos  a = N sin  a ; d’où  lang.a  = f. 

Par  suite  l’intensité  du  frottement  aura  pour  valeur 
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/N  / 

NT/  cosjter b===^~f'!S  , en  imsant  ■■■  ;■ 

V?-fr  \i+r- 


«■l  son  moment,  par  rapport  à l'axe  A de  la  roue,  qui  reste  fixe 
lantque  N est  invariable,  sera  égal  à 


/N 


M+r 


a étant  le  rayon  mA  du  tourillon 

lorsque  (figure  70)  le  toiyillon  A est  absolument  .fixe  et  ne  lait 
plus  corps  avec  la  roue, celle-ci  étant  percée  en  son  axe  d’un  œillet 
cylindrique  pour  le  recevoir,  les  mêmes  choses  ont  évidemment 
lieu  encore,  si  ce  n'est  que  la  rotation  s’opérant  autour  du  centre 
C du  vide,  on  devra  prendre  pour  p le  rayon  mC  de  ce  vide  et  non 
plus  mA. 


Frottement  des  coussinets  à œil  prismatique. 


39.  Quant  au  cas  où  le  coussinet,  au  lieu  d’être  cylindrique, 
aurait  (figure  71),  comme  cela  se  pratique  quelquefois  à tort,  un 
profil  polygonal  quelconque,  il  faudrait  décomposer  la  résultante 
N en  deux  autres,  n et  n’,  agissant  aux  points  d’appui  m et  m’  des 
deux  faces  qui  supportent  directement  le  tourillon,  et  produisant, 
en  ces  points,  les  frottements  fn  et  fn,  ou  plutôt,  il  faudrait  con- 
sidérer le  tourillon  comme  une  sorte  de  coin  (26)  mis  en  équilibre 
par  les  forces  de  réaction  n et  n’  et  les  frottements  fn,  fn'.  Nom- 
mant, en  effet,  y l’angle  des  faces  d'appui,  a et  /3  ceux  que  leurs 
perpendiculaires  Am,  Am’  forment  respectivement  avec  la  direction 
de  N et  de  part  et  d’autre  de  cette  direction,  on  trouverait,  en 
raisonnant  comme  au  N°  27,  et  observant  qu’ici  f doit  être  rem- 
placé par  — f. 


n_j>j  (sin/3-f/cos/s) 
( 1— f— /"*)sin  y 


, n’=N 


(sing  /Vos g)_  , sjn-,_sin(*_j_/5). 
(I  +ÏÏ  sin-/ 


€cs  pressions  produisent  en  m et  m’  le  frottement  total 


pi  sina+sin/3—  /Yos«-|-/'eos/3 
(4-f./i)siny 

dont  la  valeur  surpasse  généralement  celle  qui  a été  trouvée  ci- 
dessus.  Ou  trouve  aisément,  en  effet,  par  les  règles  connues,  que 
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celle  valeur  comporte  un  minimum  relatif  au  cas  où  l'on  aurait 

N N 

tang«— et,  par  suite  (29),  «’=*■•,  n=  — — - "~.-^n4  n)=  ' , 

(!-|-/',)cos*  \ SjHf' 

valeurs  qui  s’accordent  toutes  h prouver  que  les  choses  se  passent 
ici  absolument  de  la  même  manière  que  dans  le  cas  des  coussinets 
cylindriques;  le  tourillon  se  trouvant  naturellement  en  équilibre 
sur  la  face  m et  N passant  par  m (29),  il  ne  tend  à s’appliquer  ni 
sur  la  partie  inférieure  m’  du  coussinet,  ni  sur  la  partie  supérieure 
eu  m".  Si,  au  contraire,  l’on  avait  sin  a cos  A , la  valeur  ci-dessus 
de  n’  étant  positive , il  y aurait  à la  fois  pression  en  m et  m’.  Enfin , 
si  l’on  avait  sin  a<f  cos  a,  n’  serait  négatif,  et  le  tourillon  tendrait 
à s’appuyer  sur  la  lace  supérieure  en  m”,  de  sorte  qu’il  faudrait 
changer,  en  conséquence,  la  valeur  de  (3  qui  entre  dans  l’expres- 
sion générale  ci-dessus  du  frottement,  en  y substituant  notamment 
a à fi  et  /S’  à a,  /5'  étant  l'angle  de  A m”  avec  N dont  la  direction  se 
trouve  évidemment  comprise  alors  entre  m et  m". 

Limite  de  rangle  de  roulement  des  tourillons. 

40.  Revenant  au  cas  de  la  figure  68,  nous  remarquerons  que  la 
relation  tang  a=f,  fixe  entièrement  la  position  du  point  m sur  le 
coussinet  et,  par  suite,  la  longueur  de  l’arc  mm'  : 

Nommant,  en  effet, 

r le  rayon  mC=m’C  du  vide  de  ce  coussinet , 

'(  l'angle  inconnu  mCm ’ que  forment  ces  deux  rayons  , 

/3  l’angle  mBm’  que  forme  la  direction  de  N avec  celle  de  m'C 
prolongé  , 

o:=CmB,/3=Am  conservant  toujours  les  mêmes  significations  , 
on  aura  par  le  triangle  mBC,  pour  déterminer  y et  mm 
y=a- f-/3,  mm’=(«4-/3)r, 

relations  dans  lesquelles  il  faudrait  changer  le  signe  de  (3  s’il  arri- 
vait que  l’intersection  B deNm  et  m’C  se  trouvât  située  de  l’autre 
côté  dem’. 

Quant  à l’angle  qu’a  décrit  le  système , autour  de  l’axe  A , pen- 
dant le  roulement  du  tourillon  de  m’ vers  m,  on  remarquera  que, 
si  l’on  prend  sur  la  circonférence  de  ce  tourillon  l’arc 
l’angle , dont  il  s’agit , ne  sera  autre  chose  que  celui  que  forme  la 
direction  prolongée  du  rayon  Am,  avec  la  droite  m’C  qui  repré- 
rente sa  position  primitive.  Nommant  donc 
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5 cct  angle,  on  aura  par  le  triangle  ACD  , 


5=mAra — mCm’= 


ram, 


iormulc  flans  laquelle  tout  est  connu,  puisque  a=arc  (tang  /). 

La  limite  de  l’angle  décrit  par  un  système  de  rotation,  en  vertu 
du  simple  roulement  de  ses  tourillons  sur  les  coussinets,  est  prin- 
cipalement utile  à connaître  dans  le  cas  où  l'amplitude  totale  du 
mouvement  du  système  est  elle-même  susceptible  d’une  limite  , 
comme  cela  a lieu  dans  les  suspensions  à couteau,  dans  les  balan- 
ciers et  certains  systèmes  articulés  ; car  les  relations  qui  précè- 
dent mettront  à môme  de  réduire  le  frottement  du  tourillon  à un 
frottement  de  roulement , ou  de  la  seconde  espèce,  dont  l’inten- 
sité est  beaucoup  moindre  que  celle  de  la  première  (13)  , surtout 
pour  les  corps  métalliques  et  très-durs  qu'on  emploie  dans  ces 
sortes  de  systèmes.  Il  ne  s’agira  , en  effet , que  d'établir  une  rela- 
tion convenable  entre  les  rayons  p et  r pour  que  l’angle  0 soit  su- 
périeur ou  tout  au  plus  égal  à celui  qui  répond  à l’amplitude  des 
oscillations. 

Quaut  au  cas  où  le  mouvement  de  rotation  est  continu  , il  n’y  a 
évidemment  aucun  avantage  sensible  à diminuer  l’angle  0 ; aussi 
donne-t-on  alors  au  rayon  r des  coussinets,  une  valeur  qui  ne  sur- 
passe celle  du  rayon  des  tourillons , que  de  la  quantité  stricte- 
ment nécessaire  pour  le  jeu  , disposition  qui  a l’avantage  d’aug- 
menter la  stabilitédu  mouvement, et  d’éviter  des  secousses  nuisibles 
dans  les  instants  où  il  y a intermittence  d’action  de  la  part  des 
forces  (sect.  t,  24  et  33.) 


FROTTEMENT  DES  PIVOTS  , DES  ÉPÀULEMENTS , ETC. 

Moment  et  bras  de  levier  moyen  du  frottement  des  cercles  cl  des  cou 
ronnes  circulaires. 

41.  Soit  NC  (fig.  72)  l'axe  d’un  pivot  cylindrique  terminé  par 
une  base  circulaire  ab  , qui  s’appuie  sur  le  fond  plan  de  l’encas- 
trement abef , d’une  crapaudine  , contre  les  bords  duquel  il  est 
épaulé  latéralement;  supposons  que  la  résultante  générale  des 
forces  qui  agissent  sur  cet  axe , soit  décomposée  en  deux  autres 
dirigées  , l’une  suivant  ce  inôme  axe,  l'autre  perpendiculairement 
à sa  surface  , celle-ci  donnera  lieu  à un  frottement  dont  l'intensité 
et  le  moment  pourront  se  calculer  comme  on  l’a  expliqué  (38  el39) 

31 
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pour  les  tourillons.  Quant  à la  première , que  nous  nommerons 
N et  qui  est  censée  agir  de  N vers  C , elle  produira  , sur  lu  tète 
ab , une  résistance  qui  aura  pour  valeur  absolue  fS,[  étant  le  coef- 
ficient du  frottement  pour  les  substances  en  contact,  mais  dont  le 
bras  de  levier  n’est  pas  connu  <i  priori. 

Pour  le  déterminer  , on  suppose  la  pression  N distribuée  uni- 
formément sur  tous  les  points  de  la  base  ab  c’est-à-dire , propor- 
tionnellement à l'étendue  de  chacun  de  ses  éléments;  ainsi , n étant 
la  pression  sur  l’unité  de  surface,  celle  qui  se  rapporte  à une  cou- 
ronne ou  zône  annulaire  , limitée  pour  les  rayons  p et  o + d p , 
sera  représentée  par  le  produit  2 n ir  p i p , le  frottement  de  cette 
couronne  par  ifnnpdpe  tle  moment  de  ce  frottement  par 

ïfnrp-dp, 

r.  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

Intégrant  ce  moment  depuis  une  valeur  quelconque  r’de  jo  jus- 
qu’à une  autre  valeur  égale  à r , on  aura,  pour  le  moment  total  du 
frottement  de  la  ronronne  comprise  entre  les  cercles  du  rayon 
r et  r’ , 


r 

p'dp  — ^r-fnr.(ri — r’’). 


Mais  la  surface  de  cette  couronne  est  mesurée  par  n (r* — r’1),  et 
son  frottement  total  par 

/N  =/nn(r* — r’’)  ; 

nommant  donc  * le  bras  de  levier  moyen  de  ce  dernier  frottement 
on  aura 

- , '>)a*JLfn*(r*-r'*)  ; d’où  x~  • , 

En  représentant , de  plus  , par  l la  largeur  de  la  couronne  et 
par  r , le  rayon  de  son  cercle  milieu , il  viendra 


îri  + T1-  r-Y 


t . , . 

—l  et  x—rt~\~ 


12r,  ’ 


ce  qui  montre  qu'on  pourra  , sans  erreur  sensible  , prendre  r , 

S I 

pour  x toutes  les  fois  que  1 sera  au-dessous  de  rf,  par  exemple. 
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Frottement  des  pivots  de  différents  genres. 


42.  Dans  le  cas  particulier  où  la  base  du  pivot  serait  un  cercle 
entier  de  rayon  p,  r’  étant  nul  et  r=p,  on  aurait  simplement 


Ayant  ainsi  la  valeur  du  bras  de  levier  moyen  du  frottement,  il 
ne  s'agira  plus  que  de  le  multiplier  par  fN,  pour  avoir  le  moment 
même  de  ce  frottement;  et  si  l'on  veut  apprécier  directement  la 
quantité  de  travail  qu’il  détruit  pendant  une  révolution  entière  de 
l'axe,  il  ne  restera  évidemment  (sect.  t,  n.  8)  qu'à  multiplier  ce 
moment  par  2 n.  Enfin  si  on  veut  remplacer  la  considération  directe 
du  frottement  par  celle  d’une  force  X tangente  au  cylindre  exté- 
rieur du  pivot  dont  r est  le  rayon,  et  qui  serait  capable  de  déve- 
lopper le  même  travail,  il  suffît,  dans  le  cas  général  d’une  couronne 
circulaire,  de  poser 


27rrX  ^2-.?fN-+IT’iA  d’où  X=  fffif 

•>  r-f  r a'  ^ 1 r(rf  r}) 


pour  l’expression  de  la  valeur  moyenne  (ibid  9)  de  ce  frottement , 
censé  agir  à l’extrémité  du  rayon  r. 

Il  arrive  quelquefois  que,  dans  la  vue  de  diminuer  le  travail  du 
frottement  ou  son  bras  de  levier  moyen,  on  termine  (fig.  73)  sa  base 
par  une  calotte  sphérique,  qui  elle  même  repose  sur  une  partie 
convexe  du  fond  de  la  crapaudine.  Dans  d’autres  cas  (fig.  74),  les 
rebords  de  cette  crapaudine  sont  supprimés  et  le  pivot  se  trouve 
terminé  par  une  portionconique  raccordée  par  une  calotte  sphéri- 
que plus  ou  moins  grande,  et  qui  s'engage  dans  une  cavité  prati- 
quée sur  la  pièce  servant  de  crapaudine.Enfin  souvent  aussi  (fig.  75) 
c’est  la  crapaudine  qui  forme  le  pivot,  tandis  que  l’axe  lui  même 
porte  l’encastrement  de  la  tête  de  ce  pivot;  disposition  qui  offre 
l’avantage  de  préserver  la  surface  frottante  des  poussières  qui 
leurraient  s’y  déposer  lorsque  l’axe  est  vertical , et  l’inconvénient 
de  laisser  expulser  facilement  l’enduit.  Dans  tous  ces  cas , il  sera 
suffisamment  exact,  vn  la  faible  étendue  de  cette  surface,  de  pren- 

dre  pour  bras  de  levier  moyen  de  la  résistance  /TX,  les  ^ du  plus 

grand  rayon  au  bout  duquel  elle  agit  (*).  Quand  au  bras  de  levier 


O En  supposant  que  chaque  couronne  élémentaire  et  concentriques  l’axe, 
de  la  surface  frottante,  soit  chargée , suivant  la  direction  de  cet  axe,  d'une 
fraction  de  N proportionnelle  à l’étendue  de  sa  projection  sur  un  plan  per- 
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moyen  du  frottement  qui  provient  des  pressions  transversales  ou 
perpendiculaires  à l’axe,  on  le  supposera  égal  à la  distance  ce  cet 
axe  au  centre  de  gravité  de  la  génératrice  de  la  partie  frottante  du 
pivot,  ce  qui  revient  à admettre  que  ces  pressions  se  trouvent  dis- 
tribuées uniformément  sur  tous  les  points  d'appui  de  cette  géné- 
ratrice. 

Frottement  des  épaulemens  des  arbres,  des  anneaux,  rondelles  etc. 

43.  Ordinairement  les  arbres  des  roues  sont  beaucoup  plus  gros 
que  leurs  tourillons,  dont  le  diamètre  et  la  sallie  sont  réduits  au 
tant  que  le  permet  la  solidité,  afin  de  diminuer  le  bras  de  levier 
du  frottement,  qui  joue  un  rôle  essentiel  comme  on  l’a  vu;  il  ar- 
rive ainsi  que,  quand  les  arbres  sont  sollicités  par  des  forces 


pcndiculairc  à ce  même  axe  (voyez  à la  tin  de  cette  section,  la  noie  2°  relative 
au  frottement  de  la  vis)  suppposition  qui,  ici,  doit  être  sensiblement  conforme 
aux  effets  naturels,  puisque  la  pression  normale  est  évidemment  nulle  sur 
les  éléments  verticaux;  nommant  d'ailleurs  r et  r’  les  rayons  extrêmes  de  la 
(Kir tic  conique  et  frottante  du  pivot,  R le  rayon  de  la  calotte  sphérique  qui 
la  termine  et  sc  raccorde  tangenlicllcmcnt  avec  clic  observant  enfin  que  r’  est 
le  rayon  de  la  base  de  cette  calotte,  on  trouve,  pour  le  moment  dn  frottement 
de  la  partie  tronconiquc. 


et  pour  celui  de  la  calotte  sphérique, 


5 r'3 3_  r’< 5_  r*  _ 

"2. S R*  8.7  R?  10.9  R* 


ajoutant  entre  cux[ces  moments  et  négligeant  les  puissances  de  ^supérieures 


à la  2r  il  viendra,  pour  le  moment  total,  dans  le  cas  où  R surpasse  de  beau- 
coup r’. 


1 r’»  r'*  \ 

S -r»  R*  f 


Ces  résultats  ne  seraient  plus  applicables  évidemment  au  .frottement  de» 
Robinets  , des  cônes  de  friction,  dont  la  plus  petite  base  n’est  pas  soutenue, 
et  il  conviendrait  alors  de  recourir  à la  théorie  du  coin  donnée  n.  26  et  sui- 
vants , pour  obtenir  les  pressions  normales  cl  les  frottements  sur  chaque 
zone  élémentaire. 
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agissant  dans  le  sens  de  leur  axe,  l'une  des  faces  qui  les  terminent 
vient  s’appuyer  latéralement  contre  les  coussinets  ou  supports  de 
coussinets , et  y produit  un  j frottement  dont  le  bras  de  levier 
moyen  devra  être  calculé  par  la  formule  (41) 


X=r,- 


l étant  la  largeur  moyenne  de  la  couronne  frottante  sur  l’épaule- 
ment  de  l'arbre,  et  r,  le  rayon  du  milieu  de  cette  couronne.  Or , 
on  voit  combien  il  importe  de  diminuer  chacune  de  ces  grandeurs. 

Dans  les  machines  bien  construites,  on  réduit,  (fig.  76  et  77), 
les  épaulcmens  ou  parties  frottantes  de  l’arbre  à des  bourrelets  ou 
anneaux  dont  le  diamètre  excède  de  très-peu  celui  des  tourillons , 
soit  que  d’ailleurs  ces  anneaux  fassent  corps  avec  l’arbre,  soit 
que  détachés,  ils  forment  ce  qu’on  nomme  des  rondalles,  dont  on 
superpose  souvent  plusieurs  quand  ou  veut  éviter  Finfluencedes  ré- 
sistances accidentelles  qui  pourraient  s’opposer  au  mouvement  de 
l’une  d’entre  elles.  Quelquefois  aussi  (fig.  78),  on  maintient  un  jeu 
invariable  entre  les  épaulcmens  des  arbres  et  des  coussinets,  au 
moyen  de  renforts  coniques  au  annulaires  pratiqués  sur  le  pour- 
tour des  tourillons,  et  qui  offrent  un  vide  en-dessous,  afin  que  le 
bras  de  levier  du  frottement  tangentiel  de  ceux-ci  ne  soit  pas  inuti- 
lement accru. 

Lorsque  l'arbre  est  soumis  à des  efforts  considérables  dans  le 
sens  de  son  axe , il  vaut  mieux  terminer  les  tourillons  par  une 
|>ointc  arrondie  (fig.  79),  formant  pivot  et  s’appuyant  contre  un 
épaulcment  extérieur  ; il  en  résulte  en  effet  qu’on  peut  diminuer 
pour  ainsi  dire  à volonté,  le  bras  de  levier  du  frottement. 
Enfin,  dans  les  tours  h tourner , les  martinets  etc.,  il  arrive  ordi- 
nairement qu’on  supprime  entièrement  les  coussinets  des  touril- 
lonscn  faisant  porter  l’arbre  uniquement  sur  les  pointes  des  pivots, 
qui  s’usant  très-vite  alors,  demandent  que  les  épaulemens,  poupées 
ou  supports  soient  fréquemment  resserrés  au  moyen  de  coins  ou 
de  vis  de  pression. 

Lorsque  de  grandes  pièces  planes,  telles  que  les  écroux  des 
grosses  vis,.certains  plateaux  ou  ponts  tournans,  etc.,  doivent  por- 
ter sur  des  épaulemenls  en  des  points  situés  à une  certaine  dis- 
tance de  l'axe  de  rotation,  on  diminue  le  bras  de  levier  du  frotte- 
ment et  son  intensité  en  interposant , entre  ces  plateaux  et  ces 
épaulements  (fig.  80),  une  bande  annulaire  en  fer  abc,  concentrique 
it  cet  axe,  glissant  dans  une  crapaudine  à rebords,  en  cuivre , qu’on 
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maintient  pleine  de  graisse.  Quelquefois  aussi  on  substitue  l’em- 
ploi des  galets  ou  roulettes  à celui  de  la  bande  annulaire  ainsi 
qu’on  en  a des  exemples  dans  les  ponts  tournans  nouvellement 
établis  sur  le  canal  St.-Martin  à Paris,  et  dans  plusieurs  autres 
systèmes  employés  dans  les  constructions  publiques  et  les  machines; 
c'est  pourquoi  nous  entrerons  dans  quelques  détails  sur  la  théorie 
de  la  résistance  de  ces  roulettes,  qui  sont  sujettes  à des  inconvé- 
nients fort  graves  lorsqu'on  leur  donne  de  petites  dimensions  , in- 
convénients auxquels  on  n'accorde  pas  assez  d’attention  , et  dont 
le  principal  consiste  en  ce  que,  s’usant  inégalement,  elles  finissent 
bientôt  par  ne  plus  tourner. 

RÉSISTANCES  DES  ROUES  ET  ROULETTES. 

Résistances  des  roulettes  à axe  fixe. 

44.  Soit  une  roulette  à axe  fixe  C (fig.  81),  portant  une  charge 
P posée  sur  un  plateau  AB,  que  fait  mouvoir  horizontalement  la 
puissance  F ; il  est  évident  que  cette  puissance  n’aura  autre  chose  à 
vaincre  que  le  frottement  de  glissement  en  C , et  de  roulement  en 
T,  dont  le  dernier  provient  de  la  charge,  du  poids  de  la  roue  que 
nous  nommerons  p,  et  de  la  puissance  F,  résultante  qui  a ici  pour 
valeur  \ (P-ip)’-|  F*’  Si  la  rouiette  n’avait  pas  la  liberté  de  tour-  * 
11er  autour  de  son  axe  C , le  frottement  développerait  en  T une 
résistance  (V,  produisant,  pour  un  chemin  e parcouru  par  le  point 
d’application  de  F,  la  quantité  de  travail 

Fe=/Pe; 

! étant  toujours  le  coefficient  du  frottement  direct  relatif  aux 
substances  en  contact  (Si- 

Si,  au  contraire,  la  roulette  tourne  sur  son  axe,  il  se  dévelop- 
pera, sur  cet  axe,  un  frottement  mesuré  (58)  par 

f 

Vi+f  V(P+p’)+f*  =f(P+P). 

Si  F*  peut  être  négligé  vis-à-vis  de  (P-^— />*) , et  il  se  développera, 
en  outre,  au  point  de  contact  T de  la  roulette  et  du  plateau  qu’elle 
supporte,  un  frottement  de  seconde  espèce,  mesuré  par 


en  conservant  les  dénominations  et  conventions  des  n""  14  et  1 h ci- 
dessus. 
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Nommant,  de  plus,  R=-^-D  le  rayon  de  la  roulette,  r celui  de 
son  axe,  il  est  clair  que  le  chemin  décrit  par  F,  eu  T,  étant  e, 
celui  que  décrit  le  point  d'application  du  frottement  fl  (Prp)  de 
retaxe  sera  ^ de  sorte  qu’on  aura  (14,  16  et  38),  dans  les  suppo- 
sitions actuelles,  pour  le  travail  de  la  puissance  F le  long  de  e, 

F«=A-jj-e-ff  <P~^— «.  et  par  suite,  F=A-|--|-f  (P*p)  r ; 


ce  qui  montre  que  l'effort  de  la  puissance  décroît  indéfiniment  à 
mesure  que  le  rayon  de  la  roulette  augmente,  soit  d’une  manière 
absolue,  soit  par  rapport  à celui  de  l’essieu. 

Toutefois  la  relation  ci-dessus  suppose  que  la  roulette  soit,  ainsi 
que  le  plateau  AB,  convenablement  dressée  et  qu’elle  tourne  en 
effet,  ce  qui  exige  notamment  que  le  frottement  direct  fP,  en  T, 
par  l’intermédiaire  duquel  la  puissance  F transmet  son  action  à 
cette  roulette  et  qui  agirait  seul  dans  le  cas  où  celle-ci  serait  im- 
mobile, n'ait  pas  une  valeur  au-dessous  de  la  quantité 


Or,  le  mouvement  de  rotation  serait  infailliblement  empêché 
si  le  plateau  ou  la  roulette  contenait,  par  suite  de  l’user  ou  d’acci- 
dents quelconques,  des  aspérités  ou  inégalités  assez  fortes  pour  que 
le  moment  de  P,  par  rapport  à C,  l’emportât  sur  celui  du  frotte- 
ment fP. 

Influence  des  inégalités  du  sol  sur  le  mouvement  des  roulettes. 

43.  Considérant,  par  exemple  (Hg.  82),  un  obstacle  solide  plaré 
en  o,  en  arrière  de  T par  rapport  à F,  dont  h soit  la  saillie  ab  sur 
la  circonférence  de  la  roulette , et  / la  distance  ol'  au  point  T,  on 
observera  que  le  roulement,  au  lieu  de  se  faire  autour  de  ce  point, 
tend  à s’effectuer  autour  de  o,  de  sorte  que  la  puissance  F,  qui 
agit,  au  premier  instant,  avec  le  bras  du  levier  CT=c6=R,  doit  . 
par  l’intermédiaire  du  frottement  fP,  qui  se  développe  au  point  a, 
vaincre  ou  soulever  la  charge  P,  qui  elle-même  agit  en  ce  point , 
avec  le  bras  de  levier  CD=aT=!  par  rapport  à l’axe  C;  ce  qui 

augmente,  à ce  premier  instant  la  résistance/’  (P-(-p)^dueà l’axe 

C,  de  la  quantité 

Pl__  1/  aè(2R -f- ab)  _ JWR+àï  J ih ; 
r V R’  v Ri  V n 
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h étant  censé  très-petit  par  rapport  à R.  On  aura  donc  alors 


„ P<  , r (P+P)r 
R R 


P 


\j  „ (P-fp)r 

V R R 


en  négligeant  la  considération  du  frottement  de  seconde  espèce, 
qui  sedévcloppecna,  par  suiledu  mouvement  relatif  du  plateau  et  de 
la  roulette,  et  dont  la  vitesse  virtuelle  est  nulle  ou  infiniment  pe- 
tite par  rapport  à celle  de  ce  plateau. 

Si  cette  valeur  de  F était  supérieure  au  frottement  direct  fP, 
qui  se  produit  en  a,  dans  le  cas  où  la  roulette  demeure  immobile, 
il  arriverait  effectivement  qu’elle  ne  tournerait  pas,  et  que  la  ré- 
sistance se  trouverait  mesurée  simplement  par  fP,,  comme  dans  le 
glissement  ordinaire  des  corps  solides. 

Quant  à la  quantité  de  travail  que  doit  dépenser  F,  pour  vaincre 
l’obstacle,  ou  pour  amener  6 en  T,  elle  est  évidemment  (scct.  1,  n.  9) 
mesurée  par 

PA  +f(P + p)  ,'rürc.6T=PA-|- /'(P  -j-pjr.arc.tang-'-  ; 

le  chemin  qu’à  décrit  son  point  d’application  a dans  la  direction 
propre,  étant  égal  û aT=/,  on  voit  que  cela  suppose,  de  sa  part, 
un  effort  moyen  (ibid)  mesuré  par 

y-HXP+P),-8  tang^=  p\/, ^+r(P+P)ÿ^arc  ( tang=^/-^]- 

A étant  toujours  négligablc  vis-à-vis  de  2R. 

D’ailleurs  la  quantité  de  travail  ci-dessus  n’est  pas  toute  entière 
perdue  pour  la  roulette  , et  il  est  même  aisé  de  voir  que,  lorsque 
l’obstacle  aura  franchi  le  point  T,  nne  partie  de  ce  travail,  mesurée 
par  PA,  sera  restituée  pendant  la  descente  de  P;  mais  comme 
l’obstacle  ne  peut  atteindre  ou  quitter  le  plateau  sans  qu’il  n’y  ait 
un  choc,  on  voit  que  l’irrégularité  du  mouvement  produira  néces- 
sairement une  perte  de  force  vive  appréciable  (sect.  l,n.  19)  cl  que 
nous  enseignerons,  par  la  suite  ,à  calculer,  sans  compter  qu’il  ar- 
rive bien  des  cas  où,  le  mouvement  d’ascension  du  plateau  étant 
gêné  par  des  obstacles  invincibles,  il  se  produit  des  arc-boulemens 
donnant  lieu  à des  résistances  qui  peuvent  n’avoir  aucune  limite, 
ou  qui,  tout  au  moins,  rendent  impossible  la  rotation  de  la  rou- 
lette. 
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Insistances  des  roues  et  roulettes  à axe  mobile. 


46.  La  plupart  de  ces  remarques  sont  applicables  au  cas  d’une 
roue  (üg.  85)  sollicitée  par  une  puissance  F appliquée  directement 
à son  essieu  C,  qui  alors  ne  tourne  pas  mais  est  transporté,  paral- 
lèlement au  sol  de  niveau  AB,  en  même  temps  que  cette  roue. 

Nommant  toujours  P la  charge,  qui  ici  repose  directement  sur 
l’essieu,  etp  le  poids  propre  de  la  roue,  on  aura  évidemment 


A(P+p)« 

R 


■r-sr»  VP4-FS  F=r 


A(P  + p) 


R 


si  F*  peut  être  négligé  vis-à-vis  de  P'  sous  le  radical. 

Dans  le  cas  d’un  obstacle  solide  quelconque  ab , interposé  entre 
le  sol  et  la  circonférence  de  la  roue,  il  faudrait,  comme  ci-dessus , 

remplacer  le  terme  A-^t^-  par 


-iM-riVy. 

i par 

,P+PÆ=,P+,1V^pl-,p+,)V? 


h étant  toujours  négligeable  vis-à-vis  de  R,  et  mesurant  la  saillie 
de  b sur  AB,  si  l’obstacle  fait  partie  du  sol,  la  rotation  tendant 
alors  à s’opérer  autour  de  b,  ou  la  sallie  de  a sur  la  circonférence 
de  la  roue,  si  l’obstacle  fait  partie  de  cette  roue  et  que  la  rotation 
tende  à s'opérer  autour  du  point  a. 

Ces  expressions  apprenant  d’ailleurs  que  l'effort  à employer 

pour  surmonter  l’obstacle,  décroît  en  raison  directe  de'V^’  Ce^‘* 
fait  dire  quelquefois  que  la  puissanee  des  roues  est  proportionnelle 
à la  racine  carrée  de  leur  rayon. 

47.  L’équation  ci-dessus  établissant  une  relation  entre  la  cons- 
tante A,  qui  parait  ne  devoir  varier  seulement  qu’avec  la  constitu- 
tion physique  du  sol  et  de  la  roue,  et  les  diverses  autres  grandeurs 
F,r,R,P ,f'  qui  peuvent  être  données  à priori  ou  par  l’expérience, 
on  voit  que,  si  la  loi  observée  par  Coulomb  (15),  pour  la  résistance 
au  roulement,  se  soutenait  dans  les  diverses  circonstances,  il  de- 

52 
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viendrait  possible  d'en  conclure  les  valeurs  de  celte  constante 
pour  chaque  cas  spécial  ; l’équation  en  question  donne,  en  effet. 

a=r| 

En  attendant  qu’il  ait  été  fait  des  expériences  directes  à ce  sujet, 
on  peut  se  servir  des  résultats  obtenus  par  le  comte  de  Rumfort, 
M.  Boulard  et  divers  ingénieurs , sur  le  tirage  des  voitures,  le  long 
des  routes  et  chemins  de  fer:  nous  avons  ainsi  formé  le  tableau 
suivant  des  valeurs  de  A,  dans  lequel  nous  avons  aussi  inséré  celles 
qui  ont  déjà  été  rapportées  aux  n°’  13  et  16,  d'après  les  expérien- 
ces de  Coulomb. 


— ? — f—\!  — 1 ? 

P+P  1 R V (P+p)-  ^ (P+rt- 
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Résistances  des  roues  ou  rouleaux  en  mouvement  sur  des  surfaces  planes  de 
diverses  natures.  (") 
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Nota.  La  valeur dep-j-^,  et,  par  suite,  celle  de  A , paraissent 

être  indépendantes  de  la  vitesse  du  mouvement , sauf  dans  le  cas 
du  pave  où  elles  augmentent  sensiblement  avec  cette  vitesse , at- 
tendu les  pertes  de  force  vive  occasionnées  par  les  chocs. 

. L<ïs  expérences  de  Rumfort , qui  ont  trait  à ce  cas  , sont  relati- 
ves à une  voiture  suspendue  sur  ressorts  et  cheminant  avec  diffé- 
rentes vitesses  sur  une  route  pavée  , des  abords  de  Paris  ; les  ré- 
sultats O en  sont  assez  bien  représentés  par  la  formule 

F=(P4-p)(0,0 1 7 -f  0,00575V*) , 

dans  laquelle  P-{-p  doit  cire  pris  égale  à 1060  Ml , et  la  vitesse  V 
supposée  de  0m.85  pour  le  petit  pas,  lm. 10  pour  le  grand , 2".  10 
pour  le  petit  trot  et  2".80  pour  le  grand;  mais  il  est  à observer 
que  les  pertes  de  forces  vives  sont  ici  moindres  que  celle  qui  au- 
raient lieu  pour  une  voiture  non  suspendue  sur  ressorts. 

Limite  à laquelle  le  roulement  cesse  d’avoir  lieu  et  le  glissement 
commence. 


18.  Iji  condition  pour  que  les  roues  à essieu  cheminant  le  long 
d'un  plan  AB  (fig.  83)  , glissent , sans  tourner  , sur  ce  plan  , est 
toujours  exprimée  (46)  par  l'inégalité 

Ite  +«  <f=^L+ C-^o»  /<t+Ar- 

Or  , cette  circonstance  arrive  quelquefois  , en  effet , même  pour 
les  roues  de  voitures  ordinaires  , quand  ces  roues  sont  basses  mal 
graissées  et  cheminent  sur  un  sol  parfaitement  uni , notamment 
sur  un  sol  recouvert  de  glace  ou  de  neige  battue  , pour  lequel  la 
valeur  de  f peut  se  réduire  (9)  à 0,0140.  Supposant  par  exemple  : 


Ces  valeurs  et  celles  de 


portées  su  tableau , sont  d'ailleurs  conformes 


à celles  qui  ont  été  adoptées  par  M.  Navier  , dans  ses  leçons  à l'Ecole  des  ponts 
et  chaussées.  Quant  à la  valeur  de  A , relative  aux  roues  de  voitures  ordi- 
naires, en  mouvement  sur  des  madriers  horizontaux , elle  a été  obtenue  en 
supposant  R=0,G0,  les  essieux  étant  en  bois  et  en- 

duits de  graisse.  Tous  ces  calculs  supposent  en  outre  la  charge  répartie  sur 
les  roues  inégales  des  chariots,  proportionnellement  à leurs  diamètres  res- 
pectifs ; ce  qui  s’éloigne  peu  de  la  vérité. 

(')  Voyez  ces  résultats  rapportés  dans  le  cours  de  M.  Dupin , au  conser- 
vatoire des  arts  et  métiers  : Tome  3,  Üynamie , p.  160. 
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p 22  ri 

(P_|_p)  ="ï5  * / = ®»  * ~ ’ R-=  24  ’ 0,1  au,a 

F=1.67A-f- 0.0046, 

et  il  faudra  que  cette  quantité  surpasse  0.014  pour  qu'il  y ait  glis- 
sement sans  roulement , ce  qui  exige  que  A soit  supérieur  à 

(0.014— 0.0046)  0,6=0.0056; 

résultat  qui  ne  présente  rien  qu'on  ne  puisse  admettre , et  dont 
l'excès  sur  la  plupart  de  ceux  du  tableau  (47)  , a son  application 
naturelle  dans  la  compressibilité  assez  grande  de  la  glace  ou  de  la 
neige.  C’est , d’ailleurs  , à cette  prépondérance  de  la  résistance  au 
roulement,  qui  est  encore  augmentée  par  l’épaississement  des  enduits 
de  l’essieu  dans  les  temps  froids , qu’il  faut  attribuer  l’usage  ex- 
clusif des  traîneaux  dans  les  y^ys  soumis  à des  hivers  d’une  longue 
durée. 


Justification  à piori  de  cette  limite. 

49.  Pour  se  rendre  compte  , à piori,  comment  la  condition  ci- 
dessus  du  glissement  a encore  lieu  dans  le  cas  actuel  O , bien  que 


(*)  Lorsque  la  roue  porte  une  saillie  ab  (fig.  83,  46),  telle  qu’un  clou 

île  Lande  etc. , et  que  cette  saillie  vient  à rencontrer  le  sol  (le  niveau  AB , la 
ronditiou  pour  qu’il  n’y  ait  pas  glissement  en  a,  est  évidemment  (43  et  46). 

/(P+P)>F:"  — l+r-^-Vp,  + F*j  l étant  égal  à aT. 

Mais  si  l’obstacle  solide  ab  lésait  partie  du  sol , il  faudrait , pour  que  la  roue 
mit,  au  premier  instant , tourner  autour  du  point  d'appui  b sans  glisser  le 
long  du  plan  tangent  en  ro  point,  qu’on  eût  (25),  « mesurant  d’ailleurs* 
l’angle  d’inclinaison  du  même  plan  avec  l’horizon  , 


; d’o ùr>JszP±>^-, 

1 — /tanga  P+/>4-  ftùng  * 

pour  que  la  roue  ne  tende  pas  à glisser  en  remontant,  et 


p>(p+p) 


tang  »—  f 
1 fytang* 


d’où 


(P-fp)tang«  — K 
P -f-p F tang« 


pour  qu’elle  ne  tende  pas  à glisser  en  descendant,  U valeur  de  F étant  ici 
évidemment 


F—  (P  +P)  tang  - 1-  r-^A/P’+P’* 
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la  puissance  F ne  soit  pas  appliquée  immédiatement  au  poiut  de 
contact  de  la  roue  et  du  sol  , il  suffit  de  considérer  que  , si  celle- 
ci  ne  tournait  pas  , l’effort  de  F serait  précisément  égal  à ( (P-f-p), 

et  que  , si  cet  effort  surpasse  celui  A-^— 4-/’-^-^^’^"^*  qUi 

est  nécessaire  pour  faire  tourner  et  cheminer  à la  fois  la  roue , il 
faut  bien  qu'en  augmentant  graduellement  l’énergie  de  la  puissance 
F à partir  du  zéro , elle  détermine  le  mouvement  de  roulement , 
à l'instant  môme  où  cette  énergie  est  mesurée  par 

A f ■jrVP'4-F’  - 

c’est-à-dire , avant  celui  où  elle  serait  capable  de  vaincre  le  frotte- 
ment direct  f(P-j-p),  qu’on  peut  lui-môme  considérer  comme  com- 
posé de  deux  autres,  dont  le  premie* serait  du  à la  résistance  que 
le  sol  oppose  an  refoulement  de  ses  parties,  en  avant  de  la  roue,  et, 
le  second,  au  simple  glissement  tangentiel  de  la  jante  sur  le  fond 
de  l’ornière , glissement  analogue  à celui  qui  aurait  lieu , si 
la  roue  ne  faisait  simplement  que  tourner,  autour  de  son  axe  et 
au  môme  poiut  du  sol,  sous  la  pression  P-j-p, 

La  dépense  de  travail  que  suppose  le  refoulement  des  parties 
situées  en  avant  delà  roue,  étant,  en  elle-môme,  indépendante  du 
mode  par  lequel  ce  refoulement  s’opère,  on  voit  qu’à  circonstances 
semblables  d’ailleurs , la  résistance  qui  lui  correspond  doit  être 
aussi  mesurée  de  la  môme  manière,  soit  qu’il  y ait  ou  non  roule- 
ment, c’est-à-dire,  par  la  formule  A’  , dans  laquelle , sans 
doute , il  conviendra  d’attribuer  à A’,  pour  beaucoup  de  cas , une 
valeur  un  peu  plus  forte  que  celle  qui  se  rapporte  à l’hypothèse  du 
roulement.  Quant  à l’autre  partie  de  f (P-j-p) , qui  se  rapporte  au 
simple  glissement  tangentiel  de  la  roue  censée  tourner  sur  elle- 
môme  sans  cheminer,  on  peut  continuer  à la  représenter , d’après 
ce  que  l’on  connaît  de  la  résistance  des  tourillons  (U) , par  une 
expression  de  la  forme  { , (P+p) , dans  laquelle  ft  a une  valeur 
moindre  que  f ; on  aura  donc  , pour  la  résistance  totale  de  la  roue 
traînée  directement  sur  le  sol , 

/•(P4-p)=A’i-P^L  -f  /.(P+P)- 

On  doit  concevoir  parfaitement,  d'après  cette  discussion  , com- 
ment la  condition  ci-dessus 
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i\p +/,)=ou>  r -^t£L+/- - Vf'+p* 

suffit  et  au-delà  pour  assurer  à la  fois  le  mouvemeut  de  rotation 
de  l’axe  et  de  roulement  le  long  du  chemin  ; car  la  constante  A’ 
étant  tout  au  moins  égale  à A , on  voit  que  la  condition  se  réduit 
simplement  à celle-ci  : 

(P+ />) = ou  >/-’-jr  VF+P7,’ 

sur  laquelle  on  retombe  directement  quand  on  soumet  générale- 
ment au  calcul , comme  nous  le  ferons  plus  tard  , la  question  du 
mouvement  des  roues  , en  tenant  compte  des  différentes  forces  de 
compression  ou  de  réaction  qui  se  font  équilibre  , tant  snr  ces 
roues  elles  mêmes , que  sur  leurs  essieux.  Il  nous  suflit  ici  d'avoir 
présenté  , sur  la  théorie  de  la  résistance  des  roues  et  roulettes  , 
quelques  notions  préliminaires  qui  peuvent  recevoir  des  applica- 
tions utiles  dans  le  calcul  des  machines. 

De  l’usage  des  galets  ou  roulettes  pour  diminuer  la  résistance  des 
pièces  frottantes  des  machines. 

50.  En  effet , en  se  servant  des  données  qui  précèdent  , on  sera 
en  état  de  cal  culer  approximativement  la  résistance  que  présen- 
tent les  galets  et  rouelettes  employés  pour  diminuer  le  frottement 
direct  des  corps  en  mouvement  les  uns  sur  les  autres  : roulettes 
qui  fort  souvent , portent  une  gorge  angulaire  destinée  à embras- 
ser les  languettes  saillantes  qui  constituent  alors  le  chemin  , et 
dont  les  rebords  empêchent  le  système  de  dévier  latéralement. 
On  voit , par  exemple , que  s’il  s’agit  de  pièces  douées  d’un  mou- 
vement rectiligne , telles  que  celles  dont  il  a été  question  aux 
nos.  33  et  suivants  , et  qui  seraien  t dirigées  dans  ce  mouvement  , 
par  des  roulettes  adaptées,  soit  à ces  pièces  elles-mêmes,  soit 
aux  guides  , on  n’aura  autre  chos  e à faire  qu'à  calculer  , comme 
on  l’a  indiqué  dans  ces  n°* , la  pression  que  supporte  tant  Taxe 
que  le  point  d’appui  de  chaque  roulette  , puis  de  rechercher  , 
d’après  les  considérations  précédentes  , les  résistances  auxquelles 
elles  donnent  lieu  respectivement,  pour  les  substituer  , dans  l'é- 
quation d’équilibre  du  n.  33,  aux  résistances  / N , /TV  qui  résulte- 
raient du  frottement  direct. 
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Quant  au  cas  où  les  roulettes  se  Irouveraicnt  interposées  entre 
deux  plate-formes , dont  l’une  fixe  et  l’autre  mobile  autour  d’un 
axe  donné , disposition  dont  il  a déjà  été  fait  mention  au  n.  41  » 
il  ne  présentera  pas  des  difficultés  plus  grandes  , si  les  chapes  des 
roulettes  font  corps  avec  l’une  ou  l’autre  de  ces  plate-formes  ; car 
quelle  que  soit  la  manière  dont  se  distribue  la  pression  sur  le  sys- 
tème de  ces  roulettes  , on  sera  en  état  d’évaluer  la  résistance  ab- 
solue ou  totale  dans  le  sens  propre  du  chemin  décrit  par  le  point 
de  la  plate-forme  mobile  qui  répond  au  milieu  de  leur  axe  , et  il 
ne  s’agira  plus  que  de  multiplier  cette  résistance  par  ce  chemin 
ou  par  sa  distance  à l’axe  de  rotation  général  du  système  , pour 
en  obtenir  le  travail  ou  le  moment  par  rapport  à ce  même  axe. 

En  effet , conservant  les  dénominations  des  n°*  45  et  46 , oh 
aura  approximativement , pour  chaque  roulette  en  particulier  , 

r A (P-J-p)  , ^ r P, 

r_  R * ' R 

si  la  chape  fait  partie  de  la  plate-forme  mobile , ou 

F=A2i-t -r^p+p)’ 

si  elle  est  liée  à la  plate-forme  fixe  : P étant  ici  la  pression  indé- 
terminée supportée  par  la  roulette  de  la  part  de  cette  dernière,  il 
sera  impossible  de  calculer  sa  résistance  individuelle  F ; mais  si  l'on 
fait,  pour  chaque  cas,  la  somme  de  tontes  les  résistances  sembla- 
bles, on  aura 

dans  le  premier,  -■ A 5(P+p)+  Ç ^ ?P  et , 

dans  le  second,  ÇF=^-^(P)+/" -£-<(P-f-p); 

relations  dans  lesquelles  l'indétermination  n'existe  plus  puisque 
Ç (P)  indique  la  somme  des  pressions  supportées  parles  roulettes. 

Disposition  relative  aux  galets  des  plates-formes  tournantes. 

81.  Il  arrive  souvent  et  il  convient  même  pour  éviter  la  résis- 
tance sur  les  essieux  de  roulettes,  que  ceux-ci  soient  rendus  indé- 
I tendants  des  deux  plates-formes,  et  alors  le  roulement  s’opère  sur 
chacune  d'elles,  comme  dans  le  cas  du  N”  46,  si  ce  n'est  que  les 
essieux  douuent  ici  lieu  à un  excès  de  résistance,  dont  l'intensité 
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est  en  quelque  sorte  indéterminée  et  dépend  bien  moins  de  la  pres- 
sion réciproque  des  plates-formes , que  des  accidents  particuliers 
ou  des  imperfections  que  présentent  la  surface  des  roulettes  et  les 
surfaces  d’appui,  qu’on  a soin  d’ailleurs  de  revêtir  de  bandes  ou 
ornières  de  fer  saillantes. 

En  effet , les  galets  ne  peuvent  point  ici  être  entièrement  libres 
ou  privés  d’essieux  qui  les  dirigent  dans  leur  course,  attendu  que 
le  moindre  obstacle  les  fesant  cheminer  inégalement  et  dévier  de 
leur  route,  ils  s’embarrasseraient  mutuellement  et  seraient  plus 
nuisibles  qu’utiles.  Afin  donc  d’assurer  la  direction  de  leur  mouve- 
ment, on  les  relie  entre  eux  (fig.  84)  par  deux  grands  anneaux  en 
fer,  concentriques  à l’axe  général  et  auxquels  s’adaptent  transver- 
salement les  boulons  ou  essieux;  ces  anneaux  sont  d’ailleurs  eux- 
mêmes  reliés  à l’axe  dont  il  s’agit  par  des  bras  qui  ont  la  liberté 
de  jouer  à frottement  doux  sur  son  contour.  Quelquefois  même  ces 
anneaux  ou  chapes  générales  sont  articulés  au  droit  de  chaque  es- 
sieu de  roulette  , afin  d’éviter  toute  espèce  de  gêne  dans  le  mou- 
vement ; mais  à moins  d’une  exécution  parfaite  et  de  soins  minu- 
tieux qu’on  n’apporte  guère  à l’entretien  des  roulettes  et  des 
bandes  frottantes  , on  ne  doit  pas  s’attendre  à la  suppression 
complète  du  frottement  des  axes  qui , d’ailleurs , ont  à supporter 
le  poids  des  systèmes  de  chapes  et  de  la  moitié  environ  des  bras 
qui  les  relient  à l’axe  de  rotation  général.  Nommant  q ce  poids  , 
q celui  qui  charge  la  couronne  frottante  par  laquelle,  les  bras  sont 
réunis  à l’axe  en  question , on  aura  évidemment,  pour  la  résistance 
totale  X d’un  pareil  système  , rapportée  au  cercle  milieu  des  axes 
de  roulettes , 


X=*F_*  ç(P-B>)+4-  S(P>+r-4-l»+/4-  r + 


2R 


211 


',1 


' 12 r,  f 


en  conservant  les  conventions  et  dénominations  des  n“  16,41  et 
47  , et  supposant  d’ailleurs  la  puissance  appliquée  au  plateau 
tournant , ce  qui  est  convenable  si  l’on  tient  à diminuer  l’intensité 
absolue  de  la  résistance  (16)  en  augmentant  le  chemin  décrit  par 
le  point  d'application  de  la  force  motrice  , et  si  l’on  veut  éviter  , 
en  même  temps , les  efforts  de  traction , assez  grands  et  variables , 
que  supporteraient,  dans  le  sens  du  chemin  qu  ils  décrivent  les 
axes  de  roulettes  , si  cette  force  était  immédiatement  appliquée 
aux  anneaux  des  chapes. 

35 
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Telles  sont , au  surplus  , les  dispositions  fort  ingénieuses  adop- 
tées pour  la  manœuvre  des  ponts  tournants  du  canal  Sl-Martin  à 
Paris  , dont  nous  donnerons  une  idée  plus  étendue  dans  la  par- 
tie de  ce  cours  consacrée  spécialement  à l’étude  des  machines 
existantes. 

Usage  des  roulettes  pour  diminuer  la  résistancedcs  tourillons  des  roues. 

52.  On  emploie  aussi  quelquefois  , dans  la  vue  de  diminuer  le 
frottement  des  tourillons  des  arbres  de  machines  , des  galels  sur 
le  contour  desquels  on  les  fait  reposer  directement  : on  en  a un 
exemple  remarquable  dans  la  machine  dite  d'Alwood;  mais  outre 
qu’il  n’a  point  été  fait  encore  d’expériences  directes  pour  appré- 
cier , dans  ce  cas , la  résistance  tangentielle  au  roulement , on  doit 
aussi  remarquer  que  les  chances  de  déformation  des  surfaces  doi- 
vent être  ici  bien  plus  grandes  que  dans  ceux  qui  précèdent , at- 
tendu qu’à  consistance  égale  des  matières,  les  impressions  qu’elles 
supportent  doivent  être  plus  profondes  et , par  suite  , plus  du- 
rables. Quant  à cette  résistance  en  elle  même  , on  pourra,  faute 
de  mieux  en  attendant  des  expériences  concluantes , la  supposer 
égale  à la  quantité 


P P 

aiT+aV<',; 


A et  A'  étant  des  constantes  censées  dépendre  uniquement  de  la 
nature  des  substances  en  contact,  R,  R’  les  rayons  des  roues, 
P leur  force  de  compression  commune  et  réciproque. 


(*)  Dans  le  cas  d’un  obstacle  très-petit  interpose  entre  les  deux  roues . 
et  dont  i serait  la  distance  au  point  de  contact  commun  , la  résis- 
tance tangentielle  et  totale , en  supposant  dn  reste , l’une  de  ces 
roues  libre  de  sc  soulever  comme  celle  qui  a été  considérée  aux  nu- 
méros 45  et  46,  aurait  évidemment  pour  valeur  l’expression 


qui  ne  comprend  pas  d’ailleurs  la  partiede  la  résistance  provenant  du  frotte- 
ment des  axes,  s’il  en  existe,  et  à laquelle  on  arrive  également  en  supposant 
l'obstacle  matériel  remplacé  par  une  facette  plane,  commune  aux  deux  roues, 
de  largeur  l et  qui  serait  produite  par  leur  compression  réciproque  sous  la 
charge  P.  Nous  verrons,  dans  la  sect.  suivante,  que  la  même  formule  sc  pré- 
sente quand  il  s'agit  de  mesurer  la  résistance  îles  engrenages  de  roues. 
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Cette  expression  se  réduisant  d’ailleurs  à -jr-quand  le  rayon  R’ 

est  infini,  ou  que  la  surface  correspondante  se  change  en  un  plan, 
on  se  trouve  conduitnaturellementà  attribuer  à chacune  des  cons- 
tantes A et  A’,  les  mômes  valeurs  que  si  le  cylindre  auquel  elle 
correspond  , roulait  simplement  sur  un  plan  forme  de  la  même 
substance  que  l'autre  cylindre,  de  sorte  qu’on  devrait  prendre  ces 
valeurs  dans  le  tableau  dn  n.  47;  mais  il  y a tout  lieu  de  croire 
que,  dans  la  réalité,  elle  doivent  être  un  peu  moindres,  attendu  la 
plus  grande  facilité  qu’ont  les  surfaces  à se  dégager  du  fond  de 
l’impression  qu’elles  subissent  par  suites  de  leur  compression  ré- 
ciproque. 

Dans  le  fait,  ces  suppositions  ne  doivent  être  considérées  que 
comme  des  aperçus  qui  ont  besoin  d’être  vérifiés  par  l’expérience, 
et  qui  en  attendant , peuvent  fournir  des  indications  utiles  dans 
certains  cas  de  pratique. 

Manière  dévaluer  la  résistance  des  tourillons  à roulettes. 

53.  Pour  montrer  maintenant  le  rôle  que  joueraient  les  galets 
des  tourillons,  s’il  était  permis  de  négliger  leur  résistance  au  rou- 
lement et  de  faire  abstraction  du  défaut  qu’ils  ont  de  s’user  inéga- 
lement, et  d’autant  plus  rapidement  que  les  rayons  et  les  arêtes 
de  contact  des  couronnes  roulantes,  sont  plus  petits,  nous  suppo- 
serons que  a (fig.  85)  soit  le  centre  d’un  tourillon,  de  rayon  r,  sol- 
licité par  des  forces  dont  la  résultante  générale  soit  N : s’il  tournait 
dans  un  coussinet  ordinaire,  son  frottement  serait  mesuré  (37)  par 
une  fraction  f de  N,  développant  une  quantité  de  travail  égale  à 

TNîffr, 

pour  une  révolution  toute  entière  de  l’arbre. 

Mais  si  l’on  supposece  tourillon  portésur  deux  roulettes  égales  b 
etc  dont  R soit  le  rayon  commun  et  f celui  de  leur  essieux,  la  pression 
N se  trouvera  décomposée  en  deux  autres  passant  par  les  axes  b,  c, 
et  qui  en  supposant  N symétriquement  située  par  rapport  à ces 
mêmes  axes,  auront  évidemment  pour  voleur  commune  la  quantité 

N 

r ' . •- 

2 cos^  a 

dans  laquelle  a représente  l’angle  bat. 
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Ces  pressions  produisant,  sur  les  axes  b et  c,  des  frottements 
mesuré  par 


n 

2cos^«  \ 

on  voit  qu’en  négligeant  la  résistance  au  roulement,  qui  a lieu  en 
d ete,  la  perte  de  travail  qui  leur  correspond,  toujours  pour  une 
révolution  entière  du  tourillon  a sera  mesurée  par 


Cl 

i 


2 * r 


A 

n • 


puisque  l’arc  développé  aux  points  de  contact  d et  e,  par  les  rou- 
lettes, est  égal  à 2 n r,  et  par  conséquent  celui  que  décrivent  les 

surfaces  des  axes  6 et  c,  à 2 n r.^;  donc  aussi  la  résistance  tangen- 

tielle  qu’éprouve,  à se  mouvoir,  le  tourillon  a et  qui  était  f N 
dans  le  premier  cas,  se  trouvera  réduite  à 


jGL 

cosi. 


£_ 

R 


\ 


dans  le  second  ; ce  qui  est  d’ailleurs  évident  à priori  (42),  puisque 
cette  résistance  est  la  somme  des  efforts  tangcntiels  à appliquer  , 
en  d et  e,  pour  vaincre  les  frottemens  en  b et  c. 


Disposition  la  plus  avantageuse  des  roulettes. 

{>4.  La  résistance  dont  il  s'agit  et  sa  quantité  de  travail  croissant 
d'ailleurs  à mesure  que  cos|«  diminue , ou  que  l’angle  bac  aug- 
mente (*),  on  voit  qu’il  importe  de  rapprocher,  l’un  de  l’autre,  les 


f)  On  remarquera  que  le  rayon  p des  essieux  de  roulettes , a une 
relation  nécessaire  avec  celui  r du  tourillon  de  l'arbre  ; ce  dernier  suppor- 
tant une  pression  normale  mesurée  (38)  par  cl  les  deux  autres,  une 


pression  mesurée  par 


N 


4 cos  -, 


j attendu  que  chaque  roulette  repose  sur  deux 
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axes  b,  c des  roulettes  ; et  c’est  pourquoi,  dans  certains  cas,  on 
fait  immédiatement  porter  (fig.  86)  le  tourilon  a sur  la  sommité 
d’une  roulette  c de  façon  que  la  direction  de  ac  soit  sensiblement 
celle  de  la  résultante  N des  forces  qui  agissent  sur  a ; mais  alors 
on  contient  latéralement  ce  tourillon  par  deux  autres  roulettes 
b et  b ’ dont  la  ligne  des  centres  est  perpendiculaire  à ac.  La  résis- 
tance tangcntielle  du  tourillon  a se  rédit  ainsi  à la  quantité. 

ou  la  perte  de  travail , par  révolution,  à /’Nîrcr^;  en  con- 
servant les  mêmes  dénominations  que  ci-dessus  et  supposant  d’ail- 
leurs qucl’arbrede  a ne  soit  pas  sollicité  par  d’autres  forces  que  N. 

Les  tourillons  de  la  cloche  de  mute  de  la  cathédrale  de  Metz, 
présentent  un  moyen  de  suspension  analogue,  et  qui  se  trouve  in- 
diquée par  la  figure  86;  mais  comme  ici  la  clocle  ne  fait  que  de 
courtes  oscillations  de  part  et  d’autre  de  la  verticale,  les  roulettes 
se  trouvent  simplement  remplacées  par  des  secteurs  circulaires, 
dont  ceux  de  droite  et  de  gauche  sont  dirigés,  dans  leur  mouve- 
ment de  va-et-vient,  par  le  moyen  d’un  balancier  adapté  à la  par- 
tie supérieure  des  supports  des  tourillons  a. 

conditions  de  l’équilibre  dans  le  treuil  en  ayant  égard  au  frot- 
tement ET  A LA  RAIDEUR  DES  CORDES. 

Solution  générale  dans  le  cas  où  l'axe  est  horizontal  et  les  forces 
comprises  dans  des  plans  qui  lui  sont  perpendiculaire. 

55.  Soit  (fig.  87)  un  treuil  dont  l'arbre  horizontal  AA’  est  sup- 
porté, vers  ses  extrémités,  par  deux  tourillons  reposant  sur  les 
coussinets  fixes  A etA’,  et  sollicité  à se  mouvoir  par  la  puissance  P 


axes  égala  et  symétriquement  placés,  on  devra  , d’après  les  règles  de  stabilité, 
déterminer  la  grandeur  de  p selon  la  proportion 


N 


Vh? 


N 

K COS -a 


rJ:  /sJ;  d’où  /»= 


COS^a  "K/*  COS-1® 
environ  , ce  qui  donne  pour  la  résistance  réunie  des  deux  roulettes  au  mou- 
vement 

Æ Pir 


r N P 


4{cosJ«)* 


— 0,635  - 


R (cos^a)  j 


au  lieu  de  la  résistance  /'.N  qui  se  rapporte  au  cas  d’un  seul  tourillon  supporté 
par  un  coussinet  ordinaire. 
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et  la  résistance  y,  qui  agissent  par  l’intermédiaire  de  cordes  ou  de 
courroies  que  nous  supposerons  situées  dans  des  plans  perpendi- 
culaires à l'axe  .VA' , nommant 

M le  poids  total  du  treuil , dont  le  centre  de  gravité  G est  sensé 
sur  l’axe  AA’. 

R et  r les  rayons  des  roues,  à l’extrémité  desquels  agissent  PetQ. 
p et  p les  rayons  des  tourillons  A et  A’, 
d le  diamètre  de  la  corde  sollicitée  par  Q, 
p,  q,  m et  I,  les  distances  respectives  de  P,  de  Q,  de  M et  du 
point  d’appui  A à celui  A’ , 
a et  /3  les  angles  de  P et  de  Q avec  la  verticale , 

N et  N’  les  résultantes  des  efforts  exercés  respectivement  sur  les 
points  d’appui  à et  A’ , 

6 et  les  angles  que  forment  ces  résultantes  avec  la  verticale  et 
f,,  f,  les  valeurs  de  — L : (38)  pour  les  tourillons  A et  A’  . . 

V‘+P 

Q 'a  résistance  (17)  occasionnée  par  la  raideur  de  la  corde 
qui  s'enroule  du  côté  de  Q, 

On  commencera  par  décomposer  chacune  des  forces  P et  Q en 
deux  antres,  suivant  la  verticale  et  l'horizontale,  puis  on  décom- 
posera, à leur  toBr,  ces  dernières  ainsi  que  le  poids  M du  treuil, 
en  deux  autres  qui  leur  soient  parallèles  et  situées  dans  les  plans 
perpendiculaires,  en  A et  A',  à l'axe  du  treuil  et  à des  distances 
égales  à cet  axe  ; on  trouvera  de  cette  manière 


Dm. 


pour  le  1 *ornme  de»  conipo»aute»  verticale*  -^--fQy-cca/3-J-Py  coa«  “ Y 
point  A J somme  de»  comptante»  liuritont&lc*  Q --- » i n jfl  — P aiu  « 
pour  le  ( somme  de*  composantes  verlic'*'  U ' Q — roa.-3j-P— — Y 
point  AJ  somme  des  composantes  h or  non  laies  Q ' — - — «in,? — pé —4  »in  * 


expressions  dans  lesquelles  il  faudra  changer  le  signe  de  pou  de  ç, 
si  P ou  Q agissent  en  dehors  de  AA’. 

On  aura  donc,  en  observant  qne  les  résultantes  des  forces 
contenues  dans  chaque  plan  doivent  passer  respectivement  (38)  par 
les  points  d’appui  correspondants  des  tourillons,  lorsque  le  treuil 
est  arrivé  à sa  position  d’équilibre  ou  de  stabilité, 


N = Y X*  -|-  7 V (Mtn-|-07COSH-|-Ppcos2)  H-tQfsin/3—  Ppsinjr)  * 
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* H-JQ(* — ?)sin/3— P(f— p)sina| 
N’  = VX’*  4- Y’*  ==i V) M II— «H-  Q(t— 9) cos/3+  P (l—p)  cos «f  * 

X X* 

tang0=-ÿ- , tang  V =-ÿ-, 

valeurs  dont  les  dernières  serviront,  conjointement  avec  les  signes 
de  X et  Y,  de  X’  et  Y’,  à faire  connaître  la  direction  et  le  sens  de 
l'action  des  résultantes  N et  N’- 

L’équilibre  devant  avoir  lieu  autour  de  l’axe  C du  treuil,  entre 
la  puissance  P,  la  résistance  active  Q,  la  raideur  de  la  corde  qui 
s'enroule  du  côté  de  Q et  enGu  les  frottements  f, N,  f\  N’,  on  aura 
par  la  théorie  ordinaire  des  moments, 

équation  dans  laquelle  il  ne  faudra  introduire  que  les  valeurs  al>- 
solues  de  N et  N’,  et  qui  sera  en  général , du  4”"  degré  en  P. 

Cas  où  les  forces  auraient  des  directions  quelconques. 

56.  Dans  le  cas  où  le  système  serait  sollicité  par  une  ou  plu- 
sieurs forces  non  Comprises  dans  des  plans  per|>cndiculaires  à 
l’axe  AA’, il  faudrait,  ainsi  qu’on  l’a  fait  pour  la  question  du  n°  33, 
remplacer  chacune  d'elles  par  deux  aulresagissant  au  même  point, 
et  dont  l'une,  comprise  dans  un  tel  plan,  devra  être  traitée  comme 
les  forces  P et  Q,  et  dont  l’autre,  parallèle  h l’axe  AA’,  pourra, 
à son  tour,  être  remplacée  par  une  force  égale  dirigée  suivant  cet 
axe  et  par  un  couple  (38)  agissant  perpendiculairement  à sa  direc- 
tion, aux  points  d’appui  A et  A’  des  tourillons,  couple  qu’il  faudra 
comprendre  au  nombre  des  autres  forces  qui  sollicitent  ces  touril- 
lons, pour  obtenir  les  nouvelles  valeurs  des  résultantes  N et  PT. 

Quant  aux  composantes  qui  agissent  suivant  l’axe  AA’,  on  les 
composera  en  une  seule,  égale  à leur  somme,  et  dont  l’intensité 
absolue  étant  mesurée  par  N,,  produira  sur  l’épaulement  contre 
lequel  elle  force  l’arbre  ou  la  tête  du  tourillon  à s’appuyer  latéra- 
lement, un  frottement  fH,  dont  le  bras  de  levier  moyen  devra  être 
calculé  comme  il  a été  expliqué  au  n°  42,  et  dont  on  ajoutera  le 
moment  à ceux  des  autres  résistances  dans  l'équation  d’équilibre 
ci-dessus. 
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Méthodes  abrégées  pour  résoudre  l'équation  d'équilibre. 


57.  Afin  de  simplifier  la  résolution  numérique  de  cette  même 
équation,  on  se  sert  ordinairement  de  la  méthode  des  substitutions 
successives  : on  néglige  d’abord  les  termes  en  f,  et  /’,  ce  qui  donne 


P=Q 


r 

TT 


d>-HQ)  r . 

r 2r  R ’ 


on  met  cette  première  valeur,  un  peu  faible,  au  lieu  de  P, 
sous  les  deux  radicaux  ; ce  qui  fournit  une  nouvelle  valeur  de  P 
beaucoup  plus  exacte,  et  qu’on  peut  substituer  à son  tour,  sous 
ces  mêmes  radicaux  , pour  en  obtenir  une  troisième  et  ainsi  de 
suite;  mais,  à cause  de  la  faible  influence  du  frottement  des  tou- 
rillons, il  arrive  presque  toujours,  dans  les  cas  de  pratique,  qu'on 
peut  se  borner  à la  première  substitution. 

Les  résultats  de  la  note  1"  placés  à la  fin  de  cette  3«  section  , 
mettent  d’ailleurs  en  état  de  résoudre,  dans  chaque  cas,  d’une 
manière  générale  et  avec  un  degré  d’approximation  très  suffisant, 
l’équation  dont  il  s’agit,  qui  se  trouve  ainsi  ramenée  à une  autre 
du  \n  degré  en  P.  et  Q. 

Considérant,  par  exemple , le  radical  y x--f  Y*,  fl"'  exprime 
la  valeur  de  N , on  le  remplacera  par  la  quantité  linéaire  et 
rationelle 

0,828(X-j-Y),  exacte  à j près, 

Si  l’on  ne  connaît  nullement  l’ordre  de  grandeur  des  composan- 
sanles  X et  Y,  dont  on  ne  doit  ici  d’ailleurs  retenir  que  la  valeur 
numérique  et  absolue,  ou,  par  cette  autre 

0,96Y-f-0.4X,  exacte  à ~îr  près, 

si  l’on  sait  à l’avance  que  Y surpasse  X etc. 

Substituant  donc  cette  valeur  approchée  de  N et  la  valeur  ana- 
logue de  N’ dans  l’équation  d’équilibre  ci-dessus,  on  en  déduira 
immédiatement  P,  en  fonction  de  Q,  avec  un  degré  d’approxima- 
tion très-suffisant,  même  dans  la  première  supposition , attendu  la 
faible  influence  du  frottement  des  tourillons. 

Simplification  relative  au  cas  le  plus  ordinaire  des  applications. 

38.  Dans  le  cas  le  plus  ordinaire,  on  aura 

/>=/>’•  f.=r,  et  f,  Np  +/»’=/,  p(S  -f-  N*)  ; 
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de  plus,  les  forces  P et  Q agissant  dans  le  même  sens  que  M pour 
presser  les  tourillons,  les  valeurs  de  Y et  Y”  de  X et  X’,  telles 
qu’elles  ont  été  écrites  ci-dessus , sont  toutes  positives  , de  sorte 
que  si , comme  il  arrive  fort  souvent , on  a en  même  temps 

Y;>X,\’’> X’, on  pourra  prendre,  à^r  près, 

N }•  PT=0.96(Y-{'Y’) -f =0.96'M -f  Q eoi^-fPco**]; -J-0.4(Q — P»in *) 
ou, à g près  seulement,  si  l’on  ignore  absolument  l'ordre  de 
grandeur  de  X et  X’,  de  Y et  Y\ 

N 4 K’=0  83(Y4  Y’43  + X’)=0.83(H  4 Qco»  ,34^°*  *4  Q*in  /3  — P «in  *). 

L’une  et  l’autre  de  ces  expressions  sont , comme  on  le  voit,  les 
mêmes  qu’on  obtiendrait  directement  si , au  lieu  de  décomposer 
chacune  des  forces  proposées  dans  les  plans  perpendiculaires  à 
chaque  tourillon,  pour  en  chercher  séparément  les  résultantes 
N et  N’,  on  les  avait  supposées , tout  d'abord,  comprises  dans  un 
plan  unique,  et  appliquées  au  même  point;  ce  qui  eût  donné , pour 
la  résultante  générale,  l’expression  radicale 

'\/(ll4Q'-'o,;34Pco»i«)4(Q*io^-Pjiiui)=/\/(B4Q4P42®(Qco«,34Pco**)4âPQco>(i14/S), 

qu’on  prend  ordinairement,  en  effet,  pour  la  valeur  de  la  force 
totale  qui  sollicite  les  tourillons  et  produit  leurs  frottements  cen- 
sés concentrés  en  un  seul.  Mais  cette  supposition  ne  conduit  véri- 
tablement qu'à  des  résultats  plus  ou  moins  approchés,  et  qui  peu- 
vent devenir  fautifs  toutes  les  fois  que  les  composantes  Y et  Y’,  X 
et  X’  tendent  à faire  presser  les  tourillons  contre  des  points  oppo- 
sés des  coussinets. 

Dans  ce  dernier  cas , en  effet , et  attendu  qu’on  ne  doit  prendre 
que  les  valeurs  absolues  des  forces  dont  il  s’agit  pour  les  substituer 
dans  les  sommes  X+X*  et  Y-j-Y’,  on  se  trouvera  obligé  de  changer 
le  signe  algébrique  et  naturel  de  la  force  qui  est  négative , ce  qui 
empêchera  la  réduction  ci-dessus  d’avoir  lieu.  Par  exemple,  il  se 
pourrait  que,  dans  un  certain  cas,  on  eut  en  même  temps, 

pJj-  sin|3>P  JLsinat,  sin/3 < P sin a • 

34 
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et  alors,  an  lieu  de  X-(-X  =Q  sin  /3 — P sin  a,  on  aurait 

X-fX’=Qsin/3  (JjL ij-PsinaJ, *L); 

ce  qui  est  bien  différent. 

Ces  observations  sont  entièrement  semblables  à celles  que  nous 
avons  présentées  au  N°  35,  à l'occasion  du  frottement  des  pièces 
rectilignes  contre  leurs  guides;  elles  montrent  qu’il  faut  soigneu- 
sement distinguer,  dans  chaque  cas,  le  sens  de  l'action  des  forces 
et  les  relations  entre  leurs  intensités,  pour  être  en  état  de  pronon- 
cer sur  le  signe  des  composantes  Y,  Y’ , X et  X',  et,  par  suite,  s’il 
peut  être  permis  de  substituer  la  considération  d'une  résultante 
unique  à celle  des  résultantes  distinctes  N et  N';  or,  c’est  ce  qui 
sera  toujours  possible  quand  les  données  et  les  conditions  du  sys- 
tème se  trouveront  numériquementel  complètement  établies  (voyez 
|e  N°  61  ci-après.) 

Exemple  relatif  au  treuil  dettiné  à soulever  des  fardeaux. 

59.  Dans  le  treuil  destiné  à soulever  des  fardeaux , il  n'y  a pas 
d'incertitude  : Q est  vertical , /3=o,  et  les  composantes  horizontales 
X et  X’  de  N et  PT,  se  réduisent  (55)  aux  forces 

P ^ sin  a , P sin«, 

qui  agissent  dans  le  même  sens  pour  presser  les  tourillons  {*). 

(•)  Si  P agissait  au-delà  du  tourillon  A'  par  rapport  à A , p deviendrait 
négatif , et  l’on  prendrait 

!t=0,96|  My-f-Q  j—  P|-cosaj  +-0,4P^-sin«. 

et  par  suite,  î'i-f-M’»~0.96(M-f-Q-f-Peosa)4-0,4P-~^sina. 

Qr+lrf“(a-fM)H-0,96/'1  fllM+Q) 

P*= ; — ’ 

H— ft  p | 0.96  cos  st-f-O**  sin  a 

valeur  qui  ne  diffère  de  celle  donnée  dans  le  lexte.  qu'en  ce  que  sin  * y est 
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L’équation  d'équilibre  peut  ainsi  être  remplacée  par  la  suivante 
en  observant  que  les  composantes  dont  il  s'agit,  sont  respective- 
ment moindres  que  les  composantes  verticales  Y et  Y’, 

PH^Qr^ÿi1  r-f-/,|p|o,96(M-f-Q-j-Pcosa)-{-0.4Psina  j : 

de  laquelle  on  tire 

p Qr-r;-^(«4-(,Q)4-0.9f»A,.(M-fQ) 

R — /)  ^(0.96  cos  «q-04  sin  »)  * 

avec  un  degré  d'approximation  très-suffisant  pour  les  applications 
ordinaires. 

Les  valeurs  générales  (35)  de  N et  N’,  devenant,  par  elles-mêmes, 
rationnelles  dans  le  cas  particulier  où  P serait  vertical  et  a nul  eu 
même  temps  que  (i , il  sera  plus  exact  de  prendre 

n <H"’Q>+A  , (M+Q) 

en  remplaçant  ainsi  les  coefficients  numériques  0.96  et  0.4  par  1 et 
0,  attendu  qu’ici  (voyez  la  note  l™  à la  fin  de  cette  section),  les 
rapports  de  Y à X et  de  Y’  à X’  deviennent  infinis. 

En  général,  et  pour  la  précision,  il  convient  de  ne  pas  oublier 
que  ces  coefficients  sont  susceptibles  de  changer  de  valeurs  avec  les 
rapports  dont  il  s’agit. 

Examen  paliculier  du  cas  où  la  puissance  est  parallèle  cl  de  signe 
contraire  à la  résistance. 

60.  Dans  le  cas  où  a,  au  lieu  d’être  nul,  serait  de  180°,  c’est-à- 
dire,  si  P agissait  verticalement,  mais  en  sens  contraire  de  M et 
de  Q,  la  même  solution  serait  applicable  en  changeant  simplement 
le  signe  de  f. e au  dénominateur  de  la  fraction  ci-dessus;  car  les 


remplacé  par  1 — pAin  « au  dénominateur;  mais,  comme  la  solidité  de  l'arbre 
exige,  dans  les  suppositions  actuelles,  que  la  saillie  p soit  très-petite  par 
rapport  à l,  on  pourra,  presque  toujours,  se  borner  à la  valeur  du  texte, 
dont  le  dénominateur  peut-être  simplifié  toutes  les  fois  que  l'angle  » étant 
aigu,  on  aura  cos  « > sin  * ; car  alors  le  facteur  0.96  cos  * -{-0.4  sin  a sera 
à ^ près  égal  à L’unité. 
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composantes  de  P,  qui  agissent  sur  les  tourillons,  auraient  généra- 
lement une  valeur  moindre  que  la  somme  de  celles  qui  proviennent 
de  M et  de  Q.  Mais  si,  a étant  nul  et  par  conséquent  P cos  a posi- 
tif, /3  égalait  180e,  Q cos  (3  devenant— Q,  il  y aurait  lieu  de  consi- 
dérer les  expressions  distinctes  de  N et  N*,  qui  se  réduiraient  alors 
(55)  aux  suivantes 

m Mm»  , P p Qq  M(i— m)  P(J— p)  Q{l—q) 

n—  J -t-T  p n—  — — j—  ; 

dont.il  faudrait  toujours  ne  prendre  que  les  valeurs  absolues  pour 
les  substituer  dans  l’équation  générale  d’équilibre. 

Supposant,  par  exemple,  que  l’examen,  à priori,  des  données 
de  la  question  apprenne,  de  suite,  que  N et  N’  sont  essentiellement 

positifs,  ce  qui  d’ailleurs,  à cause  de  P>p  arrivera  nécessaire- 
ment quand  on  aura,  à la  fois 


Mro-j-Q  £p>Qg,  M(i— m)-f-Q^  (f.-p)>Q(J— q), 

OU 

J*  l r(i-p) 

Q m R ’ m l — m R l—  m * 

il  viendra 


N+N’=M-VP-Q, 


n _ O-f  i Q) 

R -f.e 


ce  qui  suppose  encore  M+P.>  Q , condition  naturellement  com- 
portée par  les  deux  précédentes. 

Si , au  contraire,  la  discussion  avait  appris  que  N et  N’  sont  es- 
sentiellement négatifs,  il  suffirait  évidemment,  de  changer  le  signe 
de  fi  dans  la  valeur  générale  de  P. 

Enfin,  si  N et  N’  étaient  de  signes  différents,  on  aurait 


N+N*-t  {m(^-  i ; 

d’où 

Q H+ÿt''  (o+*Q)  l±f,  q|m(2«-  J)  — Q(2 q- 
P==  R+f^îp-D 

le  signe  supérieur  de  f,  correspondant  au  cas  où  la  quantité 
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serait  positive,  et  le  signe  inférieur  à celui  où,  au  contraire,  elle 
serait  négative. 

Discussion  relative  au  genre  particulier  de  solution  qui  convient 
à chaque  cas. 

6t.  Celte  discussion  montre  la  nature  des  difficultés  qu'on 
pourra,  en  général,  rencontrer  dans  les  calculs  relatifs  à l’équili- 
bre du  treuil  soumis  à des  résistances  passives;  car  les  quantités  N 
et  PT  étant  fonctions  implicites  de  la  quantité  P qu’il  s’agit  de  dé- 
terminer , il  ne  sera  pas  toujours  possible  de  distinguer  à priori 
quel  est  leur  véritable  signe;  mais  outre  que  les  cas  d’indécision 
seront  fort  rares,  on  peut  encore  remarquer  que  ces  cas  ne  se  pré- 
senteront que  lorsque  la  somme  des  termes  tout  connus , dans  N et 
PT,  différera  assez  peu  du  terme  qui  contient  P et  lui  sera  d’ail- 
leurs opposé  de  signe;  ce  n’est  qu’alors,  en  effet,  que  les  signes  de 
Pi  et  N’  pourront  être  douteux.  Or , dans  ce  cas  même,  les  valeurs 
absolues  des  pressions  dont  il  s’agit  seront  fqrt  petites,  et  celles 
des  frottements  qu’elles  produisent  pourront,  à la  rigueur,  être 
négligées  vis-à-vis  des  autres  résistances,  à moins  que,  pour  plus 
d’exactitude,  on  ne  préfère  les  calculer  en  y supposant  P simple- 
ment égal  à sa  valeur  approchée 

Qg0U^+l^(a+*Q); 

ce  qui  permettra  alors  de  tirer  directement,  et  avec  un  degré  d’ap- 
proximation plus  que  suffisant  pour  le  plus  grand  nombre  des  cas 
de  pratique,  la  valeur  correspondante  de  P,  de  l’équation  générale 
qui  exprime  les  conditions  de  l'équilibre  autour  de  l'axe  du  treuil. 

Du  reste,  les  mêmes  remarques  étant  applicables  au  cas  gé- 
néral examiné  dans  les  N"‘  55  et  56,  quant  à l’indétermination  des 
signes  des  quantités  partielles  X et  Y,  X’  et  Y’,  il  n’y  a pas  lieu  de 
craindre  qu’avec  un  peu  d’attention , on  puisse  jamais  faire  de 
fausses  applications  des  méthodes  de  calcul  qui  y sont  indiquées; 
car  les  cas  d’indécision,  relatifs  au  signe  de  ces  quantités,  répon- 
dant encore  ici  à ceux  où  leurs  valeurs  absolues  et  individuelles  se- 
raient naturellement  fort  petites,  l’on  en  facilitera  beaucoup  la 
discussion,  en  égalant  séparément  à o les  expressions  de  X,  X’,  Y, 
Y’,  puis  comparant  les  valeurs  qui  en  résultent  pour  P,  soit  entre 
elles,  soit  avec  la  véritable  valeur  de  P,  qu’on  doit  considérer 
comme  essentiellement  positive.  En  effet,  celles  de  ces  valeurs,  qui 
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seront  trouvées  au-dessous  de  zéro,  indiqueront  tout  d'abord  que 
l'expression  d'où  elles  proviennent  est  positive,  et  les  autres  seu- 
lement que  cette  expression  peut  être  négative  si  la  valeur  effective 
de  P,  telle  qu’elle  résulte  des  données  du  problème,  se  trouvait 
notoirement  surpasser  celle  qu’on  a déduite  de  l’équation  hypothé- 
tique X=o,  Y =o,  etc.,  que  l’on  considère  en  particulier. 

Faisant,  par  exemple,  Y=o  dans  les  suppositions  générales  du 
Ji°  55,  on  en  déduira,  pour  P,  une  certaine  valeur 

p Mm-f-Qr/cos  $ 

1 p cos  a ' 

distincte  de  la  véritable;  et,  si  cette  valeur  toute  connue  était  né- 
gative, ce  serait  un  signe  certain  'que  Y lui-même  serait  positif;  la 
même  chose  aurait  lieu  évidemment  encore  si,  cette  valeur  étant 
positive,  se  trouvait  iuférieure  à la  véritable  ou  h P,  et,  à fortiori, 
si  elle  était  au-dessous  de  Q ou  de  Q d“~  (a-j-ftQ)  ; mais  Y 
sera  négatif  dans  le  cas  contraire;  c’est-à-dire,  quand  la  valeur 
censée  positive  de  P,  surpassera  P dont  on  ne  connaît  point,  en 
général,  de  limite  supérieure,  comme  on  lui  en  connaît  une  infé- 
rieure; ce  qui  fait  qu’on  ne  peut  pas  non  plus  indiquer,  à l’avance, 
une  condition  générale  et  explicite,  qui  permette  d’assurer  que  Y 
est  en  effet  <o. 

Toutefois,  si  P,  surpasse  notablement  la  valeur  approchée  de  P, 
c’est-à-dire,  Q par  exemple  s’il  en  était  les on  pourrait  être 
certain,  pour  le  plus  grand  nombre  des  cas,  que  Y serait  aussi 
négatif;  car  il  n’arrive  jamais  dans  les  machines,  que  les  résistances 
nuisibles  des  arbres  toumans  excèdent  le  quart  de  la  valeur  qu’au- 
rait la  force  motrice , si  ces  résistances  n’existaient  pas.  L’indéter- 
mination du  signe  de  Y n'aura  donc  lieu  que  pour  le  seul  cas  où  P, 

différerait  très-peu  de  P ou  Q ^ , et  par  conséquent  ou  Y serait 

très-voisin  de  zéro;  ce  qui  confirme  la  remarque  déjà  faite  plus 
haut,  et  prouve  qu’alorson  peut,  en  effet,  négliger,  sans  inconvé- 
nient, la  considération  de  Y,  ou  prendre  simplement,  pour  sa  va- 
leur , celle  qui  répond  à la  supposition  de  P=Q  ^ • 

CALCUL  DES  RÉSISTANCES  DANS  LES  POULIES,  LE  TREUIL  DES  CHINOIS 
ET  LE  CABESTAN. 

De  la  poulie  fixe. 

62-  Dans  le  cas  particulier  de  la  poulie,  les  forces  P et  Q agis- 
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Sent  à la  même  distance  r de  l’axe,  et  sont  comprises  dans  un  plan 
qui  partage  en  deux  parties  égales  l’intervalle  des  tourillons , de 
sorte  qu’on  peut  supposer  que  tout  se  place  dans  ce  plan  milieu. 
Examinons  d'abord  la  poulie  fixe  (fig.  88)  : nommant  T la  tension 
du  cordon  sur  lequel  agit  la  puissance  T’  qui  répond  h la  résis- 
tance, © l’angle  formé  par  ces  tensions,  de  part  et  d’autre  de  la 
droite  qui  joint  leur  point  de  concours  A avec  le  centre  C de  la 
poulie;  m le  poids  de  cette  poulie,  qui  est  toujours  fort  petit  par 
rapport  à T et  1” , y l’angle  que  forme  la  direction  de  ce  poids 
avec  celle  de  la  droite  AC  prolongée;  conservant,  du  reste,  les 
mêmes  dénominations  et  conventions  qu’aux  N°*  55  et  57,  on  aura, 
après  avoir  décomposé  les  forces  m,  T et  'F  parallèlement  et  per- 
pendiculairement à la  direction  de  AC , 

Tr=TV-j- — — -r-{-/,Ja\)(T-l-T’)cosf-)-*ucos’rj’-j-)(T-T’)sinr— mJinYj’ 

équation  dans  laquelle  (T-(-F)  cos  f-\-m  cos  lF  est  évidemment 
positifet  plus  grand  que  (T — F)  sin  f — msinF,  qui,  lui-méme,  de- 
meure au-dessus  de  zéro,  tant  que  sin  <f  n'est  pas  très-petit; 

remplaçant  donc  le  radical  par  sa  valeur  approchée  à — près 
(57),  tirant  ensuite  celle  de  T en  F,  il  viendra 

TV-|-4«t^(a-|-fcT')-j-fV|(0.üficos*—  <htsinf)T’-|-(0.9t>cos'r — O.isin’rjm  J 
r — ^0.96 cos»-)-  0.4 sin» 

Si  les  cordons  étaient  parallèles  , c'est-à-dire  , si  y était  nul , il 
n’y  aurait  évidemment  autre  chose  à faire  qu’à  changer  le  signe  de 
sin  F dans  cette  formule  , attendu  que  la  quantité  (T — F)  sin  s-m 
sin  F deviendrait  négative  ; enfin  , si  ces  cordons  étaient  tous 
deux  verticaux,  au  lieu  do  la  valeur  approchée  ci-dessus,  on  pren- 
drait celle-ci , 


Fr4.4rfVf6F)-f/>(F+m) 

r~f P 


qui  est  entièrement  rigoureuse. 

De  la  poulie  mobile. 

t>3.  Hans  le  cas  de  la  poulie  mobile  (fig.  80) , il  sera  plus  simple 
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de  décomposer  les  tensions  T et  T selon  la  verticale  et  l'horizon- 
tale ; car  la  différence  des  composantes  qui  agissent  dans  cette  der- 
nière direction  , devra  être  naturellement  nulle  , et  la  somme  de 
celles  qui  agissent  suivant  la  verticale  diminuée  du  poids  m de  la 
poulie  , devra  être  précisément  égale  à la  charge  Q , supportée 
par  cette  poulie  et  dans  laquelle  se  trouve  compris  le  poids  de  la 
chape  et  des  garnitures  : a et  fi  étant  d’ailleurs  les  angles  formés 
respectivement  par  T et  T’  avee  la  verticale , on  aura  ainsi  les 
équations 

Tsina — Tsin/3=e,  Tcos*-f-Tcos/3 — m=Q, 


qui  serviront  à déterminer  les  angles  a et  /3 , ainsi  que  les  va- 
leurs de  T et  T,  conjointement  avec  l’équation  d'équilibre  de  la 
poulie  autour  de  son  centre  C , équation  qui  devient  ici  simple- 
ment 

Tr=Tr  -f-i-/(a+fcT') +f  ;.Q, 


attendu  que  Q représente  la  résultante  des  forces  qui  agissent  sur 
l’axe  C. 

Pour  tirer  la  valeur  de  T et  de  T’  de  ces  équations  , on  substi- 
tuera d’abord  celles  que  donnent  les  deux  premières  en  fonction 
de  a et  de  (3 , dans  la  troisième  , qui  servira  ainsi  à calculer  ces 
angles  au  moyen  des  conditions  géométriques  qui  fixent  la  posi- 
tion du  système;  ayant  de  cette  manière,  les  valeurs  de  a et  de  $ , 
on  calculera  T et  T par  les  équations 


Tsina  ir\  , »in« 

sin/3  ‘ sin(a-r/5) 


T in  I nO  sin<3  (r-f  Kfe)iQ  4-m)-f-(^aa-ff,-.Q)  cos ,3 
IW"T~  sin(a-{-|ü))  r(cos/S-f-cosa)-j-jrf“ècdia 


Quant  à la  relation  entre  « et  (5  , elle  se  réduit  à la  suivante  : 

sin/3  sin  oc  / I duh  ^ 

sin(a-f-/5)  ~ sin(«+/5)  V1  + 2 r r r(Q-j-m)  ’ 

qui  montre  que  sin  p surpasse  sin  a d’une  fraction  en  elle-même 
toujours  fort  petite. 

Dans  le  cas  où  les  cordons  seraient  sensiblement  verticaux  , on 
pourra  , sans  inconvénients  pour  l’exactitude , remplacer  les  trois 
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équations  ci-dcssus , par  les  suivantes  , en  négligeant  les  puissan- 
ces de  a et  (3  supérieures  à la  première  , 

Ta— T73=9,  T+T’=y+m,  Tr=Tr-f  irf>-fèr)+/>(T+T’-m), 
qui  donnent 

T (r +;d“6)((H-«*)-Hrf“a+rfQ  r-  '«H -m)-^«-/>U 

1—  2r+|d“6  ’ 2 r+|<TO  ’ 


Treuil  ou  chèvre  de  Lombard. 

Ci.  Les  calculs  qui  précédent  sont  immédiatement  applicables  à 
la  chèvre  de  Lombard  (fig.  90) , ques  les  Anglais  attribuent  aux 
Chinois , et  qui  a été  décrite  , par  M.  Navier  , dans  le  tome  I de 
l'Architecture  hydraulique  de  Bèlidor  , nouvelle  édition  , note  bi , 
page  200.  En  conservant  ici  les  mêmes  dénominations  que  dans 
l'article  précédent , quant  à ce  qui  concerne  la  poulie  mobile  , et 
supposant  que  la  puissance  P agisse  , pour  élever  la  charge  Q , à 
la  circonférence  d une  roue  de  rayon  R , sous  un  angle  avec  la 
verticale,  mesuré  para  ; nommant,  de  plus, 

M le  poids  du  treuil,  y compris  celui  de  la  roue  et  des  cordages, 
• dont  le  centre  de  gravité  général  sera  censé  sur  l’axe  de  ce 
treuil , p les  rayons  égauvdes  tourillons  A et  A’ , 

* R’  le  rayon  du  tambour  sur  lequel  s’enroule  le  cordon  dont  la 
tension  est  T , 

r celui  du  tambour  qui  correspond  à la  tension  T , 

d (a-j-6T)[|a  ,.ajjeul,  produite  par  l'enroulement  du  premier  de 
Su 

ces  cordons , 

f la  valeur  de  ^ L-  pour  les  tourillons  A et  A'  ; . 

' VrH* 

observant  d’ailleurs  que  Q est  la  résultante  des  tensions  1 et  1’ 
qui  agissent  pour  presser  verticalement  les  tourillons  ; qu’enfui 
ces  tensions  elles-mêmes  peuvent  être  ici  considérées  comme  sen- 
siblement verticales , en  supposant  que  la  poulie  C ait  reçu  des 
dimensions  convenables,  on  aura  d’abord  , pour  calculer  T et 
T (65) , 


...  (r+^6)(Q-H»)+i<*',<*+/7Q  i- 

'= — * — âqFprï  ’ ïï+'drb 


55 
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puis  observant  qu’ici  toutes  les  forces  agissent  pour  presser  les 
tourillons  dans  le  même  sens,  et  que  la  composante  horizontale 
P sin  a est  nécessairement  une  quantité  fort  petite  par  rapport  à 
M_J_Q^_m-J-P  cos  a,  et  dont  il  est  permis  de  négliger  le  carré  , 
sous  le  radical  qui  exprime  la  pression  totale  des  tourillons  (39) 
on  aura  également , pour  calculer  P , 

P R=TR’-f- - R’-TV+/lf(M+ Q+m-f  Pcosa)  ; 

d’où  l'on  tirera  immédiatement  la  valeur  de  P,  après  y avoir  subs- 
titué celle  ci-dessus  de  T et  de  T’. 

Dans  le  cas  où  le  système  serait  sans  résistances  passives , on 
aurait  évidemment 

T=T=^,  P=(Qf-m)(5^!; 

ce  qui  montre  qu’on  peut  diminuer,  à volonté,  l'effort  de  P,  eu 
diminuant  convenablement  la  différence  R’=r’  des  rayons  des  tam- 
bours sur  lesquels  s’enroulent  les  cordages  qui  soutiennent  la 
poulie  mobile. 

Si  d’ailleurs  il  s'agissait  de  calculer,  pour  une  révolution  entière 
de  l’arbre  du  treuil , la  quantité  de  travail  qu’aurait  à développer  * 
la  puissance  P,  il  ne  resterait  qu’à  multiplier  sa  valeur  par  la  cir* 
conférence  2 II  R que  décrit  son  point  d’application  dans  sa  direc- 
tion propre  ce  qui  donnerait  pour  ce  travail,  dans  le  cas  où  il 
n’existerait  point  de  résistances  passives , c’est-à-dire , pour  l’effet 
utile 

<Q+»)n(R,-r’); 

expression  dans  laquelle  II  (R’ — r')  représente  évidemment  la  hau- 
teur dont  s’est  élevée  la  charge  Q-j-m  pendant  cette  même  révolu- 
tion de  l’arbre. 

Cabestans,  manèges  ou  treuils  à axes  verticaux- 

63.  Les  solutions  et  équations  relatives  au  treuil  à axe  horizon- 
tal , conviennent  également  aux  treuils  et  aux  systèmes  de  rota- 
tion quelconques  à axes  verticaux  ; il  ne  s’agit  que  de  faire  M=  o 
dans  ces  équations,  et  d’ajouter,  à leur  second  membre,  un  terme 

de  la  forme  (42)  pour  tenir  compte  du  frottement  sur  la 
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tête  du  tourillon  ou  pivot  inférieur  qui  supporte  la  charge  M. 

Supposant,  par  exemple,  qu'il  s’agisse  du  cabestan  ordinaire  , 
ffig.  91)  sollicité  par  une  puissance  P,  agissant  perpendiculaire- 
ment à l’extrémité  d’un  levier  d’une  longueur  R , pour  vaincre  la 
résistance  Q appliquée  à la  corde  horizontale  qui  s’enroule  autour 
de  l’arbre  vertical  du  treuil;  nommant  d'ailleurs  a l’angle  formé, 
pour  une  certaine  position  du  système,  par  la  puissance  P avec  la 
direction  invariable  de  Q,  et  conservant,  du  reste,  toutes  les  autres 
dénominations  et  conventions  du  n.  55,  on  observera  qu’ici  le  tou  - 
rillon  A’  est  généralement  plus  fort  que  le  tourillon  inférieur  A; 
qu'en  outre  p doit  être  changé  de  signe;  qu’enûn  les  composantes 
de  Q qui  agissent  sur  ces  tourillons,  l'emportent  sur  celles  qui 
proviennent  de  la  décomposition  de  P;  on  aura  donc,  pour  résou- 
dre la  question  dans  le  cas  du  cabestan  ordinaire, 

PR  = Qr-f  p K -W. 

N = i 'V  (0?-f-Pp  cos  sin»  «=  0.96  Q i ^(0.06  co*  sin 

* 96  Q (0.96  cos  a—  0.4  sin  a) , 

N'=|  \ f&(i—q)—p(l+P)  cos’  «j»  -f  P*  ( l+p  )*  sin*  à=  * 

valeurs  dans  lesquelles  sin  a devra  toujours  être  pris  (57)  abstrac- 
tion faite  du  signe,  mais  non  pas  cos  «. 

Lorsque  P représente  la  somme  de  plusieurs  puissances  égales 
et  symétriquement  distribuées  autour  de  l’axe  AA’,  ce  qui  arrive 
dans  le  cabestan  manœuvré  par  des  hommes,  les  composantes  de 
ces  puissances,  qui  agissent  sur  les  tourillons,  s’enlredétruiscnt 
réciproquement,  et  l’on  a simplement  alors 

PR-Ûr+^ÿ^r-f-/(/5Q|+/:  5 r*?’ 

d’où  l’on  tire  immédiatement  la  valeur  de  Q. 

Enfin,  dans  le  cas  où  P serait  quelconque,  mais  /’,=/„  p'=^p , 
l’équation  d’équilibre  deviendrait 

0.»6a)S«P+0.*'^-— , 
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et  donnerait,  pour  la  valeur  de  P, 

r _Qr+^U(«+frQ)+0.96  f,  ftt+W  , 

/>|  0.96  cosg— 0.4  sin  a| 

formule  applicable  à toutes  les  situations  des  barres  du  manège , 
pourvu  qu’en  attribuant  à cos  <*  le  signe  qui  lui  convient , ou  ne 
prenne  que  les  valeurs  absolues  de  sin  a. 


DES  TREUILS  OU  ARBRES  TOURNAIS  CONDUITS  PAR  DES  CORDES  ET 
COURROIES  SANS  FIN. 

Équations  et  données  fondamentales  de  la  question. 


66.  Pour  offrir  un  exemple  de  la  manière  de  calculer  les  ré- 
sistances qui  proviennent  de  la  tension  et  de  la  raideur-des  cordes 
dans  un  pareil  système,  nous  considérerons  les  deux  arbres  de  roues 
A et  A’  (fig.  92)  horizontaux  , parallèles  et  qui  se  communiquent 
le  mouvement  au  moyen  d’une  corde  sans  fin  BB’D’D,  passant  sur 
deux  tambours  de  rayons  différents  R et  R’.  Nous  supposerons 
que  le  treuil  A soit  sollicité  par  une  résistance  verticale  Q, 
agissant  à la  circonférence  d’une  roue  de  rayon  r,  et  qui  doit  être 
ici  censée  comprendre  toutes  les  résistances  passives,  telles  que 
raideur  des  cordes  etc , qui  se  développent  en  son  point  d’applica- 
tion. La  difficulté  se  réduit  évidemment  à déterminer  les  tensions 
séparées  des  deux  branches  BB’,  DD’  delà  corde  sans  fin,  tensions 
dont  la  différence  exprime  la  valeur  de  la  puissance  qui  doit  vain- 
cre à la  fois  la  résistance  active  Q,  fa  raideur  de  la  corde  en  son 
point  d’enroulement  D,  et  les  frottemens  sur  les  tourillons  A,  qui 
naissent  tant  du  poids  et  de  la  charge  Q du  treuil , que  de  la  ré- 
sultante des  tensions  dont  il  s'agit.  Nommant. 

T la  tension  qui  agit,  du  côté  de  la  puissance  , avec  le  rayon  R ; 
T’  celle  qui  agit , du  côté  de  la  résistance  , avec  le  même  rayon, 
<?  l’angle  formé  par  ces  tensions  avec  l’horizontale  A A’ , 
p le  rayon  des  tourillons  de  l’arbre  A , 


f,  la  valeur  de  qui  leur  correspond  , 

M le  poids  du  treuil  et  de  son  équipage  . censé  agir  sur  l'axe 
*a  ra'^cur  due  a 'a  tension  T ; 
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observant  d’ailleurs  qu’ici  les  composantes  horizontales  et  vertica- 
les des  forces  sur  les  tourillons  , agissent  pour  les  presser  tous 
deux  dans  le  même  sens , on  pourra  (58)  les  supposer  toutes  trans- 
portées en  un  même  point  de  l’axe;  de  sorte  qu’on  aura  , pour 
calculer  T et  T , 

(T-T)R=Qr+  dy{a£xV)-  N* 

équation  dans  laquelle  on  prendra 

* 0.96  JM+Q—  (T—1 T)  sin  ?H-0.4  (T+‘ 1”)  cos? , 

N =\  jM-f-Q — (T — T’)  sin?j*-f-(T-f-T’)‘cos*y  = * 

si  la  somme  des  composantes  verticales  surpasse  celle  des  compo- 
santes horizontales , ainsi  qu'il  arrive  dans  presque  toutes  les  ap- 
plications , et  si , du  reste , les  forces  Q , T et  T agissent  dans 
l’intervalle  même  qui  sépare  les  tourillons  ; lorsque  cette  dernière 
circonstance  n’a  pas  lieu , il  faut  décomposer  séparément  chacune 
de  ces  forces  sur  les  appuis  , et  opérer  comme  on  l’a  fait  (65)  à 
l’occasion  du  cabestan,  ou  dans  la  note  du  n.  59. 

L’équation  ci-dessus  ne  suffisant  pas  pour  déterminer  T et  T , 
on  remarquera  que  la  corde  ou  courroie  sans  fin  , qui  conduit  les 
tambours,  possède  une  tension  naturelle  ou  propre , indépendante 
de  l’action  des  forces  appliquées  aux  deux  roues,  et  dont  l’inten- 
sité dépend  uniquement  de  la  volonté  du  constructeur  : c’est  celle 
qui  a lieu  dans  l’instant  où  le  système  est  au  repos  et  avant  que  la 
puissance  et  les  résistances  soient  mises  en  action.  Si  cette  tension 
primitive,  égale  pourlesdeux  branchesetque  nous  désignerons  par 
T,,  était  connue  , il  serait  facile  de  déterminer  les  valeurs  de  T et 
de  T’,  au  moyen  de  l’équation  ci-dessus,  car,  dès  que  la  puis- 
sance commence  à agir  pour  entraîner  la  résistance  Q , la  tension 
augmente  , dans  la  branche  supérieure  BB’ , précisément  de  quan- 
tités égales  à celles  dont  elle  diminue  dans  l’autre  branche  DD’ , 
et  cela  parce  que  les  allongements  elles  raccourcissements  de  ces 
deux  branches  , supposées  déjà  fortement  tendues  en  vertu  de  T,, 
doivent  eux-mêmes  être  égaux , les  distances  BB’  et  DD’  conser- 
vant des  grandeurs  invariables.  On  a donc  , pour  une  position 
quelconque  du  système , dans  laquelle  la  tension  de  BB’  serait  de- 
venue T et  celle  de  DD’  T , 

T+r-ST, 
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relation  qui,  combinée  avec  l'équation  d'équilibre  ci-dessus,  don- 
nera immédiatement  T et  T’  ex  fonction  de  T(  et  de  Q. 

Condition  d' après  laquelle  on  peut  déterminer  la  tension  propre  de 
la  courroie  «an»  fin. 

67.  La  tension  T,  primitivement  donnée  à la  corde  , est  néces- 
saire pour  empêcher  cette  corde  de  glisser  (21  et  21b»»)  sous  l'ac- 
tion de  la  résistance  Q , dans  les  positions  les  plus  défavorables 
des  tambours,  c'est-à-dire  , dans  celles  où  T — T’  doit  avoir  le 
maximum  de  sa  valeur.  En  effet,  considérant  le  système  dans  celte 
position  , qui  est  à déterminer  pour  chaque  cas  où  l’intensité  des 
forces  serait  susceptible  de  varier  , on  aura  , entre  T , T et  T,  , 
les  mêmes  relations  que  ci-dessus , et , de  plus  , pour  que  le  glis- 
sement n’ait  pas  lieu 


/S 

H 


T=r« 


relation  dans  laquelle  e , f , S et  R ont  les  significations  indiquées 
dans  le  n“  21 , et  qui  servira  , conjointement  avec  les  deux  pre- 
mières , à déterminer  la  plus  petite  valeur  qu’il  est  nécessaire  de 
donner  à T, , pour  empêcher  le  glissement  d’avoir  lieu  ; valeur 

qu'il  faudra  augmenter  de  quelque  chose , par  exemple  de  ^ ou 

g- , selon  les  cas  , pour  parer  à l'inconvénient  des  secousses  et  ac- 
cidents quelconques  qui  peuvent  augmenter  momentanément  les 
résistances  ou  détendre  la  courroie  , la  corde  conductrice. 

Cette  dernière  circonstance  se  présente  ordinairement  pour  les 
lanières  en  cuir , lors  des  temps  humides , et  pour  les  cordes  de 
chanvre  , lors  des  sécheresses  ; mais  elle  arrive  surtout  dans  les 
premiers  jours  qui  suivent  leur  installation  sur  les  poulies  et  tam- 
bours ; aussi  les  personnes  chargées  de  la  direction  des  machines 
de  cette  espèce  , se  voient-elles  obligées  de  retendre  fréquemment 
ces  cordes  ou  courroies , par  les  moyens  qui  ont  été  indiqués  dans 
la  précédente  section  , et  dont  les  meilleurs , sans  contredit , con- 
sistent dans  les  poulies  ou  rouleaux  de  pression  , qui  permettent 
de  graduer  à volonté  la  tension  jusqu’au  pointoù  il  n’y  a plus  glis- 
sement. Mais  le  plus  souvent,  et  pour  parer  aux  accidents  de  toute 
espèce  , on  donne  aux  courroies  un  excès  de  tension  , tel  que  les 
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frottements  qui  en  résultent  sur  les  tourillons  îles  arbres , enlè- 
vent à ce  mode  de  communiquer  le  mouvement , tous  les  avanta- 
ges qui  peuvent  y être  attachés  d’ailleurs  : ce  cas  est  surtout  celui 
des  machines  à actions  ou  à mouvements  alternatifs  , et  qui  sont 
dépourvues  d’un  volant  capable  de  maintenir  la  constance  de  la 
vitesse  des  tambours  qui  portent  les  courroies. 

Manière  de  calculer  ceUe  tension  dans  les  différents  cas. 

68.  Dans  le  cas  d’une  machine  toute  construite  et  marchant 
uniformément  avec  courroies  et  poulies  de  tension,  on  pourra  se 
servir  des  relations  des  n“  62  et  63,  pour  calculer  directement  les 
efforts  éprouvés  par  les  courroies,  toutes  les  fois  que  la  pression 
de  la  poulie  sera  donnée  ou  déterminable  à priori-,  car  cet  effort 
est,  dans  tous  les  cas , égal  et  directement  contraire  à la  résultante 
des  tensions  correspondantes.  Mais,  s’il  n’existe  pas  de  poulie  de 
tension,  il  faudra  recourir  à l’expérience  pour  déterminer  T.  : par 
exemple,  ayant  ôté,  au  treuil  A’  (figure  92)  toute  liberté  de  se 
mouvoir,  supprimé  Q,  ainsi  que  l’équipage  par  lequel  cette  force 
agit,  on  appliquera  à l’extrémité  d’un  levier  horizontal,  suffisam- 
ment long  et  solidement  lié  à la  roue  A,  un  contrepoids  justement 
capable  de  faire  glisser  le  tambour  sous  la  courroie,  dans  le  sens 
contraire  à son  mouvement  naturel;  nommant  Q,  ce  contrepoids, 
r,  son  bras  de  levier  et  toujours  T,  T*  les  tensions  correspondantes 
des  branches  BB’  et  DD’,  on  aura  évidemment  (66  et  67). 


Q ,r , =(T— T)R+-/V.0,96  j M-f-Q .+ (T— T’)  sin^-J-/" ,ç  .0,4(T-j-T)cosp 


T=e.  KT\  T+r-=2T,. 

Pour  tirer,  de  ces  équations,  la  valeur  de  T,,  on  posera 

jfS  JS 

T-fT'=(l+e.  R )t’=KT,  T — T’=(e  ft-t/ï’=RT; 

subtituant  dans  la  première  des  équations  dont  il  s’agit,  elle  don- 
dera  immédiatement  T et,  par  suite, 

t KT>  *K  Q.r.-O.WMM-f-Q.) 

1 ■— 2< 1 T- 1 a **  — 3 HH^/irte.Be'K’sinr-fO.êKeovr) 


Digitized  by  Google 


— 280  — 


s'il  arrivait  que  la  courroie  glissât  sur  le  tambour  A’,  au  lieu  de 
glisser  sur  celui  A,  la  solution  resterait  la  même,  attendu  que  les 

expressions  de  K et  K’  ne  dépendent  que  du  rapport  qui  est 

aussi  le  môme  (voyez  la  note  du  n“  21  ) pour  les  deux  tambours. 

Généralement  on  n'aura  aucun  moyen  direct  d'apprécier  la 
tension  propre  T,  des  courroies  sans  fin,  et  alors  il  conviendra 
d’opérer  comme  il  a été  prescrit  ci-dessus  (66  et  67) , pour  en  calcu- 
ler au  moins  approximativement  la  valeur.  Posant  encore  ici 

/S  JS  . 

(T+d = (i  -f  T— T’=-(eR  — t/T=KT, 

mettant  ces  valeurs  de  T-j-T’  et  de  T — T’  dans  les  équations  du 
ir  66,  on  en  déduira  d’abord  T’ , puis. 


0.96/16  (M-f-U) 

K’R  — — /,1)o|o.96K’sin9-(-0.4cosf>| 


dont , conformément  à ce  qui  a été  proposé  au  n°  67,  la  valeur  devra 
être  prise  pour  la  position  la  plus  défavorable  du  système,  répon- 
dant ici  au  maximum  de  Qr-f-0.96/,iQ,  et,  de  plus,  être  augmentée 

de  j^jou  selon  que  le  mouvement  de  la  machine  sera  plus  ou 

moins  régulier,  etc. 


Solution  définitive  de  la  question. 


69.  Ayant  obtenu , par  l'un  ou  l’autre  des  procédés  qui  viennent 
d’être  exposés,  la  valeur  vraie  ou  approchée  de  T,,  on  procédera 
au  calcul  des  tensions  T et  T’,  relatives  à une  position  quelconque 
et  donnée  du  système,  en  éliminant  successivement  ces  tensions, 
entre  l'équation  d’équilibre  du  n°  66  et  la  relation 

T4-T’=2T, . 


Substituant,  par  exemple,  la  valeur  2T, — ’l”,  de  T,  dans  l’équa- 
tion dont  il  s'agit,  on  en  tirera 


T’ 


T.jR— /,f(0.96sin?  f 0.4cos?){— ^ 
R — Offîf,  p sin  9 -f-  -j— 
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et,  par  suite. 


R — O.Sft^ssinî.-^—?- 

4 


!L 

4 


Coraine  le  terme  (T — T)  sin  f,  qui  entre  dans  l’expression  de 
(65),  est  généralement  fort  petit  à I egard  des  autres,  on  pourra, 
sans  inconvénient  pour  l'exactitude  et  pour  la  simplification  des 

calculs,  le  remplacer  par  sa  valeur  approchée  ^ sin  f,  relative  a 

l'hypothèse  où  il  n’existe  pas  de  résistance»  passives  ; ce  qui  don- 
nera sur-le-champ, 

N=  0.96 1 M -t-Q  -f  Q sin  j+O.ST.cos? . 

et  permettra  ainsi  de  calculer,  ri  priori,  la  valeur  du  terme  fRp 
qui,  dans  l’équation  d’équilibre,  représente  le  moment  du  frotte- 
ment développé  sur  les  tourillons  de  l’arbre  A,  que  l'on  considère. 

Une  fois  ces  calculs  terminés,  tout  ce  qui  concerne  le  treuil  A’, 
auquel  est  appliqué  directement  la  puissance  P,  ne  présentera  abso- 
lument aucune  difficulté;  car  on  aura,  pour  évaluer  P,  une  équation 
de  la  forme 

PR  -(T-r  r+-^T)BV.>  V(*|-l-(T-T)»i"r+tr'«s«,,-H(Ttr).o»r-p..n.  •. 

dans  laquelle  tout  sercf  connu,  sauf  P qu’on  en  déduira,  sur-le- 
champ,  par  les  méthodes  déjù  souvent  rappelées. 

Dans  les  applications  de  ces  dillérentes  solutions  à chaque  cas 
particulier,  on  pourra  d'ailleurs  remarquer  1°  que  si  les  cordons 
BB"  et  DD’  (fig.  93),  ^ont  parallèles,  ou  que  U -R’ , il  n’y  aura 
aucun  changement  à opérer  dans  les  résultats  à l'égard  des  coëffi- 
ciens  numériques  0.96  et  O.-t  (59),  de  sorte  qu'il  suffira  d’y  sup- 
poser simplement  sin ?=o  et  cosip  = l;  et  2”  que  si  ces  cordons 
forment  entre  eux  un  angle  quelconque,  on  aura  pour  calculer 
directement  sin  f et  cos:,  les  relations 
* 

BB’— AA'  cos  a,  A’B’ — AB— R’  - R— AA'  sin  f. 
dans,  lesquelles  BB’-et  AA'  sont  donnés  à priori. 

36 
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DES  PALAHS  01’  POULIES  MOUEFLÉES. 

Palans  à poulies  égales  et  à cordons  sensiblement  parallèles. 


70.  Les  considérations  qui  précèdent  mettent  en  état  de  tenir 
compte  du  frottement  et  de  la  raideur  des  cordes  dans  toutes  le* 
machines  composées,  telles  que  les  mouffles,  les  chèvres,  les  grues 
etc.,  où  il  entre  des  poulies  et  tambours  mis  en  action  par  ces  cor* 
des;  nous  allons  en  présenter  quelques  exemples  particuliers. 

Considérons  d’abord  le  palan  (fig.  93),  composé  de  deux  mouilles 
ou  systèmes  de  poulies  égales,  montées  sur  deux  axes  séparés, 
soutenus  par  des  chapes,  dont  l’une  est  attachée  à un  point  fixe  et 
l'autre  supporte  une  charge  ou  effort  quelconque.  Nous  suppose, 
rons  parallèles  les  différeus  cordons  ou  brins  des  poulies,  et  nous 
négligerons  leur  poids  aussi  bien  que  celui  de  ces  poulies  qui,  dans 
les  cas  les  plus  ordinaires,  exercent  assez  peu  d'influence. 

D’après  ces  hypothèses  et  en  conservant  les  mêmes  dénomina- 
tions qu’aux  n"  62  et  63,  on  aura  pourjexprimer  les  conditions  de 
l’équilibre  d'une  poulie  quelconque,  appartenant  à l’une  ou  à 
l’autre  chape,  l’équation 


Tr=T’r+i  /(a+6T)+/V(T-fT'); d’où  T— T’ 


('■+/"> + âd  k)  »»“« 


formule  dans  laquelle  on  fera  pour  abréger 

r+rf+\  #b  i du« 

r-rP  A r~TP~  *’ 

ce  qui  donne,  pour  une  poulie  quelconque,  Téquation 
T =a+/3r 

dans  laquelle  * et  /3  sont  des  constantes. 

Cela  posé,  nommant 

Q la  charge  que  supporte  la  chape  inférieure  du  palan,  y com- 
pritson  équipage, 

V V V <«,  f,+l.  les  tensions  des  cordons  suc- 

cessifs, dont  le  premier  est  supposé  attaché  à la  chape  supérieure 
ou  fixe,  et  dont  le  dernier  est  censé  sollicité  directement  par  la 
puissance  et  appartenir  à la  dernière  des  poulies  supérieures,  on 
aura,  en  observant  que  la  charge  Q se  trouve  à la  fois  soutenue 
par  tons  les  cordons,  celui-ci  excepté, 

*f**’,==Q 
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L'équation  précédente  donne  d'ailleurs,  pour  les  poulies  suc- 
cessives, 

'i~~*iA‘, — + 

'% =*+/3',=*-;  »/>+  A3,i=  *0  +£)+ A3' = ^ , 

tr-b3*'.  . 

1 — 3 


‘,=  «+^,=«(if/34-/*,+  :.+An-')h?-'  = {iÎE^P- 

et  par  suite, 

Q^.-K+'st K = « * ~^z J——  — |+(l  /HJ’*  • •■■+*"  ■ 

ou 


(i-fT  , (t-/3f; 
(t-tf’  f 1-/9 


f,  ; d'où  /,acQ 


C«— jg) 
• -AT 


I » l ! 


Donc  enfin  on  aura,  pour  calculer  f»  et  <„+, , les  formules 


, ..J'-'S")  1/,-,--^-' LLfcDCn 

i— ,3  +p  1 V— > r>-<r  />-i  u' 

, . f «r?  1 \ . (0  - DjS"  _ 


dont  la  première  servira  dans  le  cas  où  le  cordon  sur  lequel  agit  lu 
puissance,  aboutira  directement  à une  poulie  de  la  chape  mobile. 

La  même  analyse  serait  évidemment  applicable  à toute  combi- 
naison de  poulies  égales,  dont  les  cordons  ou  brins  formeraient 
consécutivement  les  mêmes  angles,  soit  entre  eux,  soit  avec  la  ver- 
ticale, ce  qui  se  pré-sente  quelquefois  dans  les  machines  destinées  à 
soulever  des  fardeaux.  Il  est  évident,  en  effet,  d’après  les  nM  62  et 
63,  qu’on  aura  sensiblement,  pour  les  poulies  mobiles , comme 
pour  les  poulies  fixes,  et  en  conservant  les  notations  du  premier 
de  ces  numéros , 


Tr=TY  + (a-f-6T’) -{-/■’/;  V (T+r)W ? + (T— T)- sin* ? 

d’où  l’on  tire  avec  un  degré  d’approximation  très-suffisant, 

^ r -f  i / b +ft>  (0.96  cos  ? - O.isin  f)  j T -f  ^ /a 
T r — /‘^(O.PCcos^-f- 0.4 si n 9) 
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expression  linéaire  et  où  il  n’y  a de  variable,  par  hypothèse  que 
T et  T’. 


Application  numérique  au  palan  des  Pontonniers. 

71.  Le  palan  employé  au  service  des  équipages  des  ponts  (fig.  94). 
est  composé  de  deux  systèmes  de  quatre  poulies  égales  en  cuivre, 
dont  le  rayon  commun  r,  est  égal  à 0",0593  mesurés  à partir  du 
milieu  de  la  corde  qui,  elle-même,  a pour  diamèlred=0'“,018.  Ces 
poulies  sont  percées  d’un  œil  dont  le  rayon  g=0“,0105  (38)  ; elles 
tournent  sans  enduit  autour  d’un  boulon  en  fer,  de  sorte  qu’on  a 
ici,  d’après  les  expériences  de  Coulomb  (H), 

t—  0,155,  et  par  suite,  ^ — = 0,135; 

Vi+f 

d’où  l’on  tire 


r -i  f'f  = 0», 00095 , r - />= 0-.03767. 

Le  tableau  du  n°  18donne,  pour  une  corde  de  diamètre  d’=0",02, 
enroulée  sur  un  tambour  de  1"  de  diamètre, 

<P«  =0*, 22246 , d,/lb=~  0k,00974  ; 

1 exposant  p étant  ici  égal  i 1“,76  environ,  ce  qui  convient  aux 
cordes  presque  neuves.  Supposant  donc  que  celle  de  uotre  palan 
soit  dans  le  même  état , on  aura,  d’après  le  n°  19, 


d^a  — <f  * a.^j^  = 0,22246  (ft,)'  ==0.184997  0.185 

i = 0,00974  = 0.0080997  0,0081 


ce  qui  donne 


i d“a 

*—^=77-1 -6039, 


* ^—  = 1.1267. 


substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 


*«+|  = 


Digitized  by  Google 


— 283  — 


en  observant  qu’ici  n=8  et,  par  suite  , 

2.696,  i.6265  , il  viendra  <„+/—12l!t8-fO.*28Q; 

s’il  n’y  avait  pas  de  résistances  passives,  on  aurait  évidemment 
lB+H»P=8lt.2154  0.2061  Q ; 

ces  résistances  exigent  donc,  de  la  part  de  la  puissance,  un  sur- 
croît d’effort  mesuré  par 


8k.2t5-f0.081Q 

• 

et  dont  le  rapport  à la  charge  Q,  augmente  indéfiniment  à mesure 
que  cette  charge  diminue;  circonstance  qui  tient  à la  partie  cons- 
tante d“o  (17)  de  la  raideur  des  cordages. 

Supposant , par  exemple , que  le  fardeau  à soulever  soit  une 
pièce  de  24  du  poids  de  2800  k,  la  puissance  devra  développer  un 
effort  d’environ  585k  29  au  lieu  de  0.125Q— 350k.  seulement 

qu’elle  aurait  à exercer,  s’il  n’y  avait  pas  de  résistances  nuisibles: 

255  29 

ces  résistances  absorbent  donc  à elles  seules  les  0.402  de 

l’effort  moral  ou  du  travail  moteur,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
l’effet utileestréduitaugï|^3j^0.598  delà  quantité  de  travail  dé- 
pensée ; l’un  et  l’autre  étant  ici  évidemment  proportionnels  (8)  aux 
efforts  qui  leur  correspondent  et  rapportés  au  même  point  d’appli- 
cation , au  même  chemin  parcouru. 

Mouflettes  à poulies  inégales  et  à cordons  parallèles;  application 
numérique  et  expérience  relative  à ce  palan. 

72.  La  figure  95,  représente  un  système  de  mouilles  souvent 
employé,  dans  les  constructions,  pour  élever  les  matériaux  au 
sommet  des  édifices,  et  dans  lequel  les  cordons  sont  encore  sensi- 
blement parallèles,  mais  dont  les  poulies  sont  inégales  pour  chaque 
mouille,  et  montées  sur  des  axes  différents  , unis  par  la  même 
chape;  les  valeurs  de  a et  de  /3  (69)  changeant  ainsi  d’une  poulie 
à la  suivante,  il  devient  indispensable  de  calculer  de  proche  en 
proche,  les  tensions  t„  <)....  1»  +, , qui  appartiennent  aux 

poulits  consécutives,  en  fonction  de  la  tension  t,  du  premier 
cordon  ; de  sorte  qu’on  a la  suite  d’équations. 
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*, — « +A*. < =«  +/4  f,,  / . — « fi  », 

desquelles  on  tirera  la  valeur  du  l, , puis  ensuite  celle  de  * et 
et  de  1 + en  posant  encore  l'équation. 


Q=f,  -f  =a-l-a|-)-a,'f.....a..,-{-(t-J-/3-f-/3|+/3,-|-.../3..>)<|. 

Ces  calculs  se  simplifient  dans  la  plupart  des  cas,  attendu  que 
les  poulies  symétriquement  placées  dans  les  deux  chapes,  reçoivent 
ordinairement  des  rayons  égaux  aussi  bien  que  leurs  tourillons. 

Afin  d’offrir  une  application  numérique,  nous  supposerons,  pour 
les  deux  premières  poulies  embrassées  par  les  brins  dont  t , t , et 
tj  sont  les  tensions. 

r— 0-, 043, /.=0-, 0078, /’—0-,12S,d=0», Ot  6,^0—0,0638, d^*6*=0, 00553. 
d’où,  en  substituant  dans  les  relations  du  N*  69, 

— =0‘.756,  1,tH9,  «— 0.756+1, mot,,  «(l+/»)+yS,«1-l,597+t,*M5<Ii 

supposons  également , pour  la  troisième  poulie, 
r=0",,056,  /5—Om,0075,f=0”,125,  <#“«—0.0633,  0,00552, 

il  viendra, 

a— Ok.577 , /3=  1.0854,  t<=0k.577-f 1.0854l3  =2.11310+1, 3419*,. 

Par  conséquent , si  le  cordon  t^  est  celui  que  sollicite  directe- 
ment la  puissance , on  aura 

Q= <,-K4-tj-}-<4=  4k.663-f-4.690f,  ; d’ou 
t4= lk.005-f  0,2861  Q, 

au  lien  de  ^=0,25Q,  qu’on  obtiendrait  s’il  n’y  avait  pas  de  ré- 
sistances passives. 

Que  l’on  ait,  par  exemple,  Q=532k,  I , eu  égard  aux  résis- 
tances dont  il  s’agit,  devra  être  égal  à tk.O084-152k.2O3— 153k. 21 , 
tandis  qu’il  serait  simplement  133k  dans  le  cas  où  elles  ^existe- 
raient pas. 
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Ces  calculs  se  rapportent  spécialemeut  à un  palan  employé  par 
les  bateliers  de  la  Moselle,  et  que  M.  Morin  a eu  occasion  de  sou- 
mettre directement  à l’expérience,  lors  de  ses  recherches  sur  le 
frottement;  la  valeur  qu'il  (a  trouvé  pour  t , ne  surpasse  celle  ci- 
dessus  donnée  par  le  calcul,  que  de  6k. 80,  différence  qui  s’explique 
d’ailleurs  parce  que  nous  avons  négligé  l’influence  du  poids  de  la 
corde  et  des  poulies,  et  que,  dans  la  vue  d’abréger,  nous  avons 
supposé  la  raideur  de  cette  corde,  qui  a 0“.016  de  diamètre,  sim- 
plement égale  à celle  de  la  corde  de  0”.014  de  diamètre,  qui  se 
trouve  insérée  dans  le  tableau  du  N*  1 8. 

APPLICATION  RELATIVE  A LA  CHÈVRE  ÉQUIPÉE  A PLUSIEURS  BRINS. 

Calcul  de  la  chèvre  d’artillerie. 

75.  Prenant , par  exemple , la  chèvre  d’artillerie  (fig.  96)  , et 
conservant  pour  les  poulies  mouillées  , les  dénominations  , du  n° 
70  , on  observera  que  le  cordon  de  la  puissance  , dont  la  tension 
est  < ^ , n'est  point  ici  paralllèle  aux  autres , attendu  qu’il  coiffe 
le  treuil  de  la  chèvre  , de  sorte  qu’il  faudra  considérer  , à part . 
l’équilibre  qui  sur  la  dernière  poulie  supérieure  , existe  entre 
t et  t.. 

" ri 

Cela  posé , on  aura  d’abord , pour  calculer  la  tension  t * (72) 


«/S— 


t ^ (j3— 4)/3— ’ 

/3-t  r p-i 


puis  (62) , pour  calculer  celle  t du  dernier  cordon  qui  fait  l’an- 
gle » avec  la  verticale 

*"+,r-  *■  r+d^ÿ^-\-f'  / V(<*-H>«  cos  G+1  sin’f 

équation  qui , en  posant  (voyez  la  note  t™  à la  fin  de  cette  section) 
y(H-C+,cosf)*-HU,sinJ?  0.986  (<»+■*.+,  cos»  -f  0.253 1,+,  sin  ? , 

valeur  exacte  inattendu  que  i ■+*  I co*  t surpasse  au  moins 
le  double  de  t sin  f , donne 
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Mr-t-  <.(+  lld“b+b.mif'f.i+±d'<i 

*"  + r—/',/i(0.986cos'j.-f-0.233sinr)  r — f'  p 

attendu  encore  que  , 2 sin  « étant  ici  toujours  plus  petit-que  cos 
o , la  quantité  0,986  cos  g>  ,233  sin  y , qui  entre  au  dénomina- 
teur , est , à près  , la  valeur  exacte  de  cos  ’ s -j-  sin  • » =»  1 . 

La  tension  t du  cordon  qui  sollicite  le  treuil  de  la  chèvre 

» +t 

étant  ainsi  connue , on  procédera  , à l'ordinaire  , au  calcul  de  la 
puissance  nécessaire  4 appliquer  à ce  treuil , pour  vaincre  toutes 
les  résistances  réunies  ; mais  il  se  présente  ici  une  difficulté  résul- 
tant de  ce  que  les  hommes  qui  opèrent  la  manœuvre  de  la  chèvre  . 
n'agissent  ni  avec  le  même  effort , ni  sous  le  même  angle  , ni  au 
même  point  des  leviers,  dont  l'inclinaison  varie  d'ailleurs  à cha- 
que instant.  C’est  nécessairement  le  cas  de  se  borner  à calculer  , 
d’une  manière  approximative , la  valeur  moyenne  de  l’effort  ou  du 
travail  qu'ils  doivent  développer  , sur  les  leviers  , à chaque  révo- 
lution ou  dans  un  temps  donné,  pour  vaincre  toutes  les  résistances 
réunies,  et  de  s’assurer  s'ils  sont  réellement  capables  de  cet  effort 
ou  de  cc  travail. 

A cet  effet , on  remarquera  que  l’action  des  hommes , sur  la 
machine  , peut  toujours  être  censée  décomposée  en  deux  autres  , 
dont  l’une  perpendiculaire  aux  leviers  produit  seule  le  mouve- 
ment, et  dont  l’autre  , dirigée  suivant  ces  mêmes  leviers,  sert  uni- 
quement à presser  les  tourillons  du  treuil  sur  les  coussinets , et 
peut  sans  erreur  sensible , être  négligée , puisqu’elle  n’influe  que 
sur  le  frottement  assez  petit  de  ce  treuil.  Nommant  donc  P la  pre- 
mière, a l'angle  que  sa  direction  forme  avec  la  verticale,  R sa  dis- 
tance moyenne  à l’axe,  qu’on  peut  supposer  égale  aux-^  ou  aux 
2 

T- environ  de  la  longueur  des  leviers  , on  aura  , pour  déterminer 

P,  en  faisant  attention  (S8)  qu’ici  les  composantes  det  qui 

agissent  sur  les  tourillons  , l’emportent  nécessairement  sur  celles 
qui  proviennent  de  M et  de  P , 

PR-=/„+,r-^d  (n-f~ /»’\/(#~+icosr — ** — PcoSf.)*-J-(r.+lsin» — Psi"*)- 

équation  dans  laquelle  r’ , , p'  et  M ont  les  significations  déjà 

souvent  indiquées  . et  qu’on  résoudra  d’ailleurs,  à la  manière  or- 
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dinaire  , en  y remplaçant , par  exemple,  le  radical  par  sa  valeur 
approchée 


* (0.9ticos  *+0.4sin«)  P ; 
(0.96  cos»  -|-  0.4  sin»)  («+, — 0.96M  — (0.96ros  * -|-0.4sin  — 0.96M — * 


puisqu'ici  l’angle  <f  étant  au-dessous  de  45* , on  aura  encore,  à ~ 

près , 0,96  cos  9+  0.4  sin  9 — 1.  Mais  comme  l’angle  a est  sus- 
ceptible de  varier  de  O à 90°  environ  , et  que  nous  avons  négligé  le 
poids  des  leviers  et  les  composantes  de  l’effort  qu’exercent  les 
hommes  dans  le  sens  de  leur  direction , 011  pourra  également  subs- 
tituer , à l’expression  0,96  cos  « -p  0,4  sin  a , sa  plus  grande  va- 
leur t , qui  répond  à l’angle  pour  lequel  0,4  cos  a = 0.96  sin  x. 
On  trouvera  d’après  cela  , pour  l’effort  moyen 


U+t[,'  + \dTb 

1 ~ R-f-/y 

Application  numérique  relative  à t’ élévation  des  pièces  de  16. 

74.  Aliu  d’offrir  une  application  numérique  , nous  supposerons 
la  chèvre  équipée  à quatre  brins  , et  destinée  à soulever  une  pièce 
de  16,  dont  le  poids  Q=  âOOOkil  environ;  faisant  ici,  d’après  les 
proportions  d’usagp 

„= 4,  d=0m,04,  r=0'\107,  p = 0"\OI7,  «=1,75,  f =0.153, 
il  viendra  (18  et  19) , 

orf“=Ok, 74833,  — 0,03276,  a=»3k,5977,  /3=1,2152  el 

5k,  1656+0, 3271. Q,  puis 

*„+—3k, 5977+1, 2152<»=9k.872+0.397Q=«803k, 87. 

La  plus  grande  saillie  des  barres  sur  l’axe  du  treuil  , étant  d’envi- 
ron 2",  nous  prendrons  U = lm.50;  de  plus , en  tenant  compte  du 
rayon  de  la  corde  , on  a r’— *>  0'“.104à,  enfin  , p = 0“.0405  , 
M — 80k  environ  ^ = 0,07  (9  et  H) , attendu  qu’il  s’agit  d’un 
rouleau  de  bois  frottant  sur  des  coussinets  pareils  , supposés  sim- 
plement onctueux  ou  anciennement  graissés  , il  viendra  donc , en 
observant  qu’on  a encore  ici 

d'a  Ok, 74855,  <*“5—0.03276,  P=°k, 104+0.0823*^,— 6«k,262. 

37 
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Tel  est  l’effort  moyen  que  devront  développer  les  hommes  per- 
pendiculairement aux  leviers  et  à la  distance  1“.50  de  l'axe.  S’il 
n’y  avait  point  de  frottement  , on  aurait  évidemment 

/.+,  1=  ”.00k  , RR=  <„+tr  -0.25Q  r’; 

d'où 

p=»®^!§==0,0174Q=38k,80. 

Ainsi  les  ^a?=0.54  de  l’effort  ou!  du  travail  moteur  seulement, 

OO.ZÜ  ' 

sont  transmis  utilement  par  la  machine,  et  les  0.46  en  sont  absor- 
bés par  les  résistances  nuisibles  de  toute  nature;  car  ici  encore  les 
quantités  de  travail  se  mesurant  au  même  point  et  pour  les  mêmes 
chemins,  parcourus  sont  entre  elles  comme  les  efforts  qui  leur  cor- 
respondent respectivement. 

Effort  et  travail  des  hommes  dans  cette  manœuvre. 

75.  La  manœuvre  de  la  chèvre  est  ordinairement  exécutée  par  six 
hommes,  dont  quatre  appelés  premiers  servants,  sont  chargés  d'em. 
barrer  et  de  débarrer  successivement  les  leviers  ; les  deux  aut  res  nom- 
més servants  de  secours,  aident  les  premiers  à faire  l'abattage;  d'où  il 
résulte  que  quatre  hommes  seulement  sont  appliqués  à la  fois  à 
ces  leviers , et  doivent  y développer,  perpendiculairement  à leur 
direction,  un  effort  moyen  de  164.56  nécessairement  au-dessous  de 
l’effort  maximum  dont  ils  sont  capables  dans  cette  manœuvre  où  ils 
agissent,  par  instants,  avec  une  grande  partie  de  leur  poids  : l’ex- 
cès de  ce  dernier  effort  sur  le  premier,  sert  évidemment  à accélé- 
rer le  mouvement  du  système  ou  à vaincre  son  inertie  dont  l’in, 
fluence  sera  examinée  un  peu  plus  loin.  Il  faut  aussi  observer  que, 
vers  la  position  verticale  des  leviers,  la  force  musculaire  des  hommes 
est  presque  seule  mise  en  jeu,  à une  distance  de  l’axe  qui  est  au 
plus  de  (K.S,  et  à laquelle  par  conséquent  correspond  un  effort 

4 .5 

perpendiculaire  à ces  leviers,  égal  à ^leiCrti^Slk.Oii  et  fort  ap- 
prochant de  la  limite  de  celui  qu’ils  peuvent  exercer  dans  celle 
position  désavantageuse. 

Dans  une  manœuvre  active  exécutée  par  quatre  hommes  seule, 
ment,  sans  servants  de  secours,  une  pièce  de  16  a été  élevée  à 1" 
de  hauteur  en  3’  ou  180”  environ,  ce  qui  fait,  par  seconde 
0“.005587  d'élévation  répondant  à un  effet  ou  travail  utile  de 

2000k  X 0™. 005587  1 . 1 72  ; 
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par  suite,  la  quantité  de  travail  effective,  développée  dans  le  même 
temps,  par  ce»  quatre  hommes , a été  de 


Ilkm.t72 

0.54 


20km.68  ; 


ce  qui  donne,  pour  chacun  d’eux,  5km.t7  en  une  seconde  Ce  ré- 
sultat est  de  beaucoup  supérieur  à celui  qu’on  obtient  des  hommes 
employés  d’une  manière  soutenue,  à l’élévation  des  fardeaux  au 
moyen  d’une  corde  et  d’une  poulie,  mais  il  faut  observer  que  la  ma- 
nœuvre de  la  chèvre,  ne  dure  pas  long-temps,  et  qu’elle  est  con- 
sidérée comme  très-pénible. 

En  consultant , à la  fin  de  la  7e  section,  le  tableau  qui  donne  la 
quantité  de  travail  que  peuvent  livrer  journellement  les  hommes 
appliqués  à la  manivelle  ou  aux  roues  à marches,  on  trouvera  que 
ce  travail  peut  s’élever  de  G à 9km  par  seconde;  et  c'est  ce  qui  fait 
préférer  généralement , dans  les  arsenaux  de  la  marine , dans  les 
fonderies  et  autres  établissements  industriels,  les  grues  fixes  ma- 
nœuvrées  par  de  semblables  systèmes,  à la  chèvre  telle  que  nous 
l’avons  considérée,  et  dont  le  principal  mérite  consiste  d’ailleurs 
dans  la  facilité  de  son  déplacement,  de  son  transport  et  son  peu 
de  sujétion  qui  permet  de  faciles  réparations  en  campagne.  Mais  t 
sans  lui  faire  perdre  notablement  de  ces  précieux  avantages,  on 
pourrait  l’améliorer  sensiblement , sous  le  rapport  mécanique , et 
surtout  diminuer  les  dangers  de  la  manœuvre  en  substituant,  aux 
leviers,  un  engrenage  de  petites  roues  mues  par  une  manivelle  à 
deux  bras,  auxquels  il  su  IB  rai  t d'appliquer,  pour  les  plus  lourds 
fardeaux,  quatre  hommes  qui  opéreraient  d’ailleurs  avec  plus  de 
célérité  et  moins  de  fatigue,  comme  nous  le  montrerons  par  la  suite 
(section  IV),  quand  nous  aurons  établi  les  formules  servant  à cal- 
culer le  frottement  des  engrenages. 

Observations  sur  l'établissement  des  machines  à élever  des  fardeaux; 
influence  de  l'inertie  et  du  poids  des  cordages. 

7ft.  Nous  avons  un  peu  insisté  sur  cette  application  , afin  de 
montrer  la  manière  dont  on  doit  procéder  au  calcul  des  machines 
destinées  à élever  des  fardeaux  par  le  moyen  des  hommes,  et  dont 
on  doit  comparer  entre  elles  les  bontés  relatives.  En  général , quand 
il  s’agira  de  faire  l’établissement  de  semblables  machines,  il  fau- 


Di 


3d  by  Google 


— 292 


tira  avoir  égard  aux  données  d'expérience  relatives  au  travail 
moyen  ou  journalier  que  les  hommes  peuvent  développer,  suivant 
les  différentes  circonstances  ou  les  différents  modes  d’emploi  de 
leur  force,  et  qui  se  trouvent  rapportées  à l'endroit  déjà  cité  de 
la  section  VII.  Pour  faire  voir  d’ailleurs  combien  la  variation  du 
mouvement  ou  l'inégalité  d’action  des  hommes  a peu  d'influence 
dans  les  machines  dont  il  s'agit  (3) , il  nous  snflit  de  remarquer  que 
la  manœuvre  de  la  chèvre,  qui  s’effectue  avec  une  certaine  célérité, 
comparativement  à celles  de  plusieurs  antres  systèmes  destinés  à 
soulever  de  lourds  fardeaux,  ne  suppose  cependant  qu’une  vitesse 
moyenne  de  0”.005586  par  seconde,  imprimée  à la  pièce  de  Iti 
soutenue  par  les  mouilles,  ce  qui  répond  à une  force  vive  de 


(0o,.005o86),X2000k 

9.8088 


— 0,0003, 


répondant  elle-même  à une  quantité  de  travail  de  ütm.0032,  qui 
n’est  pas  le  de  celle  que  dépensent,  pendant  une  seconde,  les 
hommes  appliqués  à la  manœuvre.  A la  vérité,  la  vitesse,  vers  la 
moitié  de  chaque  abattage  des  leviers,  est  plus  grande  que  ne  l’in- 
dique le  chiffre  ci-dessus , mais  en  la  supposant  môme  de  3 mètres 
par  seconde , à la  distance  de  2 mètres  de  l’axe  , ce  qui  donne 
cellede  ^ 0"\ 05223  pour  le  brin  qui  entoure  lctreuil, 

et  celle  de  j X0“.03225— 0“.01306  pour  la  charge  des  2000k. 
il  n’en  résulterait  encore  qu’une  force  vive  de 


(0-,0l30t>)" 

9.81 


2000  = 0.  348 


répondant  à un  travail  de  Otm.i  74  seulement , qu’on  ne  saurait 
d'ailleurs  considérer  comme  entièrement  perdu  pour  la  puissance, 
puisque  la  vitesse  imprimée  aux  leviers  est  ralentie  de  manière  à 
devenir  à peu  près  nulle  vers  la  fin  de  chaque  abattage. 

Toutes  les  machines  destinées  à élever  on  à traîner  des  fardeaux, 
présentent  des  circonstances  analogues  ; mais , dans  plusieurs 
d’entre  elles,  le  poids  des  cordes  peut  exercer  une  influence  appré- 
ciable, et  c’est  ce  qui  a lieu  notamment  pour  les  poulies  mouillées 
du  n°  72,  où  le  travail  des  hommes  se  trouve  favorisé  par  la  des- 
cente d'une  masse  assez  forte  de  cordages;  c'est  pourquoi  nous 
indiquerons,  dans  l’article  suivant,  comment  on  doit  tenir  compte 
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de  l’influence  de  ce  poids , dans  les  conditions  d’équilibre  et  dans 
l'appréciation  du  travail , d’autant  plus  que,  pour  les  systèmes  où 
l’on  se  sert  de  cbaines  assez  lourdes,  cette  influence  peut  devenir 
très-sensible. 

MANIERE  DE  TENIR  COURTE  DU  POIDS  DES  CORDES  ET  COURROIES  DANS 
LES  ÉQUATIONS  D’ EQUILIBRE. 

Loi  générale  des  tensions  en  chaque  point  d’une  corde  pesante  , 
soutenue  par  des  rouleaux  ou  surfaces  quelconques. 

77.  Soit  abed....  g (fig.  97)  une  corde  sollicitée,  à ses  extrémités, 
{Kir  des  forces  quelconques,  et  passant  sur  des  poulies  ou  rouleaux 
de  renvoi  A,  B , C,  mobiles  autour  de  leurs  centres.  On  conçoit 
que  le  poids  de  cette  corde  influera  surlesconditions  de  l’équilibre, 
1°  en  ce  qu’il  chargera  les  points  d’appui  A,  B,  C,  qui  la  supportent; 
2*  en  ce  qu’il  modifiera  la  tension  naturelle  en  chaque  point.  Cela 
posé , nous  admettrons  que  les  forces  étrangères  qui  sollicitent  la 
corde,  soient  assez  grandes  pour  qu’on  puisse  la  considérer  comme 
exactement  appliquée  sur  chaque  rouleau , et  comme  à-peu-près 
tendue  en  ligne  droite  d’un  rouleau  à l’autre  ; c’est-à-dire,  de  b 
en  c,  de  d en  e,  ce  qui  a presque  toujours  lieu  dans  les  applica- 
tions; par  exemple,  nous  supposerons  que  l’extrémité  inférieure  y, 
delà  corde , supporte  un  poids  Q,  et  que  son  extrémité  supérieurea, 
soit  liée  à l’arbre  d’un  treuil  sollicité  par  une  puissance  P,  qui  inet 
tout  le  système  en  équilibre , y compris  les  résistances  passives. 

Nommant  p le  poids  du  mètre  courant  de  la  corde,  celui  d'un 
élément  quelconque  mn=ds,  appartenant  ou  non  à la  surface  des 
rouleaux,  sera  pds,  et  si  a désigne  l’angle  formé  par  cet  élément 
avec  la  verticale,  on  pourra  concevoir  pdi décomposé  en  deux  forces: 
l’une  pds  cos  a qui  agira  dans  le  sens  de  la  corde  pour  l'entraîner 
vers  l’extrémité  la  plus  basse  mn  , l’autre  pds  sin  a qui  agira  per- 
pendiculairement à sa  direction  et  servira  simplement  à augmenter 
la  pression  sur  les  appuis  A,  B,  C,  de  sorte  qu'elle  sera  détruite  , 
soit  directement  par  la  résistance  qu’ils  lui  opposent  en  chaque 
point  des  rouleaux,  soit  indirectement  par  la  rigidité  propre  de  la 
corde,  (*)  dans  les  parties  libres  ou  entreposées  entre  chaque 
couple  de  rouleaux. 

(’)  Pour  les  parties  qui  fonnrnt  chamelles , le  poids  ]hU  de  chaque  clément 
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Considérant  d’abord  l’ensemble  des  premières  composantes,  on 
remarquera  que  chacune  d’elles,  pis  cos  a,  exprime  le  poids  d’une 
portion  de  corde  pareille,  égaleàla  projection  m’n’  de  l’élément  mn 
sur  la  verticale  quelconque  LM,  c’est-à-dire,  à la  hauteur  dh  de 
cet  élément,  et  sollicitant  la  corde  dans  le  sens  de  la  pesanteur;  la 
tension  croit  donc  progressivement,  depuis  le  point  le  plus  bas  de 
chaque  rouleau, jusqu’au  point  le  plus  élevé  de  la  corde  sur  ce  rou- 
leau , ou  sur  les  rouleaux  adjacens , et  cela  de  quantités  ph  proportion- 
nellesà  la  hauteur  A de  chaque  pointleplus  bas  dont  il  s’agit,  quan- 
tités qui  sont  ainsi  indépendantes  de  la  nature  de  la  courbe  formée 
par  la  corde  ou  celle  des  surfaces  qui  la  supportent.  En  général , si 
nous  nommons  f,  la  tension  en  un  point  quelconque  dont  A,  est  la 
hauteur  au-dessus  d'un  plan  horizontal  et  inférieur  donné,  t celle 
qui  a lieu  à un  autre  point  également  quelconque  et  dont  l'éléva- 
tion, au-dessus  de  ce  plan,  soit  A,  on  aura,  eu  égard  seulement 
au  poids  de  la  corde, 

pdh^=t'JFp ’ 

quantité  dont  le  second  terme  sera  positif  ou  négatif  selon  que  A 
sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  A,. 

Ainsi,  par  exemple,  la  tension  au  point  le  plus  élevé  du  rou- 
leau B,  ou  le  plus  bas  du  rouleau  A,  ou  enfin  au  point  d’attache 
a de  la  corde  sur  ce  dernier  rouleau,  peut  être  censée  composée  de 
deux  autres,  dont  l’une,  égale  à celle  qui  aurait  lieu  en  ce  même 
point,  si  la  corde  était  sans  pesanteur,  et  l’autre  égale  au  poids 
d’une  corde  pareille  ayant  pour  longueur  la  différence . positive  ou 
négative , entre  la  hauteur  de  ce  même  point  et  celui  g qui  sert 
d’attaehe  à Q;  ce  qui  revient  à dire  notamment  que  la  tension  qui, 
en  o,  ferait  équilibre  à la  pesanteur  seule  de  la  corde,  est  équiva- 
lente au  poids  en  question , et  agit  pour  favoriser  la  puissance  P ou 
la  résistance  Q,  selon  que  ce  point  se  trouve  situé  au-dessous  ou 
au-dessus  du  point  d’attache  g. 

est,  comme  on  sait,  égal  et  de  signe  contraire  à la  résultante  des  tensions 
consecutives,  et  la  composante  pdt  sin  « est  détruite  par  la  somme  des  com- 
posantes de  ces  tensions  suivant  la  normale , on  par  la  force  dit— M*  , t dési- 
gnant, comme  dans  la  note  du  n*  21 , la  valeur  de  la  tension  au  point  consi- 
déré et  rf*  la  variation  de  l’angle  de  contingence  , évidemment  égale  a celle  de 
l’angle  *. 
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Conséquences  particulières  relatives  à l’influence  du  poids  des  cordes 
dans  les  systèmes  sans  fin,  les  palans,  etc. 

78.  Kn  particulier,  si  les  deux  bouts  de  la  corde  se  rejoignent 
exactement,  ou  si  cette  corde  était  sans  fin,  comme  celle  du  n“  66 
(fig.  92)  son  poids  ne  ferait  que  presser  les  appuis  et  n'augmente- 
rait ni  ne  diminuerait  en  rien  l'action  de  la  puissance  ; principe 
évident  et  dont  on  pourrait  se  servir  pour  établir  celui  qui  pré- 
cède : le  principe  des  vitesses  virtuelles  en  fournirait  une  autre 
démonstration  très-simple. 

Lorsque  l’extrémité  g de  la  corde,  au  lieu  d’être  libre  ou  sim- 
plement sollicitée  par  un  poids  Q,  est  solidement  attachée  à un  » 
point  fixe , le  poids  du  cordon  qui  lui  correspond  se  trouve  ordi- 
nairement détruit  par  la  résistance  de  ce  point , et  alors  il  faut 
considérer  l’équilibre  de  la  corde  à partir  du  point  le  plus  bas 
de  ce  cordon , sur  la  poulie  mobile.  Ce  cas  est  notamment  celui  des 
palans  et  de  la  chèvre  d’artillerie,  dont  nous  nous  sommes  occupés 
aux  n°»  70,  72  et  73.  Prenant  donc,  pour  chacune  des  positions 
du  système,  la  hauteur  comprise  entre  le  point  inférieur  des 
poulies  mobiles  et  l’extrémité  de  la  corde  qui  répond  à la  puis- 
sance, multipliant  cette  hauteur  par  le  poids  de  l’unité  de  lon- 
gueur de  cette  corde,  on  aura  la  quantité  dont  il  faut  augmenter 
ou  diminuer  la  tension  t du  dernier  brin,  selon  que  la  mouf- 
fle  mobile  se  trouvera  au-dessous  ou  au-dessus  de  l’horizontale 
du  point  dont  il  s'agit. 

Considérant,  par  exemple,  le  palan  à poulies  inégales  du  n*  72 
(fig.  93),  et  représentant,  à un  certain  instant,  par  h la  hauteur 
delà  plus  petite  des  poulies,  appartenant  à la  chape  fixe,  au- 
dessus  du  sol  naturel,  et  par  II  celle  constante,  du  poinfoù  le 
dernier  cordon  vient  se  poser  ou  s’enrouler  au-dessus  de  ce  même 
sol,  censé  de  niveau,  la  tension  j devra  être  augmentée  de  la 
quantité  p (H—  h)  ; de  sorte  qu’en  nommant  P la  puissance,  on 
aura 

P=<.„+P*H— p). 


Soit  dh  la  hauteur  dont  s’est  élevé,  à un  certain  instant,  le  far- 
deau Q,  supporté  par  la  chape  mobile  dont  les  cordons  sont  sup- 
posés verticaux , ndh  sera  évidemment  le  chemin  décrit,  pendant 
le  même  instant,  par  !«  point  d’application  de  la  puissance  P et 
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dans  sa  direction  propre,  qui  est  censée  se  confondre  avec  celle 
de  t ; car  c’est  là  effectivement  la  longueur  de  cordon  qui  s’est 
déroulée  sur  la  poulie  supérieure  correspondante  à t^t;  donc 
(sert.  1 , nu  9). 

P ndh=~ntm^  dA-(-nj>(H — A)  dh 

«st  la  quantité  de  travail  élémentaire  développé  par  P le  long 
de  ndh. 

Intégrant,  depuis  une  valeur  donnée  A’  de  A jusqu’à  une  autre 
valeur  quelconque,  et  nommant  (ibid.)  P,  la  valeur  moyenne  coi- 
respondanle  de  P,  on  aura,  pour  le  travail  que  devra  développer 
la  puissance,  entre  ces  deux  hauteurs. 

P,n(A — &’)  = „*«,,  (2H-A-A’); 

quantité  dont  le  terme  relatif  au  poids  des  cordes , devient  nul 
quand  A-f A’=2H , et  négatif  dès  que  A 4 A’  surpasse  2H;  ce  qui 
indique  qu'alors  la  puissance  P loin  d’étre  obligée  de  dépenser  un 
excès  de  travail,  pour  vaincre  le  poids  des  cordes,  est  au  con- 
traire favorisé  par  ce  poids,  vers  les  derniers  instants  de  la  montée 
du  fardeau;  conséquence  évidente  à priori,  puisque  les  valeurs  de 
la  partie  de  P qui  fait  équilibre  à ce  poids  deviennent  négatives 
à compter  de  la  position  pour  laquelle  A=H. 

Les  mômes  considérations  sont  évidemment  applicables  à la 
chèvre  d’artillerie  et  à toute  autre  disposition  des  systèmes  de 
poulies  ou  de  mouilles. 

Manière  d'avoir  égard  au  poids  des  cordes  dans  le  calcul  des  palans 
a cordons  verticaux. 

79.  Quant  aux  composantes  normales  pds  sina(77),  qui  contri- 
buent à augmenter  les  frottements  sur  les  appuis  ou  tourillons  des 
poulies,  on  peut,  presque  toujours,  les  négliger  vis-à-vis  des  pres- 
sions qui  résultent,  sur  ces  mêmes  appuis,  des  tensions  que  fout 
naître,  aux  différents  points,  les  forces  P et  Q appliquées  au 
svstcmc.  Si  d’ailleurs  on  voulait  opérer  rigoureusement,  il  faudrait 
considérer  ce  qui  se  passe  d’un  cordon  au  cordon  suivant,  à partir 
de  celui  qui  soutient  immédiatement  le  poids  Q ou  qui  est  attache 
au  point  fixe,  et  déterminer  ainsi,  de  proche  en  oroche , la  tension 
de  la  cordc  en  ses  points  de  contact  sur  les  diverses  poulies  et  les 
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prenions  qui  en  résultent  sur  chaque  tourillon;  ce  qui  tendu 
compliquer  un  peu  les  calculs  et  n’offre,  du  reste , rien  de  bien 
difficile,  quand  les  cordons  sont  à-peu-près  tendus  en  ligue  droite. 

En  particulier,  si  ces  cordons  sont  verticaux,  il  sera  suffisam- 
ment exact  de  supposer  les  tourillons  de  chacune  des  poulies 
supérieures,  chargés  du  poids  entier  des  deux  cordons  qui  abou- 
tissent à cette  poulie  ; ou , ce  qui  revient  au  même,  on  supposera 
dans  les  équations  d'équilibre,  les  tensions,  aux  points  de  contact 
de  chacun  des  cordons  avec  les  poulies  supérieures,  augmentées  du 
poids  de  ces  mêmes  cordons.  Considérant,  par  exemple,  le  palan 

du  n°  70,  et  nommant  t,,  I,,  l3, <n,  non  plus  les  tensions 

en  des  points  quelconques  des  cordons  successifs,  mais  en  leurs 
points  de  contact  avec  les  poulies  inférieures,  on  prendra  f,+pf 
frf-pi,  f.  -fpi,  pour  les  tensions  aux  points  de  contact  de  ces 
mêmes  cordons  respectifs  avec  les  poulies  supérieures.  Mais, 
comme  on  admet  ici  que  le  poids  de  la  corde  ait  une  influence 
sensible,  il  faudra  aussi  tenir  compte  de  celui  des  poulies,  qui  devra 
d’ailleurs  être  augmenté  du  poids  des  parties  de  cordes  embrassant 
leur  demi-contour:  par  exemple,  si  m représente  ces  deux  der- 
niers poids  réunis,  on  aura,  pour  l'équation  l’équilibre  de  la 
première  poulie  inférieure,  sollicitée  directement  par  les  tensions 
f,  et 

tar=t,r4-z4f‘  (a-f  £l,)-f  (l.-f  f,— i m)  f 

et  pour  la  première  poulie  supérieure,  sollicitée  par  les  tensions 
ti-f-pl  et  f j4 -pl, 

(<î-fpl)r-(fJ  -fpf)r-H«#“  |a-f-£{f3-fp/)|-)-{f3-ffJ-f  2p/-f-m)  f'  f; 
d’où  l’on  tire  respectivement 


*_.==«  f3-=a+/Sf  _,-f  cm-f py  t , 


en  posant 

K « , r+id't+rt  re  i***-Vf 

r -ré  • "■7=5’ > — i =rr 

valeurs  constantes  pour  les  diverses  poulies,  et  dont  les  deux  pre- 

38 
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sont  les  mêmes  que  celles  de  a ut  de  /3,  envisagées  dans  le 


Chacune  des  poulies  inférieures  et  supérieures  donnant  lieu  à 
des  équations  semblables,  aux  tensions  près,  et  l'équation 


en  déduira,  par  un  calcul  analogue  à 


an  ^ n-1 


)nP-'  M . V 


an 


fln-l 


«P" 


/5--1  * 1^/3 1 (2Gfi'-l)  p-l 

formules  dont  les  deux  premiers  terme*,  en  a et  Q , sont  précisé- 
ment ceux  qui  composent  les  valeurs  de  /,  et  de  <„  trouvées  au  n.  70. 

Quant  à la  tension  t,+1,  nommant  f la  longueur  donnée  et  cons- 
tante de  la  partie  du  cordon  qui  lui  correspond,  et  qui  agit,  par 
son  poids,  d'une  manière  eflicacesur  le  système,  oii^la  calculera  par 
la  formule  \ 

U,=z+  p (l—r), 

ou 

. S"fi‘  J è . </3— •1)^’ _ , ii»  \»/3“  l / S 

"+'  \r-i  ~i !+  >^rQ  +—,+}^-^rl\f'y‘+p  (V>i 

dont  les  trois  derniers  termes  expriment  la  partie  de  la  résistance 
qui  provient  du  poids  de  la  corde,  et  dont  la  valeur  multiplié 
par  ndl , puis  intégrée,  comme  au  n*  79,  entre  deux  grandeurs  _ 
signées  de  l , donnera  la  quantité  de  travail  que  devra  développe! 
la  puissance  /*, , entre  les  positions  correspondantes  du  système. , 
Le  facteur  e étant  d'ailleurs  un  nombre  toujours  fort  petit,  on 
pourra,  dans  tons  les  cas,  négliger  la  considération  du  terme  où  il 
entre  et  qui  est  relatif  au  poids  des  poulies.  Quant  au  terme  en 
p/l,  il  n'acquerra  une  inflonce  appréciable  que  lorsque  l sera 
fort  grand  et  la  charge  Q assez  petite  : par  exemple  pour  les  don- 
nées du  n°  71,  et  si  l’on  prend  /=3">  p=3kil,  m=lku,  0n  trouve 
simplement 


«-M' 


Ou.472, 


( 

(2/5" — 1 fy 


iîi 


p/l  =^.085; 
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taudisque  le  tenue  eu  et  seul  équivaut,  connue  un  l'a  vu  dans  ce 
numéro,  à l'2k.t8.  A moins  donc,  de  supposer  Q au-dessous  de 
200*,  ou  le  terme  qui  lui  correspond  moindre  que  0,1038X-OOfc 
=20* .96,  il  n’y  aurait  pas  lieu  à tenir  compte  de  ceux  qui  repré- 
sentent l’accroissement  de  résistances  passives,  occasionnées  par  le 
poids  des  cordes. 

Cas  où  les  cordons  sont  inclinés  d'une  manière  quelconque  sur  la 

verticale. 

80.  Si  les  cordous,  aulieu  d’être  verticaux,  étaient  inclinés  d’une 
manière  quelconque,  les  tensions  en  leurs  extrémités  supérieures 
seraient  encore  déterminées,  au  moyen  de  celle  de  leurs  extrémi- 
tés les  plus  basses,  d'après  le  principe  du  n.  77;  c'est-à-dire  que 
les  premières  surpasseraient  respectivement  les  secondes  de  quan- 
tités égales  au  poids  de  portions  de  corde  ayant  pour  longueur  la 
hauteur  comprise  entre  les  extrémités  de  chaque  brin.  Mais  on 
aurait,  de  plus  à tenir  compte  des  composantes  normales;)  d s 
sin  a (77),  qui  produisent  un  surcroît  de  pression  sur  les  appuis  ou 
tourillons  des  poulies  ; cela  sera  facile  si  les  cordons  peuvent  être 
censés  tendus  sensiblement  en  ligne  droite , entre  leurs  points  de 
contact  respectifs  sur  ces  (>oulies,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  ordi- 
naire des  applications. 

Nommant  en  effet,  l la  longueur  de  l’une  de  ces  droites,  qui, 
par  hypothèse,  s’écarte  très-peu  de  la  chaînette  formée  par  le  cor- 
don correspondant,  et  l'angle  qui  mesure  son  inclinaison  sur  la  ver- 
ticale, t,  et  t,  les  tensions  qui  agissent  en  ses  extrémités  inférieures 
et  supérieures,  on  supposera  son  poids pl  décomposé  parallèlement 
et  perpendiculairement  à sa  direction;  ce  qui  donnera  d’une  part, 
pour  la  composante  qui  s'ajoute  à f„  le  poids  pl  cos  a de  la  pro- 
jection verticale  de  i,  de  sorte  qu’on  aura, 

<.=<,-j-ptcos«, 

comme  cela  résulte  directement  du  principe  du  N°  77 , et  d’une  au- 
tre part  pour  la  composante  perpendiculaire,  le  poids  pl  sin  a de 
la  projection  horizontale  de  l,  poids  qu’on  supposera  décomposé, 

à son  tour,  en  deux  autres  égaux  chacun  à ~ pl  sin  a , et  agissant 

aux  extrémités  du  cordon,  pour  presser  normalement  les  gorges 
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des  poulies  ou  leurs  tourillons,  conjointement  avec  le  poids  de  la 
portion  de  corde  qui  embrasse  ces  gorges  et  avec  les  résultantes 
des  tensions  qui  les  sollicitent  tangentiellement  et  dont  nous  ve- 
nons de  déterminer  la  relation,  pour  les  poulies  inférieures  et 
supérieures. 

A l'égard  des  portions  de  cordons  embrassant  les  gorges  de 
poulies,  on  pourrait,  sans  inconvénient,  négliger  totalement  leur 
poids;  mais  si  l’on  veut  en  tenir  compte,  on  le  supposera  réuni  à 
celui  de  ces  poulies,  dans  le  terme  qui  concerne  le  frottement  des 
tourillons,  et  l’on  ajoutera  son  moment  à celui  des  autres  forces, 
en  observai*,  d’après  le  principe  du  N°  77,  qu’il  a pour  valeur  le 
produit  du  rayon  des  poulies  par  le  poids  d'une  portion  de  corde 
pareille,  égale  à la  projection  de  l’arc  embrassé  et  agissant  à l’ex- 
trémité la  plus  basse  de  cet  arc. 

FROTTEMENT  DANS  LA  VIS  A FILETS  CARRÉS. 


Expression  du  moment  des  résistances  par  rapport  à Vaxe  de  la  v is. 


81.  Soit  (fig.  98) , AB  l’axe,  supposé  vertical,  d'une  vis  à filets 
carrés,  destinée  àsoulever  un  poids  Q par  l'intermédiaire  d’une  puis- 
sance horizontale  P appliquée  à l’extrémité  du  bras  de  levier  R , 
de  sorte  que  l’écrou  abcd  est  ici  censé  fixe.  On  peut  toujours  sup- 
poser que  la  charge  Q soit  distribuée  uniformément  sur  un  filet 
hélicoide  de  la  vis  ou  de  l’écrou , que  nous  nommerons  filet  moyen, 
et  s’y  trouve  posé  comme  sur  un  plan  incliné  formant,  avec  l’hori- 
zon, un  angle  égal  à celui  des  plans  tangens  à ce  filet.  Nommant 
donc 

r le  rayon  du  cylindre  qui  contient  l’hélice  ou  le  filet  moyen 
dont  il  s'agit , 

p la  force  horizontale,  tangente  à ce  cylindre,  qui  serait  capable 
de  vaincre  le  poids  Q et  les  frottements  qui  en  résultent 
sur  la  surface  du  filet  moyen , 
h la  hauteur  du  pas  de  la  vis  ou  de  l’écrou, 

H =3. Ht  5926  le  rapport  de  la  circonférence  du  cercle  au  dia- 
mètre , 

a l’angle  d’inrlinaison  constante  du  filet  moyen  à l’horizon, 
f le  coefilcient  du  frottement  pour  les  substances  en  contact,  on 
aura  d’après  le  N°  23, 


tang  a-f-f 
1 — /"tanga 


h j iüfr 
2TTr — fh 
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dont  le  moment,  par  rapport  à l’axe  de  la  vis,  est 


pr^Qr- 


fanga-W  Qr  h+lUfr 
1— /tanga  2IIr— fh 


C'est  ce  moment  qu’il  faudra  introduire  dans  l’équation  d’équili- 
bre (NM  55  et  suivants)  des  forces  qui  sollicitent  la  vis  ou  l’écrou 
dans  son  mouvement  de  rotation  autour  de  l’axe  fixe  AB. 


Appréciation  de  l'influence  du  frottement  dans  les  vis  et  icroux. 


82.  La  valeur  ci-dessus  de  p pouvant  se  mettre  sous  la  forme 


p— Qtanga-j-Z’Q 


l-ftang*a 
1 — /tanga 


ü 2flr 


JP+4irr* 
2ïlr(2Ilr — fh) 


on  voit  que  la  portion  de  p,  employée  seule  à vaincre  le  frottement 
a pour  expression 


1-ftang-a 
W 1 — f tang  a 

dont  la  valeur  croit  progressivement  avec  tang  a jusqu’à  devenir 
infinie  quand  tang  a=y-,  limite  passé  laquelle  la  puissance  ho- 
rizontale p ou  P ne  pourrait  plus  faire  mouvoir  la  vis  en  l’élevant 
le  long  des  filets  de  l’écrou  (24). 

Il  semblerait,  d’après  cela,  qu’il  dût  y avoir,  en  général,  de 
l’avantage  à diminuer  l’angle  d’inclinaison  a des  hélices;  mais  on 
arrivera  à une  conséquence  toute  opposée  si  l’on  considère  que  le 
rapport 

/(l  + tang-a)  2£ > 

tanga(l — /'tanga)  sin2a — f[i — cos2 a) 

du  terme  p relatif  au  frottement  à celui  qui  représente  la  portion 
utilisée  de  la  puissance,  décroit  constamment,  depuis  la  valeur  9 
de  a,  qui  le  rend  infini  jusqu’à  la  valeur  de  a répondant  à tang 

2a==a-j , qui  le  rend  un  minimum  : la  même  chose  se  conclut  aussi 

directement  de  la  comparaison  de  la  quantité  de  travail  utilisée  à 
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celle  dépensée  par  p , et  dont  le  rapport  est  ici  évidemment 


langa(l — /tanga)  sinia — f(  1 — cosia)  2/ 

tanga-f-/  ' sin  2o-f-/(  1 -|~cos2a)  sin2a+/lt-f-cos2a)' 


Ce  rapport  dont  le  minimum  répond  à tang  2a==-^-,  devient  nul 

pour  la  valeur  de  a qui  répond  à tang  a=-~ ; c’est-à-dire,  pour  la 

même  valeur  qui  rend  infinie  l’expression  du  frottement. 

Supposant,  par  exemple,  /=0.t2,  ce  qui  convient  au  cas  (9)  où 
l’écrou  serait  en  cuivre  et  la  vis  en  fer,  les  surfaces  étant  onctueu- 
ses; puis  tang  o=^,  ce  qui  se  présente  souvent,  notamment  dans 


les  pressoirs  à vis,  le  rapport  ci-dessus  deviendra  0-249;  ainsi  le 
travail  dépensé  par  la  puissance  pour  élever  la  charge  Q,  serait 
presque  quadruple  de  celui  qui  répond  à l’effet  utile.  Si  tang  a était 

égal  à -y,  le  même  rapport  deviendrait  0.6B5:  ces  résultats  mettent 

d’ailleurs  en  évidence  l’énorme  influence  exercée  par  le  frottement 
des  vis  et  des  écroux. 


Propriétés  et  emplois  divers  des  vis. 


85.  On  conclut  aussi  de  ce  qui  a été  dit  (23  et  25),  pour  le  cas 
du  plan  incliné,  que  si  tang  a est  au-dessous  de  /,  la  vis  non-seule- 
ment ne  tendra  pas  à descendre  d’elle-méme  ou  à se  desserrer 
sous  l’effort  qu’elle  supporte,  mais  encore  exigera,  pour  être  en- 
traînée par  la  puissance  p supposée  agir  en  sens  contraire  de  ce 
qu’elle  faisait  précédemment,  un  effort  mesuré  par 


Q /—tanga  (f-f-lang  a) 
-(-/tanga  t -(-/tanga 


Q tanga. 


Ce  cas  est  précisément  celui  des  boulons  d’assemblage  qui  doivent 
maintenir  l’état  de  compressiou  réciproque  de  certains  corps , 
après  que  la  puissance  a exercé  son  action  sus  la  vis  ou  l’écrou.  On 
sait  qu’il  en  est  tout  autrement  des  vis  de  balancier  à découper,  à 
étamper  ou  à battre  la  monnaie,  et  qui  portent  des  filets  doubles 
ou  triples , afin  de  pouvoir  donner  à leurs  hélices  moyennes  une 
grande  inclinaison  sur  l’axe.  Quelquefois  d’ailleurs  il  arrive,  même 
pour  les  vis  où  la  rotation  tang  “</ est  satisfaite,  que  les  secousses 
ou  vibrations  éprouvées  par  les  boulons  d’assemblage, font  dcsscr- 
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rer  1rs  oc  roux  ; co  qui  exige  qu’on  s’oppose  .-i  cet  effet  en  plaçant 
deux  écroux  l’un  sur  l’autre,  ou  mettant  directement  obstacle  au 
mouvement  de  l'écrou  simple,  par  un  moyen  facile  à imaginer. 


Manière  de  tenir  compte 'du  /rotleinciit  latéral  de  la  vis  dans  le  cas 
où  elle  est  uniquement  guidée  par  l'écrou. 


84.  Les  résultats  exposés  dans  le  N*  8!  resteraient  évidemment 
les  mêmes  si  la  puissance  P était  immédiatement  appliquée  à 
l’écrou;  mais  en  général,  la  valeur  de  cette  puissance  variera  sui- 
vant son  bras  de  levier  R,  et  la  manière  dont  la  vis  et  l’écrou  se- 
ront supportés  on  guidés  dans  leur  mouvement.  II  se  présente  en 
effet,  divers  cas  à examiner. 

Supposant,  par  exemple,  l’écrou  abcd  (lig.  98),  complètement 
fixe,  il  se  peut  que,  la  vis  n'ayant  pour  objet  que  de  soulever  un 
poids  qui  a la  faculté  détourner  avec  elle,  soit  uniquement  guidée, 
dans  sa  course,  par  l’écrou;  alors  la  puissance  P,  agissant  à une 
certaine  distance  de  l’axe  AB,  tendra  à faire  appuyer  la  surface 
extérieure  et  cylindrique  des  filets  de  la  vis,  contre  celle  qui  cor- 
respond dans  l’écrou;  il  faudra  donc  (56  et  55)  décomposer  la  puis- 
sance P , en  deux  autres  parallèles  ; agissant  dans  les  plans  ab , cd 
qui  limitent  cet  écrou  vers  le  haut  et  vers  le  bas , et  qui  contien- 
nent les  filets  de  vis  soumis  à la  pression  latérale. 

Nommant  a et  b les  distances  du  plan  dans  lequel  agit  P , aux 
plans  ab  et  cd  de  l’écrou  , l l’épaisseur  de  cet  écrou  ou  la  distance 
de  ab  b cd  , on  aura 

P.fc 

pour  la  composante  agissant  suivant  ab,  dans  le  sens  de  P. . , . — , 

p a 

pour  la  composante  agissant  suivant  cd  dans  le  sens  contraire  de  P. y • 


Ces  pressions  donnant  lieu  anx  frottements  fP  y- , /T*-”-  qni  s'exer- 
cent sur  la  surface  cylindrique  extérieure  des  filets , auront  pour 
bras  de  levier  le  rayon  r'  de  cette  surface,  un  peu  supérieur  à r; 
on  aura  donc,  en  observant  que  les  pressions  normales  et  les  frot- 
tements langenticls  à la  surface  hélicbidc  des  filets  de  la  vis  sont 
distribués  symétriquement  tout  autour  de  son  axe  , de  sorte  qu’ils 
ne  tendent  nullement  à en  changer  la  direction,  on  aura,  dis-je  , 
l’équation  d’équilibre 


PR-  Qr 


ta»8«+A 

1- 
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Si,  d’aillenrs,  la  puissance  P se  composait  de  deux  ou  plusieurs 
forces  égales  agissant  symétriquement  autour  de  l'axe  de  la  vis,  le 
dernier  terme  de  l’équation  ci-dessus  serait  évidemment  nul. 

Frottement  des  guides  ou  collets  de  la  vis. 

85.  Quand  la  vis  est  guidée  par  des  collets  particuliers,  ce  qui 
arrive  souvent  pour  éviter  que  les  pressions  y , y et  les  frotte- 
ments qui  en  résultent,  n'acquièrent  une  trop  grande  influence  , 
on  doit  remplacer  ces  frottements  par  ceux  qui  ont  lieu  sur  les 
arêtes  extérieures  de  ces  collets  ; a,  5,  l exprimant  alors  les  dis- 
tances qui  les  sépareut,  soit  du  plan  de  la  puissance  P , soit  entre 
elles. 


Manière  de  tenir  compte,  dans  certains  cas,  des  frottements  du  collier 
et  des  guides  de  la  charge. 


86.  Lorsque  le  poids  Q ne  peut  tourner  librement  avec  la  vis 
et  qu'il  est  contraint  à se  mouvoir  parallèlement  à lui-même,  alors 
il  ne  se  trouve  lié  à elle  que  par  un  collier  ou  anneau  qui  donne  lieu 
à un  frottement  dont  le  bras  de  levier  s’évaluera  d’après  ce  qui  a 
été  dit  an  N«  41  et  dont  le  moment  sera  représenté  par  une  ex- 
pression de  la  forme 

irQJ=±£f£, 

qu’on  ajoutera  au  second  membre  de  l’équation  ci  dessus.  Mais 
comme  ce  frottement  peut  donner  lieu  à une  pression  sur  les  guides 
du  poids  Q,  il  sera  nécessaire,  dans  certains  cas,  de  tenir  compte 
de  la  résistance  qui  en  résulte  sur  ces  guides. 

Nommant  L (56) , la  distance  à laquelle  il  agit  de  l’axe  de  la 
vis,  /■”  le  coefficient  qui  lui  est  relatif,  son  intensité  absolue  sera 
mesurée  par  l’expression 

(f  •+»'■*  /•’■)  _ * ('•  f «•’+/*> 

<HV) L 3 (H-, H 'I 

car  le  moment  de  la  pression  qui  y donne  lieu  , doit  être  évidem- 
ment égal  à celui  du  frottement  sur  le  collier  de  la  charge  : l’ex- 
pression ci-dessus  devra  d’ailleurs  être  ajoutée  à Q,  dans  l’équation 
d’équilibre  de  la  vis,  c’est-à-dire , qu’on  devra  y remplacer  Q par 


rffQ 


Qi  + 


LJL±fEàfLrr) 

3 (P+p'L)  11  ) 
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quantité  à laquelle  il  faudra  , en  outre , ajouter  le  poids  propre 
de  cette  vis  et  de  son  équipage  , pour  obtenir  la  charge  totale  de 
l’écrou. 

Frottement  du  pivot  des  vis  de  compression. 

87.  Il  arrive  quelquefois  que  l’écrou  restant  fixe  , l’objet  de  la 
vis  est  de  presser , comprimer  ou  refouler  certains  corps  vers  son 
extrémité  inférieure  B (fig.  98)  ; cette  extrémité  formant  alors  pi- 
vot , donne  lieu  à un  frottement  dont  on  tiendra  compte  en  ajou- 
tant (42)  un  terme  de  la  forme 


V.  Q.4. 

au  second  membre  de  l'équation  d’équiybre  , p étant  le  plus  grand 
rayon  de  la  partie  frottante,  Q la  force  de  compression  et  par  con- 
séquent Q — q la  charge  agissant  réellement  pour  refouler  l’écrou  de 
bas  en  haut. 


Influence  du  frottement  des  guides  de  l'écrou  mobile  sans  tourner. 

88.  Dans  d’autres  cas , (fig.  99)  la  vis  est  seulement  susceptible 
de  tourner  autour  de  son  axe  A.B  , sans  que  celui-ci  se  déplace , 
l'écrou  abcd  étant  seul  mobile  le  long  de  cet  axe  , sans  pouvoir 
tourner  ; alors  la  vis  frotte  sur  un  pivot  inférieure  B , ou  sur  un 
épaulement  mn  placé  près  de  sa  tête,  tandis  que  l’écrou  est  main- 
tenu dans  une  direction  parallèle  , au  moyen  de  guides  à oreilles  , 
de  coulisses , etc.  ; on  ne  sera  donc  point  embarassé  d’établir  l’é- 
quation d’équilibre  pour  ce  cas  , en  observant  que  la  charge  de  la 
vis  se  compose  du  poids  Q de  l’écrou  et  de  son  équipage  , ainsi 
que  du  frottement  des  guides,  dontja  valeur  sera  ici  évidem- 
ment 


r et  p ayant  les  significations  indiquées  au  n“  81  , et  L étant  la 
distance  du  point  d’appui  des  guides  à l’axe  de  la  vis , de  sorte 
qu’on  aura  , dans  le  cas  actuel , pour  déterminer  la  valeur  de  p . 


d'où 


e;  ici  , Jsivq 


39 
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p- Q - . 

t— /tanga—  -?£-{  tanga-}-/) 

valeur  qu’il  Faudra  introduire  à la  place  de 

tanga-)-/- 
W 1— /tanga 

dans  l’équation  d'équilibre  du  n°  84  ci-dessus. 

Quant  à la  pression  supportée  par  I’épaulement  supérieur  ou  le 
pivot  inférieur  de  la  vis,  elle  sera  , q étant  le  poids  de  cette  vis  et 
de  son  équipage 

Q+r-7_+,_0-^ 0=2^ 

t— /tanga—  /”_(tanga-f /j 

d’où  il  est  facile  (41)  de  conclure  le  moment  du  Frottement  de  ce 
pivot , de  cet  épaulement. 

Cas  où  la  puissance  est  directement  appliquée  à l'écrou  ; observations 

générales. 

89.  Enfin  il  peut  arriver  que  la  puissance  soit  directement  ap. 
pliquée  à l’écrou  (fig.  100)  qui  alors  tourne  sur  lui-méme  en  frot- 
tant sur  une  rondelle  ou  bande  annulaire  (45)  comme  dans  les  vis 
des  portières  d’écluses , des  grilles  de  Fermetures  ou  dans  les  bou- 
lons d’assemblage  ; il  est  évident  que  l’équation  d’équilibre  du  sys- 
tème pourra  s'établir  d'ujie  manière  absolument  semblable  , en 
ayant  égard  aux  diverses  circonstances  dans  lesquelles  se  trouvent 
placées  les  parties  frottantes  du  système. 

En  général , les  formules  qui  précèdent  mettront  à même  de 
calculer  les  différentes  résistances  et  d’en  diminuer  l’influence , le 
plus  possible , par  des  dispositions  bien  entendues  : en  diminuant 
lenr  moment  par  rapport  à l’axe  de  la  vis , et  en  substituant  no- 
tamment le  frottement  .des  pivots  à celui  des  épanlements  ou  ban- 
des annulaires  dont  le  bras  de  levier  moyen  ne  peut  jamais  être 
très-petit , et  doit  toujours  être  comparable  an  rayon  moyen  de  la 
vis  et  de  l’écrou.  On  voit  d’ailleurs  combien  il  importe  d’amoin- 
drir , dans  chaque  cas  , autant  que  faire  se  peut , ce  rayon  sans 
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nuire  à la  solidité  de  la  vis  et  de  l'écrou  , et  de  se  conformer  , en 
conséquence  , aux  règles  d’économie  que  prescrit  la  théorie  de  la 
résistance  des  matériaux. 

Valeur  qui  doit  être  attribuée  au  rayon  moyen  des  filets  de  vis. 

90.  Quant  à la  valeur  qu’on  devra  attribuer  au  rayon  r de  l’hé- 
lice moyenne  du  filet , il  est  évident  que  , dans  la  plupart  des  cas, 
il  sera  suffisamment  exact  de  le  prendre  égal  à la  demi-somme  des 
rayons  extrêmes  du  filet  ; mais , comme  il  peut  arriver  que  la  dif- 
férence de  ces  rayons  ou  l’épaisseur  des  filets , soit  très-compara- 
ble à la  grosseur  du  noyau  , notamment  dans  les  vis  qui  agissent 
par  traction  , il  parait  évident  aussi  qu’on  risquerait  de  se  trom- 
per d’une  manière  notable  , si  l’on  continuait  à attribuer  une  telle 
valeur  au  bras  de  levier  moyen  r ; c’est  pourquoi  nous  avons  cru 
utile  d’examiner  , à part , ce  cas  dans  la  note  H'"'  qu’on  trouvera 
annexée  à cette  section.  * 

FROTTEMENT  DANS  LA  VIS  A FILETS  TRIANGULAIRES. 

Conventions  et  exposé  de  la  question. 

91'.  SoitMM’Q  (fig.  101)  l’axe  d’une  telle  vis  supposée  verticale, 

AH  Vêlement  hélicoide  qui  correspond  au  filet  moyen  de  cette  vis , 
élément  qui , vu  la  petitesse  du  filet  par  rapport  au  noyau,  sera 
encore  ici  censé  supporter  toute  la  charge  de  la  vis.  Soit  AB  la 
tangente  en  un  point  quelconque  A de  l'hélice  qui  appartient  à cet 
élément,  MAC  la  génératrice  correspondante  rencontrant  l’axe  de 
la  vis  en  M,  enfin  AA’  une  verticale,  parallèle  à l’axe  MM’,  passant 
par  A.  Nommons  B,C,A’  les  points  de  rencontre  de  ces  droites  res- 
pectives avec  un  plan  horizontal  quelconque  ; A’B,  A’C,  projections 
de  AB  et  AC  sur  ce  plan,  seront  les  directions  respectives  de  la 
tangente  et  du  rayon  au  point  A’  du  cercle  de  base  du  cylindre  qui 
contient  l’hélice  AH,  et  le  plan  ABC  sera  tangent  en  A à la  surface 
hélicoide  du  filet  de  vis.  Si,  de  plus,  on  abaisse  du  point  A’,  la  per- 
pendiculaire A’O  en  O sur  ce  plan , et  des  points  B et  A,  les  per- 
pendiculaires BI,  AE  sur  les  droites  AC  et  BC,  ces  dernières  pas- 
seront évidemment  par  le  point  O et  les  angles  A’AÉ  et  À’BI  seront 
ceux  que  forment  respectivement  le  plan  tangent  ABC  avec  la  ver- 
ticale AA’  et  l’horizontale  A’B  ou  A p. 

Cela  posé,  nommons 
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y et  H''  respectivement  ces  deux  derniers  angles  A’AE,  A'BI, 
a et  b ceux  que  forme  la  verticale  AA’  avec  la  tangente  AB  et 
la  génératrice  AC  relatives  au  point  A, 
r le  rayon  AG-- A’M’  du  filet  moyen  de  la  vis, 
h le  pas  commun  à tous  les  filets, 

Q la  charge  totale  supportée  par  ces  filets  ou  le  filet  moyen 
AH,  parallèlement  à l'axe  de  la  vis, 
p la  puissance  horizontale  qui  appliquée  à l’extrémité  du  bras 
de  levier  AG  ou  r,  serait  capable  de  faire  remonter  la  charge 
Q le  long  de  A H. 

La  vis  pouvant  être  considérée  comme  un  corps  libre  assujéti 
seulement  à tourner  en  glissant  le  long  de  l’axe  fixe  MM’,  pourvu 
qu’on  ait  égard  aux  pressions  normales  qu'elle  supporte  de  la  part 
de  l’écrou,  en  sens  contraire  de  la  charge  Q,  ainsi  qu’aux  frotte- 
mens  qui  en  résultent,  il  est  clair  que  l’équibre  entres  toutes  ces 
forces,  la  force  p et  la  chargeQ,  sera  complètement  assuré,  si, après 
avoir  décomposé  chacune  d’elles  en  deux,  l’une  verticale  ou  parallèle 
à l’axe,  l’autre  horizontale  ou  située  dans  un  plan  perpendiculaire 
à cet  axe,  on  exprime  1°  que  la  somme  de  toutes  les  composantes 
parallèles  à l’axe  est  égale  à zéro  ; 2°  la  somme  des  momens  des 
composantes  horizontales  qui  tendent  à faire  tourner  le  système 
autour  de  l’axe , dans  un  certain  sens , est  égale  à celles  des  mo- 
mens des  composantes  horizontales  qui  tendent  à le  faire  tourner 
dans  un  sens  contraire.  Mais  comme  cette  dernière  équation  est 
assez  difficile  à établir,  nous  lui  substituerons  celle  que  donne  le 
principe  des  vitesses  virtuelles,  appliqué  au  mouvement  effectif  de 
la  vis  ou  de  l’écrou,  en  faisant  ainsi  abstraction  des  pressions  nor- 
males qui  rendent  ce  mouvement  obligatoire. 

Recherche  de  la  puissance  horizontale  capable  de  maintenir  la  charge 
en  équilibre. 

92  Nommant  dN  la  pression  normale  qui  sollicite  l’un  quelcon- 
que A,  des  élémens  du  filet  hélicoïde  AH , elle  fera  naître  le  frot- 
tement fdS  agissant  le  long  de  la  tangente  AB,  au  point  corres- 
pondant de  l’hélice;  ces  deux  forces  ayant  pour  composantes 
verticales  dNsiny  , fdü  cos  a ; on  aura  pour  première  équation 
d’équilibre,  en  observant  que  la  composante  dN  sin  y et  toutes  ses 
semblables  agissent  en  sens  contraire  de  Q. 

Q=r  sin  y dN— ffeos  adN=N(siny— f cos  au 
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dans  laquelle  N représente  la  somme JdS  de  toutes  les  pressions 
normales  qu'on  peut  supposer  concentrées  en  une  seule,  suivant 
la  normale  en  A au  filet  moyen  de  la  vis. 

Le  principe  des  vitesses  virtuelles  donne  pareillement  pour  les 
conditions  de  l'équilibre , relatives  au  mouvement  effectif  de  la 
vis,  considéré,  pour  un  tour  entier,  ce  qui  est  ici  permis  « 


d'où  l'on  tire,  en  mettant  pour  N sa  valeur  détuite  de  la  précé- 
dente équation , 


il  ne  restera  plus  qu’à  trouver  la  valeur  de  sin  9 en  fonction  des 
quantités  connues,  pour  être  en  état  de  calculer  celle  de  p. 

Or,  les  triangles  OlA’,  OAA’  rectangles  en  O,  et  le  triangle  AA  I 
rectangle  en  I,  nous  donnent 


A cause  des  triangles  A BI,  A’BA  rectangles  en  A-,  nous  avons  aussi 


En  observant  qu'on  a 


4 par  conséquent 


A 


î n r 


sin  f=sin  OAA’= 


OA'  A’I  sin  01  A’ 


<=sin  b cos  lF. 


OA  AA’ 


donc 
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sin  b 


h .sin  b 


sm  f 


sin 1 6 >4”  tnng#  a ^y/i'sin^A-f-An2!*2 
H partant 


cosY= 


2 ni 

^A*rin  *4-f4n  y 

tanga 

■\/  sin'6-j-  tang’a' 


tang  a sin  b 

*«■ ?=rrr 


Sur  sin  b 


\i  siu*6-f-tang’  a \ h'  sin*6-J-4n*r* 

On  arrivera  au  mêmes  résultats  par  les  principes  connus,  si  pre- 
nant pour  axes  positifs  des  x,  y,  z,  les  droites  A’B,  A’C,  A'A,  qui  se 
coupent  rectangulairement  en  A’,  on  observe  que  les  projections, 
sur  les  plans  des  xz  et  des  y z,  de  la  perpendiculaire  A'O  au  plan 
tangent  ABC,  sont  elles  mêmes  perpendiculaires  aux  traces  BC  et 
AC  de  ce  plan,  de  sorte  qu’elles  ont  pour  équations 

sur  x z x—z  cot.  a, 

sur  y z . y=?z  col.b; 

il  en  résulte,  en  effet,  qu’on  obtiendra  les  angles  de  la  perpendicu- 
laire A’O  avec  les  axes  des  x et  des  z,  par  les  relations 


cosOA'B=sinV= — -s» 


cot.» 


sin  4 


A sin  b 


cos  OA’A=sinra-=- 


\J  l-J-cut'.t-J-cot’.D  Vsin*6-j-tang*a  VAisin’A-f-An'r’’ 
1 tangasinA  SflrsinA 

‘^l-f-cot’.A-f-cot,a  \/  sin*A-|~tang,a  /\/fc*sin,A4‘4n,r4 


qui  sont  les  mêmes  que  celle  trouvées  ci-dessus,  Substituant  donc 
la  valeur  de  sin  ç,  celles  de  sin  a et  de  cos  a dans  l’expression  de 
p,  il  viendra  finalement 


•Q 


hsinbl/h’  A*sin’6-(-'lrT’r’ 

anrsinél/A'-f-AIlV— hf\J  h’sin’b+m'r» 

^cot.n-f-/‘sinaVt-f-cot».q-j-cot».i 
1 — fcosa\J  i 4-cot'.a-j-cot*.6 


Réflexions  sur  celte  solution , autre  manière  d'y  arriver. 


93.  Cette  formule,  qui  est  due  à M.  le  Professeur  Persy.  ne  s'ac- 
corde point  avec  celles  qu’ont  obtenues  d’autres  auteurs;  mais  il 
est  aisé  de  faire  voir  qu’elle  est  la  seule  rigoureuse,  et  que  l’exae- 
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titude  des  formules  dont  il  s'agit , provient  de  fausses  décomposi- 
tions des  forces. 

11  est  bien  permis,  en  effet,  de  supposer  la  charge Q toute  en- 
tière appliquée  au  point  A de  l'hélice  moyenne , et  reposant  sur  le 
plan  tangent  en  ce  point  comme  sur  un  plan  incliné  le  long  duquel 
elle  serait  élevée  en  vertu  de  l’action  de  la  force  horizontale  p; 
mais  il  ne  faut  pas  oublier  que  le  point  d'application  A est  con- 
traint de  demeurer , dans  son  mouvement  sur  ce  plan,  à une  dis- 
tance invariable  r = AG  de  l’axe  MM'  delà  vis;  ce  qui  suppose 
l’intervention  de  certaines  forces  agissant  suivant  les  rayons  hori- 
zontaux AG  de  l'hélice  moyenne , et  qui  sont  détruites  par  la 
rigidité  de  la  vis  ou  de  l’écrou. 

D’après  cela  il  est  évident  que  pour  exprimer  les  conditions  de 
l’équilibre  entre  les  forces  N, /N,  Q et  p qui  sont  censées  solliciter 
la  vis  au  point  A,  il  sera  nécessaire  de  décomposer  la  force  N en 
trois  autres , agissant  parallèlement  aux  axes  A’A,  A’B  et  A’C,  et 
dont  la  dernière  sera  censée  détruite  par  la  rigidité  de  la  vis, 
tandisque  les  deux  premières  maintiendront  à elles  seules,  en 
équilibre,  la  force  horizontale  p et  le  frottement  tangentiel  f N. 
Nommant  donc,  comme  ci-dessus,  y et  T les  angles  formés  par  le 
plan  tangent  en  A,  avec  la  verticale  AA*  et  l’horizontale  A’B  ou 
A p,  on  aura  évidemment 

Q=N  sin  <p  — /"N  cosa,  p=N  sin'f  - /"N sin  a; 


d’où  l’on  tire 


N=^- 


Q 


sin  sin  a 


sin  j- — /"cosa  sin  f — f cosa 

ou,  en  remplaçant  sins,  sin  1F,  sin  a et  cos  a par  leurs  valeurs  (921, 

N__Q  V < ■*>  + «B'  « _ 

1— /cosa-^y  t-J-cot>.è-|_cot'a 


P Q-f-Z'sin  i -(-coP.t-^-cof.a 

i—  /cos  a .i-f-çot1.  a 

formules  dont  la  dernière  est  précisément  celle  à laquelle  nous 
sommes  arrivés,  par  une  autre  voie,  dans  le  numéro  précédent. 


Comparaison  de  celle  solution  avec  celle  qu'on  obtient  par  un  mode 
diffèrent  de  décomposition  des  forces. 

01.  Si,  au  lieu  d’opérer  comme  nous  venons  de  le  faire , on  eût 
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décomposé  la  force  horizon  taie  p et  le  poids  Q suivant  la  normale  à 
la  surface  du  filet,  et  qu’on  eût  pris  la  somme  p sin  if — Qsios  des 
composantes  ainsi  obtenues,  pour  la  pression  normale,  et,  par 
suite,  . . . • /■  (p  sin  Y + Q ?)  P°ur  la  valeur  du  frottement 
le  long  de  l’hélice  moyenne,  puisqu’on  eût  égalé  cette  valeur  à la 
différence  p sin  a— Q*cos  a des  composantes  de  p et  de  Q suivant 
cette  hélice,  on  serait  parvenu  à la  formule 

^cosa+Ain? cm  « Vf-f*oKq+c^^  'f 

sia  a /sin  y U sin 

qui  diffère  essentiellement  de  la  précédente,  bien  qu’elle  fasse  re- 
tomber sur  celle  trouvée  au  n.  81,  quand  on  y suppose  6^90°  ou 
cot.  6=*0;  or  rien  ne  justifie  le  mode  de  décomposition  des  forces 
p et  Q admis  en  dernier  lieu. 

Pour  découvrir  en  quoi  consiste  la  différence  de  ces  solutions, 
il  n’y  a qu’à  supposer  h ou  cot.  a nul  dans  les  deux  formules  , 
hypothèse  qui  réduit  les  surfaces  hélicoides  de  la  vis  et  de  l’écrou, 
à des  surfaces  coniques  circulaires  dont  b est  l’angle  formé  par  la 
génératrice  avec  l’axe;  la  dernière  devient  ainsi. 

p=*Q  f sin  b , 

et  la  précédente 

de  sorte  que  celle-ci  donnerait  p = » précisément  quaud  l’autre 
conduirait  à la  valeur  p—  ; : résultats  dont  le  dernier  parait  plus 
conforme  d’ailleurs  à la  manière  dont  on  envisage  ordinairement 
les  choses  dans  la  théorie  du  coin,  à laquelle  se  rapporte  évidem- 
ment le  cas  particulier  qui  nous  occupe  (26  et  suiv). 

En  effet , l’écrou  cmboile  ici  la  vis , comme  le  ferait  un  robinet 
conique  dans  son  enveloppe;  de  sorte  que,  pour  déterminer  la 
pression  sur  cette  enveloppe,  il  ne  s’agit  pas  simplement  de 
prendre  la  composante  Qsinfc  de  la  charge  Q suivant  la  normale  du 
cène,  mais  biendedécomposerQ  suivantune  infinité  de  forces  nor- 
males aux  surfaces  de  contact  et  dont  la  somme  est  évidem- 
ment si  l’o.i  néglige  la  considération  du  frottement  qui  agit 
le  long  des  génératrices  pour  s'opposer  à l’action  du  poids.  Q, 
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c'est-à-dire , à sa  descente  produite  par  la  compressibilité  plus  ou 
moins  grande  de  la  subslaucc  de  l’enveloppe. 

.Xécessilé  d'avoir  égard  i f élasticité  des  matières  de  la  vis  et  de 
l'écrou,  démontrée  par  l'exemple  des  cônes  frottants. 

93.  Cette  dernière  observation  prouve  au  surplus,  que  la  for- 
mule de  M.  Persy  n'est  point  entièrement  exempte  de  reproches , 
et  qu’il  devient  nécessaire,  pour  les  applications  pratiques,  de  la 
modifier  conformément  aux  théories  exposées  dans  les  numéros  26 
et  suivants. 

En  ciïet,  considérant  (fig.  102)  un  cône  à base  circulaire,  ABC, 
dont  l'axe  est  vertical , et  qui  tourne  exactement  dans  une  boite 
pareillement  cônique  abcd,  contre  laquelle  il  est  pressé  en  vertu  de 
la  charge  verticale  Q,  il  est  évident,  d’après  les  résultats  du  n°  27, 
que  la  somme  des  pressions  normales  souffertes  par  la  surface  de 
contact,  sera  mesurée  par  l’expression 


N 20  rosb  — fsiab  Q 

W(i-/*)sin26-t-2/cos2»  sinb+feosb' 

qui  ne  devient  plus  infinie  quand  on  y suppose  sin6=o,  mais  bien 
égale  à y;  ce  qui  donne,  pour  le  frottement  qu'aurait  à vaincre 

la  force  horizontale  p,  agissant  tangcntiellement  à la  circonférence 
moyenne  de  la  surface  de  contact,  supposée  ici  (91)  d’une  étendue 
très-petite,  l’expression 

/Q 

iin  fc-j-/cos  h ' 

dout  la  valeur  se  réduit  simplement  à Q pour  b=o  comme  cela 
doit  être  puisque  le  frottement  qui  naît  du  contact  des  deux  corps, 
est  toujours  censé  capable  d'empêcher  le  glissement  de  l’un  sur 
l’antre. 

96.  Ee  cas  particulier  qui  nous  occupe,  comprend  évidemment 
aussi  celui  de  deux  surfaces  de  révolution  quelconques  qui  s'em- 
boîteraient, l’une  dans  l’autre,  en  se  touchant  suivant  un  cercle 
dont  le  rayon  devra  être  pris  pour  le  bras  de  levier  de  la  puissance;» 
ou  du  frottement.  Quant  aux  bouchons  côniques  en  général,  aux 
robinets  tournons  ou  aux  cônes  de  friction,  employés  dans  les  ma- 
chines, comme  moyen  d'embrayage  ou  de  suspension  du  motive- 

40 
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ment  (*),  et  dont  les  surfaces  de  contact  ont  une  certaine  étendue, 
on  devra  adopter,  conformément  au  contenu  de  la  note  11“'  de 
cette  section,  pour  bras  de  levier  moyen  du  frottement,  l’expres- 
sion 

5 r’-j-r"  ’ 

analogue  à celle  qu’on  obtient  pour  les  couronnes  circulaires  frot- 
tantes (41) , et  dans  laquelle  r’  et  r”  sont  les  rayous  extrêmes  des 
surfaces  en  contact. 

On  remarquera,  au  surplus,  que  ce  qui  précède  suppose  que 
l'état  de  compression  réciproque  des  cônes,  provient  uniquement 
de  l’action  de  la  charge  Q,  et  n’est  point  dû  à une  cause  étrangère, 
qui  aurait  primitivement  agi  pour  refouler  l’un  des  corps  dans 
l’autre,  et  mettre  en  jeu  leurs  actions  moléculaires  ou  de  ressort; 
car  l’état  de  tension  de  ces  ressorts  pouvant , d'après  ce  qui  a été 
dit  au  n°  28,  se  maintenir  même  lorsque  la  cause  a cessé  d’agir  et 
pourvu  que  l’angle  26,  au  sommet  des  cônes,  satisfasse  à la  con- 
dition 

2 r 

tang.  26  ^ _ , on  b<f  arc  (tang=/), 

il  parait  évident  que  la  résistance  à vaincre  par  la  puissance  p.  du 
moins  dans  les  premiers  instants  et  jusqu’à  ce  que  les  corps  fussent 
convenablement  dégagés,  pourrait  avoir  aussi  une  valeur  quel- 
conque indépendante  de  P et  uniquement  relative  à l’énergie  de  la 
compression  primitive. 

Solution  générale  du  problème  de  la  vis  à filets  triangulaires , en 
ayant  égard  à l'influence  de  Vilasticité  des  matières. 

97.  D’après  ces  diverses  considérations  relatives  aux  surfaces 
coniques  frottantes,  il  sera  facile,  en  reprenant  l’analyse  du  n°  93, 
d’avoir  égard  an  frottement  qui,  dans  le  sens  des  génératrices  de 
la  vis  à filets  triangulaires,  s’oppose  à la  compression  réciproque 
de  celte  vis  et  de  l’écrou  ou  si  l’on  veut,  à ce  que  cette  même  vis 
puisse  descendre,  sans  tourner  autour  de  son  axe,  par  l’effet  du 
refoulement  dont  il  s'agit  : l’intensité  absolue  de  cette  force  étant 
mesurée  par  /‘N,  et  l'angle  qu’elle  forme  avec  la  verticale  ou 
l'axe  6,  elle  donnera  la  composante  fîi  cos  h suivant  cet  axe,  qui 

(*)  Voyez  la  Mécanique  industrielle  de  M.  Christian  , tome  2. 
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s'opposera  à l’action  de  Q ou  s'ajoutera  à celle  N , et  la  composante 
horizontale  fN  sin  b,  qui  tendra  à diminuer  la  pression  soufteite 
par  l’axe  de  la  vis.  On  aura  donc , pour  déterminer  N et  p en  rai- 
sonnant, du  reste,  comme  au  numéro  cité, 

Q=Nsino-j  -/?icos6 — /N  cos  a , p=  N sin  'l’-j-/  ''* s' 11 8 ; 

d’où  résulte 

N= Q ^uj±fsina_  f 

sin  ÿ /(cos  b — cos  a ) ’ sin'f-J-  fcosb  cosa 

et , en  remplaçant  sin  f,  sin  \t\  sin  a,  cos  a pour  leur  valeurs  îcs- 
pectives  (92) , 

„ c»t.«+/»io«Vl+€û>a.a+co>^  _n  s.i..A\ A,+*nvH8nr/-y/.''.o-»H4ii-.  « _ 

l-/(co*a-co»6)V)+col*ci  j-co06  2Il/-«in6  \/fcH4nV*)'V<‘,‘1'  *i4  *n‘'  * 

formule  qui , en  y fesanl  o=90° , redonne  celle  ci-dessus , relative 
aux  cônes  de  friction  , ce  qui  doit  être  , et  coïncide  exactement 
avec  celle  du  n°  81  , concernant  la  vis  à filets  carrés , lorsqu  on  y 
suppose  , à son  tour , 6=90°  ; ce  qui  démontre  , chose  d’ailleurs 
évidente  en  soi , que  , pour  cette  sorte  de  vis  , l’élasticité  des  ma 
titres  n’exerce  aucune  influence  directe  sur  l’intensité  du  frotte- 
ment. 

Comparaison  des  résultats  donnés  par  la  nouvelle  formule  et  les 
précédentes. 

98.  Si  maintenant  on  veut  se  former  une  idée  de  la  limite  des 
écarts  que  peuvent  présenter  les  résultats  des  formules  obtenues 
dans  les  trois  hypothèses  examinées,  on  devra  remarquer  que, 
dans  la  pratique,  l’angle  6 n’est  jamais  au-dessous  d’un  demi  angle 
droit  et  ne  lui  devient  même  égal  que  pourlesvisetécrouxenboispeu 
résistants,  tels  que  chêne,  tandis  que,  le  plus  ordinairement,  l’angle 

a 

aigu  des  filets  étant  au  plus  les  ^ de  90° , b surpasse  60°.  Quant  à 

l’angle  a , sa  cotangente  ^y^-est  rarement  au-dessus  de  *,  mais  elle 
peut  décroître  indéfiniment , et  il  arrive  même , dans  beaucoup  de 
cas  (82) , qu’elle  est  au-dessous  de  0.04.  Pesant  donc  , en  premier 
lieu  , dans  les  formules  dont  il  s'agit , 

cot.6— ’ l,sin6~ cosô=0, 7071, cot  a=05,sina=0, 8944, coso^=0,4472; 
supposant  d’ailleurs  f—0,i  , nombre  qui , d’après  les  expériences 
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de  Coulomb  (9)  et  les  nouvelles  expériences  de  M.  Morin  , exécu- 
tées à Metz,  en  1832,  représente  assez  exactement  la  valeur 
moyenne  du  rapport  du  frottement  à la  pression  pour  les  divers 
bois  ou  métaux  glissant  J’un  sur  l’autre  avec  interposition  d’en- 
duit gras , en  faisant  , dis-je  , ces  suppositions  dans  les  formules 
ci-dessus , on  trouvera 


par  la  1" p=0.5Q-|-0.t8Q=0,  68Q  , 

par  la  2®' p-0.5Q-fO.97Q=0.597Q  , 

par  la  3“ p=0.5Q-f0.16Q=0.  66Q  , 


Quant  à la  formule  du  n°  81  relative  aux  vis  à filets  carrés , elle 
donne,  dans  les  mêmes  suppositions  de  f—0. 1 , cot  o—  tang  a=0.3. 

p-0,5Q+0,13Q=0.65Q. 

Pesant , en  seeond  lieu  , cot  a =0.04  seulement , afin  d’acquérir 
une  idée  des  écarts  que  présentent  les  formules  pour  les  très-fai- 
bles inclinaisons  des  filets  de  vis , et  supposant  d’ailleurs  que  les 
autres  données  restent  les  mêmes  , ont  trouvera  également , 
par  la  !"•  formule  ....  p=0.04Q-}-0.t424Q=0.t824Q  , 

par  la  2™* p=0.04Q+0.0349Q=0.0749Q  , 

par  la  3"* p=0.04Q-f0.1249Q=0.1649Q  . 

Enfin  par  celle  qui  se  rapporte  à la  vis  à filets  carrés 

p==0.04Q+0.1006Q=0.1406Q  , * 

Conséquence»  qui  résultent  de  cette  comparaison. 

99.  Le  rapprochement  de  ces  divers  résultats  conduit  aux  con- 
séquences suivantes  : 

1°  Les  formules  des  n°*  92  et  97  donnent  des  résultats  qui  diffè- 
rent d'autant  moins  entre  eux  que  l’angle  d’inclinaison , a , de 
l’hélice  moyenne  des  filets  de  la  vis  , sur  l’axe  , est  plus  petit  ; de 
sorte  que  , pour  ces  petits  angles  , on  peut , sans  inconvénient  , 
dans  les  applications  pratiques , se  servir  de  la  première  de  ces 
formules  qui  est  un  peu  plus  simple. 

2°  La  formule  du  n°  24  conduit  à des  résultats  qui , en  général  , 
différent  trop  ; en  moins,  de  ceux  qne  fournit  la  formule  obtenue 
en  dernier  lien  , pour  qu’il  soit  permis  , en  aucun  cas , d’en  faire 
usage  dans  les  calculs  , d’autant  plus  qu’elle  conduit , pour  les 
vis  à filets  triangulaires  , à des  valeurs  de  p plus  faibles  que  celles 
qui  se  rapportent  aux  vis  à filets  carrés  ; ce  qui  visiblement  est 
inadmissible. 
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3*  Enfin  toutes  ces  formules  s'accordent  à prouver  que  le  frotte- 
ment joue  un  rôle  considérable  dans  les  différentes  espèces  de  vis  ; 
mais  celle  du  n°  97  , qui  mérite  une  entière  confiance  , montrant 
comme  celle  du  n°  92 , que  ce  rôle  est  moindre  pour  les  vis  à filets 
carrés , à circonstances  semblables  d’ailleurs  , il  en  résulte  qu'on 
doit  accorder , à ces  dernières  , la  préférence  dans  l'établissement 
des  machines  qui  ont  pour  objet  l'économie  du  travail  moteur. 

Observations  générales. 

100.  Quant  à la  manière  d’établir  les  conditions  de  l'équilibre 
de  la  vis  b filets  triangulaires  , suivant  les  différents  cas  qui  peu- 
vent se  présenter , nous  renverrons  à ce  qui  a déjà  été  dit,  en  par- 
ticulier , pour  la  vis  à filets  carrés  , en  renvoyant  de  nouveau  au 
contenu  de  la  note  2'  de  cette  section  , pour  ce  qui  concerne  la  va- 
leur qui  doit  être  attribuée  , dans  certains  cas , au  bras  de  levier 
moyen  des  résistances. 


FIN  DS  LA  3***  SECTION. 
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HOTES  DE  LA  !■»  SECTIOH. 


Hôte  première. 


SUR  LA  VALEUR  APPROCHÉE  LINÉAIRE  ET  RATIONNELLE  l>ES  RADICAUX  DE 
LA  FORME  "Va* — b',  ETC. 


Expression  linéaire  de  \}a‘b'  depuis  a—kb  , jusqu’à  a=»  b;  limite 
de  r erreur. 

La  valeur  approchée  du  radical  \ a‘-j~bn  devant  être  rationnelle 
et  linéaire  en  a et  b , nous  ferons 

V a‘-fk'—aa-{-/3b 

« et  b étant  des  nombres  absolus  et  positifs  ; a et  /3  des  nombres 
indéterminés  qui  doivent  satisfaire  à la  condition  que  , dans  une 
étendue  donnée,  par  exemple,  depuis  a=kb , jusqu’à  a—  » ou 
b— o,  l’erreur  commise  en  prenant  aa-f-/5i  au  lieu  de  soit 

la  moindre  possible  par  rapport  à la  véritable  valeur  du  radical- 
L’erreur  absolue  était  ôta- J-j36 — \f Terreur  proportionnelle 
ou  relative  que  nous  nommerons  r. , sera  , en  f étant 


a 

X 


ou  a^-nb , 


ga-}-/36  _ ( an-f~/ 3 _ 

\/ a‘b<  ■S]  t-f-n* 


et  il  s'agira  de  la  rendre  un  minimum  pour  toutes  les  grandeurs  de 
o et  de  6 ou  de  n , comprises  dans  l’intervalle  considéré  (n  — k à 
«=»  ),  en  disposant  convenablement  des  indéterminées  a et  /3;  ce 
qui  revient,  au  fond,  à choisir  ces  quantités  numériques  de  manière 
que  le  cours  de  la  courbe  qui  aurait  n pour  abscisses  et  z pour  or- 
données respectives,  s’approche  le  plus  qu’il  est  possible  de  l’axe 
des  n dans  l'étendue  comprise  depuis  n—k  jusqu'à  »=  . 

Pour  cela  , il  est  nécessaire  d’étudier  la  marche  de  la  fonction 
* entre  Ie8  deux  limites  où  l’on  doit  calculer  les  valeurs  de 
O,  il  est  aisé  de  s’assurer  que  de  n=oàn=»  , zest  sus- 
ceptible d’un  maximum  absolu  à partir  duquel  l’erreur  décroît 
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constamment  et  indéfiniment  sous  ie  point  de  vue  algébrique  , 
c'est-à-dire  , en  passant  par  zéro  et  devenant  négative;  ou  , ce  qui 
revient  au  même,  l’erreur,  à partir  de  ce  maximum  décroit  conti- 
nuellement jusqu'à  devenir  nulle  , pour  croître  ensuite  en  dessous 
de  l’axe  des  abscisses , en  prenant  des  valeurs  de  signe  contraire. 

En  effet , si  l’on  considère  les  nombres  x et  fi  comme  donnés  , 
et  que  l'on  différentie  deux  fois  de  suite  , la  valeur  ci-dessus  de  s 
par  rapport  à « ; qu’on  égale  enfin  à zéro  le  coefficient  différen- 
tiel du  premier  ordre  pour  avoir  la  valeur  de  » qui  répond  au 
maximum  de  l’erreur , on  trouvera  que  les  conditions  de  ce  maxi- 
mun  sont  satisfaites  pour 


*—  / «•-H3*— • • 


Recherchant,  en  outre  , les  expressions  de  l’erreur;  qui  répon- 
dent aux  deux  limites  considérées  , on  trouve 


pour n—kf 

pour. , 


Z— — ~ = — . — 1 

V«+* 

z —a — t. 


Si  donc  on  était  certain  , à priori , que  le  maximum  ci-dessus  se 
trouve  situé  entre  ces  limites , ponr  les  valeurs  cherchées  de  a et 


fi  , c'est-à-dire  , que  le  rapport  ? est  essentiellement  positif  et  plus 

grand  que  k , il  ne  resterait  qu’à  déterminer  ces  valeurs  de  ma- 
nière à rapprocher  le  plus  qu’il  est  possible  de  o , les  expressions 
algébriques  des  trois  erreurs  dont  il  s’agit , c’est-à-dire  , de  ma- 
nière que  la  plus  grande  d’entre  elles,  prise  abstraction  faite  du 
signe , fut  la  moindre  possible;  ce  qui  serait  facile  puisqu’il  ne  s’a- 
girait , comme  on  va  le  voir,  que  d’exprimer  que  les  valeurs  abso- 
lues de  ces  premières  erreurs  sont  précisément  égales-  Mais,  comme 

la  limite  du  rapport  ^ nous  est  absolument  inconnue,  il  devient 

indispensable  de  faire  des  suppositions  particulières  sur  les  valeurs 
des  indéterminées  a et  fi.  Supposant,  par  exemple , qu’elles  doi- 
vent rendre  milles  les  erreurs  relatives  aux  limites  n—  » . n~k, 
on  aura 


a — l=s,d’oùa  — I;  1—  -',d'où/3'V  k' — k 

VH-*’ 
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Or , on  s’assure  aisément  que  le  rapport 


, 1 -Vh-h  * 

fi  * 

est  ici , en  effeti  plus  grand  que  k,  de  sorte  que  l’erreur  maximum 
V a’-f/S*— i 


est  réellement  située  dans  l'intervalle  compris  entre  n — lt  et 
»— æ ; ce  qui  ne  peut  être  à moins  que  les  erreurs  relatives  aux 

valeurs  particulières  <x=l  , /3=-\/ 1 -{-*• — k,  qui  sont  positives  et 
que  nous  nommerons  et’  et  /S*  , n’aillent  sans  cesse  en  croissant  à 
partir,  soit  de  la  limite  inférieure  n—k,  soit  de  la  limite  supérieure 
»=»  , jusqu'à  la  valeur  maxxmum'Sj  — 1 qui  est  également 

positive. 

D’ailleurs,  la  fonction  ^eô-f/3*— 1 tendant  à diminuer  à me- 
sure que  l’on  y substitue  des  valeurs  de  a et  de  (5  de  plus  en  plus 
petites  par  rapport  à a’  et  à p , il  est  clair  que , bien  qu’elles  fas- 

« k I /3 

sent  croître,  dans  le  sens  négatif,  les  erreurs  a — 1 et  — =====  — 1 

Vt-H 

relatives  aux  limites  n— =o  , n=a,  elles  seront  plus  avantageuses  que 
celle  a’ et /5’,  tant  que  ces  dernières  erreurs,  prises  avec  un  signe  con- 
traire, demeureront  au-dessous  de  l’erreur  maximum\ 
correspondante.  Mais , comme,  au  contraire,  elle  cesseraient  de 
l’être  dès  l’instant  où  cette  dernière  viendrait  à être  surpassée  par 
l’une  ou  l’autre  d’entre  elles,  on  voit  que  les  valeurs  de  a et  de  0, 
qui  répondent  au  plus  petites  erreurs  possibles  pour  tout  l’inter- 
valle compris  depuis  «=.*  jusqu’à  «-=-»  , doivent  satisfaire  à la 
double  condition 


1=1—  *=\—  JÜ*'hL . 

'y/T-j-i* 

de  laquelle  on  tire  d’abord 

expression  qui  montre  qu’en  effet  , le  rapport 


a t 

rvïfi:-t 


v *+*•-+* 
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est  plus  grand  que  K ; de  sorte  que  le  maximum  [/a,~f-j3‘—  1 de 
l’erreur  se  trouve  réellement  situé  dans  l'intervalle  compris  entre 
les  limites  n=K  et  » , comme  le  supposent  les  raisonnements 
qui  précédent. 

On  tirera  ensuite,  des  mêmes  équations  de  condition, 

« * /a_  V'H-K1— K) 

ifV2(i+K*)-2Ky^K;: 

et  partant,  pour  l’expression  de  la  limiter  des  erreurs  que  l’on 
risque  de  commettre  en  prenant 

\/  a2-)-  fcWaa-f-,56 , 

Vh-K1  V2(H-K’)-2KVi+K’-H 

Exemples  particulières. 

Supposons,  par  exemple,  que  l’on  ne  connaisse  nullement 
l’ordre  de  grandeur  de  a et  de  b,  c’est-à-dire,  si  a surpasse  b ou 
en  est  surpassé,  les  limites  entre  lesquelles  il  faudra  prendre  les  va- 
leurs de  sja'-^b*  seront  ainsi  n=o  et  n—  =o  ; de  sorte  qu’on  de- 
vra faire  Jt  =o  dans  les  expressions  ci-dessus  de  a,  /3  et  e,  qui  de- 
viendront respectivement 

«=(3=0,8284,  £=0,1718. 

On  aura  donc,  à moins  de  0,1716,  on  environ^  près 
Vo*-f-6’=0,83  (a+6) 

, quelles  que  soient  les  valeurs  de  a et  de  b;  le  maximum  0,1716  des 

erreurs  proportionnelles  et  positives  ayant  lieu  pourn  ou  ^==2=1 , 

et  celui  des  erreurs  négatives  pour  n=o  etn=»  , ou  a=o  et  b=u. 

Supposant  pareillement  que  l’on  sache  que  a doive  surpas- 
ser 6,  ou  n l’unité,  on  aura  R=1  et  «=0,96046,  /3==0,39783 . 

.-=0  03954  < A : cette  limite  £ des  erreurs  positives  et  négatives , 

, ^ 2t> 

41 
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étant  précisément  atteinte  pour  les  valeurs  n — t , n=»  et  n =» 

=2,44,  ou  a— b , a=£  eta=2,44û. 

On  voit  d’après  cela,  que  les  valeurs  rationnelles  a a -}"/3  6 de 
sontd'autant  plus  rappprochées  que  a devient  plus  grand 
par  rapport  à b\ c’est  ce  que  confirme  le  tableau  suivant,  dont  le 
calcul  est  dû  à M.  le  capitaine  du  génie  Gosselin. 
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Tableau  des  valeurs  numériques  des  coefficients  de  la  fonction 
linéaire  a d -j- j3  b et  des  limites  de  l'erreur. 
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Simplifications  des  calculs  numériques  des  coefficients  a et  (5  et  de 
l'erreur  limite  ; , au  moyen  des  tables  de  logarithmes. 

On  facilitera  beaucoup  le  calcul  numérique  des  valeurs  de  a,  /S 
et  ; en  posant 

K=  cot.  4 f ou  9— |arc(CQt=K)=  jarc/(tang.=  i|; 
il  viendra,  en  effet, 

«=1 — tang*9,  /3=2tang  9,  £=taug“  9 

expressions  que  l’on  calculera  sur-le-champ  au  moyen  des  tables 
trigonométriques,  en  déterminant  d’abord  l'angle  4 9 dont  le  lo- 
garithme de  la  tangente  doit  être  égal  à 

10 — log.  K, 

puis  successivement  les  valeurs  de  9,  Lang  9 et  tang*  9 
Supposant,  par  exemple,  K=5,  on  aura,  d’après  ces  tables, 
log.tang49=10— log.5=9, 32287875  = log.  tang;  1 8»— 26’— 7"  ,0(55)  ; 
d'où9  = 4'’ — 36’ — 31”, 766,  log.  tang9  = 8,9064036,  tang9= 
0,0806131 , en  ayant  soin  de  retrancher  10  de  la  caractérisque  de 
log.  tang  9,  qui  représente  le  logarithme  du  rayon  supposé  divisé 
en  dix  billons  de  parties  égales,  dans  les  tables 
On  aura  donc  aussi,  en  ayant  cette  attention, 

log.  tang’9=21og.  tang  9 = 3,8128ll2=Iog.  0,00649847, 
et  finalement 

£=0,0064985,  |S=2tang9  0,1612262, «— 1 -tang>ç=0, 993502 : 

valeurs  qui  sont  précisément  celles  qu’indique  la  table  ci-dessus 
pour  K=3. 

Extension  dont  est  susceptible  la  méthode  précédente  pour  des  fonc- 
tions complexes  quelconques. 

La  marche  par  laquelle  nous  sommes  arrivés  aux  ex  pressions  géné- 
ralesde  a,  /3  et  e en  K ou  9 peut  évidemment  s’appliquer  à toute  espèce 
de  fonction  complexe  des  deux  variables  a et  6,  qu’il  s’agirait  de 
remplacer  par  sa  valeur  linéaire  et  approchée  de  la  forme 
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pourvu  que  l'expression  analytique  de  l’erreur  proportionnelle  qui 
résulte  de  cette  substitution  fût  susceptible  d’un  maximum  ou  d'un 
minimum  dans  l’intervalle  où  l'on  veut  considérer  les  valeurs  des 
variables  a et  b.  Cette  méthode  s’étendrait  même  aisément,  pour 
certains  cas,  à une  fonction  d’un  nombre  quelconque  de  variables 
a,  b,  c,  d.  etc.,  en  se  basant  sur  des  considérations  analogues  à 
celles  par  lesquelles  Laplace  et  Fourier  sont  parvenus  à découvrir 
les  valeurs  des  inconnues  d’une  suite  d’équations  de  condition,  de 
manière  qne  ja  jplus  grande  des  erreurs  auxquelles  elles  condui- 
sent, quand  on  y substitue  à la  place  des  inconnues  les  valeurs 
données  par  l’expérience,  soit,  abstraction  faite  du  signe,  la  moin- 
dre possible  (*).  En  effet,  toute  la  difficulté  consistera  à découvrir , 
dans  chaque  cas,  l’expression  analytique  des  limites  de  l’erreur 
qu’on  risque  de  commettre  ; à les  égaler  ensuite  entre  elles , abs- 
traction faite  du  signe;  ce  qui,  lorsque  le  nombre  des  équations 
ainsi  obtenues  sera  égal  au  nombre  des  indéterminées  a,  fi,  y,  etc. , 
permettra  de  calculer  les  valeurs  de  celles-ci  qui  satisfont  aux  con- 
ditions du  problème. 

Ces  observations  montrent  suffisamment  que  la  méthode  peut 
s’appliquer  à une  infinité  de  circonstances , et  offre  ainsi  les  moyens 
de  remplacer,  quand  la  chose  est  en  soi  possible,  toute  fonction 
complexe  de  variables  quelconques  par  une  autre  fonction  plus 
simple  et  qui  se  prête  plus  facilement  au  calcul  ou  à certaines 
transformations  analytiques-  L’exemple  qui  précède  pourra  d’ail- 
leurs servir  à faire  pressentir  la  nature  des  moyens  qui  doivent 
être  mis  en  œuvre  dans  chaque  cas  particulier,  et  les  avantages  que 
ce  procédé  peut  avoir,  dans  certaines  questions,  sur  ceux  ordinai- 
rement mis  en  usage,  et  qui  consistent  dans  le  développement  des 
fonctions  en  série  ou  en  fractions  continues. 

Considérations  géométriques  propres  à arriver  au  même  but. 

Maintenant  nous  ferons  remarquer  qu’il  se  présente  divers 
moyens,  essentiellement  fondés  sur  des  considérations  géométri- 
ques, et  qui  sont  propres  à atteindre  le  but  désiré  par  une  voie 
pour  ainsi  dire  purement  intuitive 

(’)  Mécanique  céleste  , 2mc.  édition  . lom.  II.  pag.  126  cl  suivantes. 

Analyse  des  équations  , par  Fourier  , tre.  partie  , pag.  Ht  , N.  21. 


— 326  - 


En  effet,  reprenant  la  question  ci-dessus,  nommant  c la  valeur 
exacte  du  radical  Va'ffe’,  et  considérant  les  quantités  variables  a, 
b et  c comme  les  coordonnées  d’un  certain  point  dans  l’espace,  pris 
par  rapport  aux  axes  rectangulaires  oa,  ob,  oc  {fig.  103), il  est  clair 
que  l’équation 

\/  a*-j-b*—c,  ou 

représentera  une  surface  conique  à base  circulaire,  ayant  son  som- 
met à l’origine  o pour  axe,  l'axe  oc  que  nous  supposerons  vertical, 
et  pour  angle  générateur,  un  demi-droit  ou  43°.  De  même  l’équa- 
tion 


c=aa-f-/3b 

représentera, dans  les  coordonnées  c,  a,  b,  un  plan  passant  par 
l’origine  o,  qui  sert  de  sommet  au  cône;  de  sorte  que  la  question 
proposée  revient  précisément  à déterminer  les  constantes  arbi- 
traires a e t/3  qui  entrent  dans  l’équation  du  plan,  de  manière  que 
les  ordonnées  verticales  c de  ce  plan  diffèrent  le  moins  qu’il  est 
possible,  pour  une  étendue  donnée,  de  celles  qui  leur  correspon- 
dent sur  le  cône  et  appartiennent  à une  même  verticale,  c’est-à- 
dire  aux  mêmes  valeurs  de  a et  de  b prises  dans  l’intervalle  pour 

lequel  la  plus  petite  valeur  de  -*-=Ketlaplusgrande==o  ,eequi 

se  rapporte  à l’espace  compris  depuis  l’axe  des  a jusqu’à  la  droite 
om , formant  avec  cet  axe , l’angle  nom  dont  K est  la  cotangente. 
Nommant  donc  ll;  cet  angle,  ou  faisant 

mon_=y  =-arc(cot=K)=arc^tang=-i-\ 

tous  les  points  de  la  surface  conique  et  du  plan  à considérer,  seront 
compris  entre  les  génératrices  et  les  droites  respectives  qui  ont  oa 
et  om  pour  projections  sur  le  plan  de  ab. 

Supposons  qu’on  fasse,  dans  le  premier  plan  et  dans  cette  sur- 
face, un  profil  quelconque  passant  par  l’axe  6c.  Soit  (fig.  104)  op" 
la  trace  du  premier,  op'  celle  de  la  seconde  sur  ce  profil,  ob  celle 
du  plan  des  ab  ; considérons  la  verticale  qui  répond  au  point  quel- 
conque p de  ob,  elle  rencontrera  la  trace  op”  du  plan  en  un  point 
p”  et  celle  de  la  surface  en  un  point  p’;  l’erreur  absolue,  commise 
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en  prenant  pp"  pour  pp'  sera  p'p",  et  l’erreur  relative  ou  propor- 
iionneile  : c’est  celte  erreur  qui  doit  être  rendue  la  plus  pe- 
tite possible  dans  toutes  les  positions  du  profil  autour  de  l'axe  oc. 

On  voit  que  le  rapjwrt— - , est  indépendant  de  la  position  de/> 

sur  l’horizontale  od,  de  sorte  que,  par  exemple,  il  suffit  de  considé- 
rer tous  les  points  p’de  la  surface  conique  qui  appartiennent  à un 
même  plan  de  niveau  [o'p’ , coupant  cette  surface  suivant  un  cercle 
dont  la  projection  sur  leplandesoôffig.  103),  est  représentée  par  l’arc 
mpn  comprenant  tous  les  points  p à considérer,  [et  dont  l’intersec- 
tion avec  le  plan  qui  a pour  équation  c=out-\~fib , est  représentée , 
dans  cette  même  projection,  par  la  droite  rt,  je  suppose,  limitée 
également  aux  côtés  de  l’angle  mon  qui  comprend  tous  les  points/;. 
Mais  q'  étant,  dans  le  profil  ci-dessus  (figure  104),  le  point  du  plan 
c=ao-\-{ïb  qui  se  trouve  situé  à la  même  hauteur  que  le  point  p' 
de  la  surface  conique  par  rapport  à od  ou  au  plan  des  ab ; de  plus 
q étant,  sur  ce  dernier,  la  projection  de  q’  comme  p l’est  dep’,  on 
a évidemment 

p'p"  pq . 

PP'  ’ 

donc  la  droite  rs  (fig.  103) , qui  appartient  au  plan  cherché  et  dont 
l’équation  est 


. c=aa-f-/36, 

doit  être  choisie  de  façon  que,  dans  l’étendue  comprise  depuis  on 
jusqu’à  om , elle  se  rapproche  le.plus  possible  de  l’arc  de  cercle 
npm,  en  ce  sens  que  la  plus  grande  valeur  du  rapport  des  inter- 
valles pq  à op,  mesurés  sur  les  différents  rayons  vecteurs  op  compris 
dans  l’angle  mon,  soit  la  plus  petite  possible  sans  égard  aux  signes 
de  position  de  pq  et  de  oq. 

D’ailleurs  il  est  à remarquer  que  ces  raisonnements  sont  indé- 
pendans  delà  nature  particulière  de  la  courbe  mpn,  ou  de  lu 
fonction  en  a et  b considérée , pourvu  seulement  qu'en  égalant 
cette  dernière  à c,  l'équation  qui  en  résulte  soit  celle  d’un  cône 
ayant  l’origine  des  coordonnées  a,  b,  c pour  sommet,  ou,  ce  qui 
revient  au  mêmes  soit  homogène  en  ces  coordonnées. 

Cela  posé,  il  parait  évident,  à priori,  que  si  la  portion  de  courbe 
mpn  est  susceptible  d’être  renfermée  entre  deux  droites  parallèles 
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suffisamment  rapprochées,  le  problème  proposé  pourra  être  résolu, 
sans  difficulté  et  d'une  manière  satisfaisante,  en  déterminant  le  sys- 
tème de  ces  parallèles  qui  offre  le  plus  petit  écartement  possible,  et 
prenant,  pour  la  droite  rs  représentée  par  l'équation  c=x  a-f-  (i  b 
celle  qui  partage  en  deux  parties  égales  l'intervalle  dont  il  s’agit. 
Nolammentsi  la  courbe  mpn  est  partout  convexe  depuis  n jusqu'à  m, 
la  position  la  plus  avantageuse  de  r*  sera  évidemment  comprise 
entre  celle  de  la  corde  mit  et  de  la  tangente  parallèle  m’  n’  et  elle 
correspondra  nécessairement  à la  droite  n”  m"  qui  divise  en  deux 
parties  égales  l'intervalle  de  n m à n’ m’,  de  sorte  que  les  trois 
limites 

wn"  pp"  mm" 

n”  o p” o'  m"  o 

des  erreurs  positives  ou  négatives  qu’on  risque  de  commettre  en 
remplaçant  la  courbe  par  la  droite,  sont,  abstraction  faite  du  signe, 
égales  entre  elles.  (*) 

Appliquant  ses  résultats  au  cas  particulier  du  cercle  ou  de  la 
fonction  'Va* -{-&*,  et  remarquant  que  l’angle  de  n”  m”  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  celui  de  la  corde  mit  avec  l’axe  oa,  est  égal 


(*)  Plus  généralement,  s’il  s’agit  d’une  fonction  quelconque  F (a, b)  ou  d’une 
surface  représentée  par  l’équation  c —F  (a,  6)  . et  qu’on  se  propose  de  déter- 
miner le  plan  dont  l’équation  est  c=«  de  façon  que  les  ordonnées  r 

de  l’un  et  de  l’autre,  correspondantes  aux  mêmes  abeisses  ou  valeurs  de  o et 
6,  diffèrent  le  moins  possible  entre  elles,  pour  toute  rétendued’un  segment 

convexe  de  la  surface c=F (o,6),  limité  au  plan'dont  c=ma-j-n  6-f-p 

serait  l’équation  donnée,  on  mènera  , par  l’intersection  de  ce  dernier  avec- 
celui  des  a 6,  intersection  représentée  par  ma-f-n  b -f-p—o,  un  plan  tangent 
au  segment  proposé,  ou,  plus  généralement , un  plan  qui  serve  de  limite  ex- 
térieure à ce  segment  ; puis  on  conduira,  entre  ce  plan  elle  plonr=», 
un  nouveau  plan  passant  par  la  droile  m a-f.n6+j»=o,  de  manière  que  ses 
ordonnées  soient  moyennes  harmonique*  entre  les  ordonnées  correspondantes 
des  deux  autres;  c’est-à-dire,  telles  qu’en  nommant  respectivement  c’  c”  les 


ordonnées  des  deux  derniers , e celle  du  plan  dont  il  s’agit  prise  pour  les 
mêmes  valeurs  de  a et  de  6 on  ait 


c %’ 


1 1 c’ — c c — c” 

— n OU =s — - — 

c' "J  c’  c” 


l’équation  de  ce  plan  sera  celle  du  plan  cherché,  et,  cnl’identifïant  avec  l’équa- 
tion c=«a-f-ySè-j-7,  ou  en  déduira  les  valeurs  des  indéterminées  «,  ,3,  y. 
Quant  à la  limite  de  l’erreur,  elle  aura  évidemment  pour  expression  le  rapport 
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à 90» — ^'F,  on  aura , l’équation  de  cette  première  droite  devant 
être  identique  avec  celle 

c=a  o -j - (3  b, 

« - ,.  on+on'  il  , “ ) C(,+C04T)  c. 

— « — h—  i — â; 

p 2 V cos-'rl  2cos4-’f 


d’où 


2cos|<r 


2sin  ^ y 


, . si  „ 2 „ , 1 

-j— “1— tang  ^r,  /3= — ^atangi-r; 

l-j-cos^*  1-f-cos^T 

et  cnlin,  pour  l’expression  de  la  limite  de  l’erreur  proportionnelle. 


if  c 

1 nn ’ - 

T^cos  i 'F 

) 1— cosi»F 

--1» 

1 c _J_ 

1+cos  ÿY 

on 

‘ J JC 

2 cos5  T 
\ 2 

=— = tang’i-'F 

1 it  r 


valeurs  qui  coïncident  respectivement  avec  celles  qui  ont  été  don- 
nées en  premier  lieu,  quand  on  prend 

»F  (arc  cot  = K). 


Formula  relatives  au  cas  où  le  rapport  de  a à b est  compris  entre 
des  limites  quelconques. 

Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  la  valeur  de  la 
fonction  \Ja.  j.  1 devait  être  prise  dans  l’intervalle  compris  de- 
puis^—K jusqu’à  » ou  depuis  cot.  jusqu’à  col.  *F  =K  ; 

mais  les  raisonnements  resteraient  absolument  les  mêmes  s'il  s'agis- 
sait de  considérer  les  valeurs  de  cette  fonction  entre  des  limites 
quelconques,  par  exemple,  depuis  la  droite  on  (fig.  105)  pour  la- 
quelle l’angle aon='F’,  ^*=cot.  'F’  =*» K’,  jusqu’à  la  droite  om 

pour  laquelle  l’angle  aow= 'F,  ~=cot  *F=-K.  Ladroitem”*”, 
qui  partage  en  deux  parties  égales  l’intervalle  compris  entre  la 
corde  mn  de  la  portion  de  courbe  à considérer  et  la  tangente  m’n’ 
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;i  cette  courbe  , qui  lui  est  parallèle  , devant  toujours  être  prise 
pour  celle  dont  l’équation  est  c=~  a a -j-  /3  b on  trouvera  sans 
difficulté- 


cet  Up  j-P'), 


c|t-l-cosi(<f— 

2 ce»  |(t  + *) 


d'où 

Scosi(^+f)  cos^-ff)  2sin i ( sH~r  ’)  sin|(fH'’) 
a—  : = j >/3=  i “ ï 

t-j-COS^l  cos’-jff  — 1-f-COS-('|  —<//’)  COS*j(l M*’) 


D’ailleurs,  on  a visiblement,  p et  p'  étant  les  intersections  de  la 
corde  et  de  l’arc  mn  avec  la  droite  op  qui  divise  en  deux  parties 
égales  l’angle  mon=p — p’ , 

| { op—op ’)  1— cos*  ( p —f)  t 

e«=_ — - = tang-  j ( * — f)  ; 

\(op+op)  1+cos^  {*—+'), 

de  sorte  que  les  trois  nombres  a,  / 3 et £ peuvent  encore  ici  être  cal- 
culés très-facilement  au  moyen  des  tables  trigonométriques.  Sup- 
posant, par  exemple, ....  tang  P ou  ~ 2«=  0,7072,  tang  p' 

°Uj^0VÏ0=,0, 516228,  on  trouvera 

«=0,901042,  /9 —0,4477,  £-0,00o9934<^ . 

Expression  linéaire  approchée  du  radical  \J a ■ — b’,  relative  à des  li- 
mites quelconques  de  a et  de  b. 

Pour  offrir  une  second  application  simple  du  principe  posé  en 
dernier  lieu,  nous  nous  proposons  de  trouver  la  valeur  linéaire 
et  approchée  du  radical  \/a* — b *' 

Pesant  donc 


\ a' — b ^C’—aa-p-fib, 

et  supposant  qu’il  s’agisse'de  déterminer  « et  /S  jtour  l’intervalle 
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compris  depuis  •i  = fc=cot'Fjusqu’à-|-=A’=cot<F’;nousaurons 

à considérer  (fig.  106)  l'hyperbole  équilatérale  cnm  représentée  par 
l'équation  a 3 — 6J=cJ,  et  ayant  oc— -c  pour  un  demi-axe  réel , ou 
plutôt  la  portion  mpn  de  cette  hyperbole,  comprise  dans  l’angle 
aob  des  ab  positifs,  depuis  la  droite  an  formant  avec  l’axe  oa 
l’angle  noc  'F,  jusqu'à  la  droite  om  formant  avec  le  même  axe 
l’angle  moc  = ll'.  Or,  d’après  ce  qui  précède,  toute  la  difficulté  de 
la  question  consistera  à trouver  l’équation  de  la  droite  m”n”  qui 
divise  en  deux  parties  égales  l’intervalle  compris  entre  la  corde 
mn  de  l’hyperbole  et  la  tangeute  parallèle  la  plus  voisine  mV  ; car 
cette  équation  devra  être  identique  avec  l’équation  c = aa-|-/£6, 
et  la  limite  de  l’erreur  aura  pour  valeur,  le  rapport 

nn’’_  ori  — Orî  ■ 

on”  o fi  ’ Or,  ori 

n,  rf  /f  représentant  les  intersections  respectives  de  Taxe  oa  avec 
les  droites  mn,  m'n\  m"n ” suffisamment  prolongées. 

Nommons  o’,  6’  les  coordonnées  de  m,  a",  6”  celle  de  n,  l’équa- 
tion de  la  droite  indéfinie  mn  sera 


6—6  = 


6’-  6”,  „ t 6’ — 6"  ,6’-  6” 

—(a— a),  ou  b—  a + b -a  — 


a — a 


a — a 


de  plus  on  aura,  pour  déterminer  a\  b\a",b"  en  fonction  de  ^F,  'F 
et  c,  les  relations 

4=cot»F,  ÿ=cot .Y,  q’’-6’J-c’,  a’”-6’’J-c» 
desquelles  ou  tire 

• ■ > v 4 

6’— 6”_  q’-t-a”  Vl— tangnF+Vï- tang *F’  ^ 

a’ — q”  6’ 4-6”  tang'FV1- 1 langS|F,+tang'F,Vl— tangJ^'* 

Observant  que,  dans  cette  expression,  tang  ^ et  tang 'F’  ne  sauraient 
surpasser  l’unité,  ou  posera  pour  la  simplicité, 


, . 6’ — 6”  siuw-4-sini,’ 

tang  >F-cos«,  tang  F coso, , d ou-^r— s - f ^ 
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On  trouvera  pareillement  et  dups  les  mômes  hypothèses, 
L,  b’—b"  _ _ i— cos(<a+w’) 

0 A ; ^7  — C ■ : j • 

o — a sm(cü-f-oj) 


Ces  expressions  sont  susceptibles  d’étre  ramenées  ii  une  forme 
plus  simple  encore,  en  posant  de  nouveau, 

w' — &)=(î  ; 

on  obtient  en  effet,  par  les  transformations  trigonomélriques , 


6’ — i"  siiiw-j-sini»’  cos# 
a' — o"  sin  (»  -j-  u')  cos»' 


i — COS(!»-f-<“’)_ 
sin(u>-j-u’) 


— tang»; 


au  moyen  de  quoi  l’équation  de  la  corde  mn  devient 


b 


cos  J 

a — tangue. 

cos  u 


Reste  à trouver  celle  de  la  tangente  mV  qui  lui  est  parallèle.  Or, 
il  est  évident  que,  pour  l’obtenir,  il  ne  s’agira  que  d’écrire,  dans 
la  précédente,  que  m coïncide  avec  n ou  que  lJK’  =*  qr  t,>  =u>  et 
partant  à =0  ; u acquérant  ainsi  une  valeur  inconnue  <u  que  nous 
représenterons  par  u’.  On  obtient , d’après  cette  considération , 
pour  l’équation  de  la  tangente  mV 

6= — rO — tana  o’c 
coso 

dans  laquelle  on  a pour  déterminer  a\ 

t cos J , coso 

7= ou  cosu= r , 

cosu  COSU  cosu 

puisque  la  tangente  doit  être  parallèle  à mn. 

D’après  cela , on  aura  évidemment  aussi  pour  l’équatiou  de  la 
parallèle  équidistante  m”n”, 

cosj  c , 

^rôs7a~¥(ta,,g<,+  ta,,g7  )’ 

Cette  équation  devant  être  idendique  à celle  c—aa  r (3b,  on  eu  dé- 
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duit  finalement 

* „ 2 Scosffcoso’  2eos*o 

” tang7-4-tang^’  sin  (a-f-o’)'==  cosdsin(a-{-3’) 

2cosj 2 cos  Jcosq’  2 cos  a* 

cos j(tang a-^-tang a)  sin (a+a’)  ~sin(a-{-a’)’ 


Quant  à la  limite  e des  erreurs  proportionnelles  qu’on  risque  de 
commettre,  on  la  trouvera  en  observant  que  les  équations  ci- 
dessus  des  droites  m n et  m’ n’  donnent,  en  y fesant  6=0, 


0>]=C 


tanga  cosa 
cosd 


sin  a 
C .“» 
cosj 


o>j’=csina'. 


et  partant 

or— or sina — sin  a’  cosd  sin  J — tang  a’  cos  a sin  (a — a’) 

e oij-j-oi/^sin  a-f-sin  a’  cosd  si  n a -f- tan  g a’ cos  a sin(a-f-a’) 

Marche  à enivre  dans  les  calculs  numériques. 

Toutes  ces  quantités,  comme  on  voit,  se  calculeront  aisément  au 
moyen  des  tables  trigonométriques. 

A cet  effet,  K’  et  K étant  les  limites  supérieure  et  inférieure  du 

rapport  de  sorte  qu’on  ait  f’<  ^<Tt,  ou  K tout  au  plus 
égal  à t,  on  calculera  les  angles  w et  «’  au  moyen  des  relations. 

* log  cos  w’=10— log  K’, 

w=ai'c^cos=|rj',  !»’=ar(|cos=  [*,j,  ou  log  cos  w=10— log  R,  * 

après  quoi  on  déterminera  facilement  les  angles 

w’-M»  , où’ — w 

7= a > °= S > 

2 2 

et,  par  suite,  l’angle  a’  donné  par  la  relation 

cos  q’="C°S%,  ou  log  cos  a’=104-log  cos  a— log  cos  d. 
cos  o 

Connaissant  a,  a'  et  6 ainsi  que  les  logarithmes  de  cosa  et  de  cos  d, 
on  n'aura  plus  qu’à  chercher  dans  les  tables,  les  logarithmes  de 
sin  (a-j-o),  sin  (a— a),  pour  obtenir , par  de  simples  additions  ou 
soustractions , ceux  de  a , /3  et  e. 
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Exemples  particuliers  et  idées  des  limites  de  l'approximation. 

Afin  d’acquérir  une  idée  des  limites  entre  lesquelles  il  est  avan- 
tageux de  substituer  la  fonction  aa-{-/36  au  radical  a' — 6',  nous 

supposerons  d’abord  que  l’on  ait  K— I,  K’=un  nombre  quelcon- 
que plus  grand  que  l’unité;  ce  qui  revient  à* admettre  qu’on  doive 
prendre  les  valeurs  du  radical  depuis  a— b où  il  est  nul , jusqu'à 
n—  * b où  il  se  réduit  à a.  Or,  cette  supposition  donnant 

oi=H),  à=^«’,  cosa’=l,  o’— 0,  s=t, 

on  voit  que  les  erreurs  commises  pourraient  devenirégalesà  la  valeur 
même  du  radical  quand  a serait  égal  à 6 ou  que  b serait  nul  etc., 
ce  qui  n’est  pas  admissible;  mais,  quelque  près  que  K soit  de  l’unité, 
pourvu  qu’il  soit  plus  voisin  encore  de  K’,  on  pourra  toujours  trou- 
ver une  expression  linéaire  suffisamment  approchée  de  \/ a' — 6\ 

Supposant,  par  exemple,  K=l,01,  K’=l,02  ou,  ce  qui  revient 
au  même  supposant  qu’il  s’agisse  de  prendre  la  valeur  de  \ a'— b' 
depuis  a=l,01  b jusqu’à  a=l,02  b,  on  trouvera 

=3" — 1 T — 50”, 607,  <j=9°— 43’— 5’’,347,  8’—  43”, 

63  et  £=*0,0309, 

de  sorte  que  l’erreur  commise  serait  au  plus  ~ de  Va*  D’- 
Quant aux  valeurs  de  a et  de  /S,  elles  seraient,  dans  les  mêmes 
hypothèses, 

«=6,09718,  /3 =6,0197. 

On  a donc,  à moins  de  ^près,  pour  l’intervalle  compris  depuis 
o=l,0i  6 jusqu'à  a=l,02  b, 

V o*— 6*=6,097o— 6,02  b. 

A mesure  ensuite  que  la  limite  supérieure  K du  rapport  de  a à 
b s’éloignera  de  1,  la  limite  inférieure  K’  pourra  elle  même  s’en 
éloigner  de  plus  en  plus  en  s’approchant  de  l’infini,  'sans  qu’on  ait 
à craindre  des  erreurs  graves  sur  l’approximation  linéaire  du  radi- 


Digitized  by  Google 


— 535  — 


cal.  Supposant,  par  exemple,  K’=  * ou  cos  «=0  et  K 1 , t , on 
aura  , 

cü’=90°,<u=24°— 37’— 28”,?=57°— 18’— •44r”,cosCT’=cotcr,a,*=50‘,-5’, 
partant  e=0,  4319,  a=t , 1319=1 — e,  jS=0,72636. 

On  a donc  \A*’  — 6*=1, 1319a — 0,72636  6, 

à moins  de  ^ près  pour  toute  l'étendue  comprise  depuis  6=0  jus- 
qu’à 6=0,91  a environ. 

On  trouvera  de  môme  que,  depuis  6=0,  jusqu’à  6=*  ou  de  a 
infini  jusqu’à  «=26,  on  a,  à moins  de  0,0186  ou  ~ , 

1,018623  a— 0,272944  6. 

11  serait  inutile  de  pousser  plus  loin  cet  examen  , attendu  que, 
dans  les  applications  de  la  mécanique  aux  machines,  les  radicaux 
de  la  forme  Va1 — 6*  sont  rarement  à considérer. 


Approximation  linéaire  des  radicaux  de  la  forme  '\/o2-}-6,  -fc*. 


Nous  en  dirons  autant  de  ceux  de  la  forme  ^/a*-f-6'-j-c*  qui 
représente  la  résultante  de  trois  forces  rectangulaires  entre  elles 
et  situées  dans  l’espace.  D'ailleurs,  si  l'on  connait  les  limites  entre 
lesquelles  demeurent  compris  les  rapports  des  composantes  a,  6,  c 
ou  de  leurs  résultantes  partielles  o’-f-ô1  etc.,  on  pourra  toujours 
ramener  ce  cas  au  premier  de  ceux  que  nous  avons  examinés  dans 
cette  note.  Connaissant , par  exemple,  les  limites  entre  lesquelles 

se  trouvent  compris  les  rapports  de  a à 'sJ b'-j-c * et  de  6 à c , on 
aura  successivement 

'\Za,-j-b,-i-c,-^aa-j-/3\/b,-^c’=iza-{-/2(a’b-j-/5'c)—aa- f-  /3a’6+/5/3’c , 
a,  13,  a' p étant  des  nombres  obtenus  comme  cela  a été  expliqué 
précédemment;  mais  ici  les  erreurs  partielles  relatives  à chaque 
opération,  pourront  bien  s’ajouter,  et  si  l’on  représente  par  3 et  3' 
les  limites  des  erreurs  respectivement  commises  dans  la  première 
et  la  seconde  de  ces  opérations,  la  plus  grande  erreur  absolue 
qu’ou  risque  de  commettre,  sera  évidemment  exprimée  par 
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quantité  plus  petite  que  ($+&$) a* 

En  particulier,  si  l’on  sait  seulement  que  a*>  6l~f-c3  et  ft*j>  e*, 
on  aura 

o=*a’=0,96,  /3^=rO,4,  cW-=0, 03954, 
et  la  limite  de  l’erreur  qu'on  risque  de  commettre  sera , en  obser- 
vant qu’ici  a3  (63+ca),  au-dessous  de  la  quantité 

| VW  ) — 0,0507 Va*+**+«*» 

UTote  II. 

SCR  LE  MOMENT  TOTAL  ET  LE  BRAS  DE  LEVIBR  MOYEN  DES  RÉSISTANCES 
DANS  LA  VIS  A FILETS  CARRÉS  OU  TRIANGULAIRES  ET  LES  CÔNES  DE 
FRICTION. 

Recherche  du  moment  total  des  résistances  dans  l'hypothèse  où  la 
charge  se  trouverait  répartie  proportionnellement  à l’étendue  de 
la  projection  des  éléments  hélicotdes,  sur  un  plan  perpendiculaire 
à l'axe 

La  question  à traiter  dans  cette  note,  consiste  à rechercher  la 
somme  des  moments  du  frottement  sur  les  différents  éléments  hé- 
licoïdcs  dont  se  compose  la  surface  du  filet  de  lavis.  Nous  commen- 
cerons par  rappeler  succinctement  la  solution  que  nous  en  avons 
donnée  dans  la  lithographie  de  l’année  1826,  en  prenant  pour  base 
les  considérations  du  n°  92,  et  en  admettant,  comme  on  le  fait  or- 
dinairement, que  la  charge  Q,  qui  agit  parallèlement  il  l’axe  de  la 
vis  soit  distribuée  sur  les  éléments  hélicoïdes  de  celte  vis,  propor- 
tionnellement à l’étendue  de  leurs  projections  sur  un  plan  perpen- 
diculaire à cet  axe;  ensuite  nous  essaierons  d’en  donner  une 
solution  fondée  sur  des  hypothèses  qui  nous  paraissent  plus  con- 
formes à la  nature  physique  des  corps. 

Considérons,  pour  plus  de  généralité,  lavis  à filets  triangulaires 
qui  nous  a occupés  aux  n01  9 , 12, 92  et  suivants;  conservant  d’ail- 
leurs toutes  Jes  conventions  et  dénominations  du  premier  de  ces 
numéros;  nommant,  de  plus 

r’  le  plus  grand  rayon  des  filets , 
r”  le  plus  petit  de  ces  rayons  ou  celui  du  noyau , 
d Q la  portion  de  la  charge  totale  Q,  qui  agit  sur  l’élément 
hclicoïdc  ayant  pour  projection  horizontale  la  couronne  circulaire 
dont  r est  le  rayon  moyen,  dr  la  largeur  et  2 7r  r d r la  surface. 
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dp  la  portion  de  la  puissance  horizontale  p,  qui  faitdirectement 
équilibre  à la  charge  Q et  au  frottement  qu’elle  fait  naître  sur 
l’élément  hélicoïde  considéré;  il  est  clair,  d’une  part,  et  d’après  la 
supposition  ci-dessus,  que  la  charge  élémentaire  dQ  aura  pour 
expression 


dQ- 


2-rrfr 


7T(r’“— r”3) 


Q- 


2 rdr 


r — r 


Q; 


d’une  autre,  que  la  puissance  dp  qui  lui  correspond  sera  donnée 
par  la  dernière  des  relations  du  n«  92 , en  y remplaçant  Q et  p par 
dQ  et  dp.  On  aura  donc 

d — Asinfc'V' h J-f47r3r;)-}-27tr/\  /rsin*ft-f- 

airrsinftVA’-l-^Ti’r* — fh\  A*sin 2 b +4n “r1  ’ 


et,  par  suite,  pour  le  moment  total  des  puissances  dp,  dont  p serait 
le  bras  de  levier  moyen  ; 


PP=jrdp=r 


2Q  f /tsin&\/AJ4-4TrV-f-27rr/  \ h'&mb+ir.V 
’ ^mrsinbW h,sia‘b-\-iTCr‘ 


Cette  formule , due  à M.  Persy , se  ramène  aisément  aux  trans- 
cendantes elliptiques,  et  elle  n’est,  en  conséquence,  point  intégrable 
en  quantités  finies  ; mais  le  fut-elle , on  aurait  peu  à gagner  à en 
rechercher  l’expression  générale , à cause  de  sa  complication.  On 
doit  ici  se  borner  à une  simple  approximation  ; or,  si  l’on  met  la 
fraction , comprise  sons  le  signe  d’intégration  , sous  cette  forme 

cot  a V 1 + co  tsa + sin  ’tcota 
■V  1-f-cot'a Ar  cot  a Vl  + sin  cot3a 

sm  o 

puis  qu’ayant  posé 

1 j£ï-Â  cot°=~=*,  sin6==6’;  cos 6=A", 


on  la  développe  en  série  suivant  les  puissances  ascendantes  de  z, 
qui  est  toujours  moindre  que  l’unitét  elle  deviendra 
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xVi4-*a4-fVi+&’V 

Vl+z'— 


= A„+ A, 


* 


série  dans  laquelle  on  a 

a .-r.A.-^d+n  - ïP>"\ a^u +n  - Jr***  ~\r- ^ 

A,=l  -i-f\  A ,=f(l  +r*)-/,,r-,  Ai=p  (l+/’-)_2/-<A^*,’ 


et  qui  est  tellement  convergente,  pour  tous  les  cas  d'application, 
qu’il  sera  suffisamment  exact  d’en  retenir  seulement  les  trois  pre- 
miers termes.  Substituant  donc  cette  série  à la  fraction  qu'elle  re- 
présente dans  l'intégrale  ci-dessus,  et  intégrant  ensuite  de  r’  à r”, 
après  avoir  remplacé  également  z par  sa  valeur  on  obtiendra 
finalement 


* h h'  r’ 

~ — rr  log  — A3  4-  etc. 

2r  Ji*(r’*— r’  *)  e r r 


PP1frdp^~r  Q^+^A,^^A~QA,  +i 


nouvclle  série  dont  il  suffira  également  de  retenir  les  trois  premiers 
termes  seulement , et  qui  fournit  des  valeurs  de  pp  qui  diffèrent , 
en  général , très-peu  de  celles  qui  se  concluent  directement  de  la 
formule  du  n°  92  du  texte. 


Cas  particulier  de  la  vis  à filets  carrés. 


Supposons,  par  exemple,  b'  ou  sin 6 = 1 , ce  qui  se  rapporte  au 
cas  de  la  vis  à filets  carrés , il  viendra 

/w.  w,  a,=i  +r,  a3=/{i +/•*),  A5=Hi+n,  a<-=h*  +n.  etc. 

valeur  rapidement  décroissante  et  dont  la  loi  est  manifeste  ; on 
aura  donc 


*+'•<’+« -fr,r^r-)  ■-»?+«*• 


P^^iü^m+(1+nÀa+m+n_^_. 


Mais  il  est  aisé  de  reconnaître  que , dans  le  cas  particulier  qui  nous 
occupe , l'intégrale  est  susceptible  d’une  expression  finie  ; car  on 
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obtient,  soit  par  la  sommation  des  derniers  termes  de  la  série  ci- 
dessus  , soit  directement  par  la  considération  de  la  forme  ration- 
nelle que  prend  alors  cette  intégrale. 


* 63  (l2nr'—fh\ 

On  a,  en  effet,  ici,  à cause  de  sin  6=1  (91). 

n | dr 

-lu’  r4jf(27t r-fh)  i ’ 

+h  tr+l* 


intégrale  qui,  prise  depuis  r=r"  jusqu’à  r=r',  redonne  évidemment 
le  résultat  qui  précède. 


Cas  particulier  des  cônes  de  friction. 


Considérant  encore  le  cas  de  A=o,  qui  se  rapporte  (95)  aux  cônes 
de  friction  ou  aux  surfaces  coniques  frottantes , il  viendra  , sur  le 
champ , 

2 r’-+rV’+r’’>  „ 2 r’’-frV”-f r"‘  flj  . 

PP — 5"  r'-f-r"  ^ 5 r’-j-r”  sin  6 ’ • 

et,  comme  on  a aussi , dans  les  hypothèses  actuelles  (9i), 

_ fdQ  m (rdr  IQ 

P / sin  6 r’*— r”7  sin  6 sin6  ’ 

il  en  résulte , pour  la  valeur  du  bras  de  levier  moyen  du  frotte- 
ment , 

2 (r’H-rV’+r”*) 
f~  r’+r” 

expression  qui  est  la  même  que  celle  du  bras  de  levier  moyeu  des 
couronnes  circulaires  frottantes  (il). 
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Quant  à la  valeur  du  bras  de  levier-  moyen  p du  frottement  dans 
le  cas  général  des  vis  à filets  triangulaires  ou  carrés , on  l'obtien- 
drait pareillement  en  calculant  d'abord  la  valeur  de  p pour  la  re- 
lation 


puis  divisant  par  cette  valeur,  celle  de  p p obtenue  ci-dessus;  mais 
res  calculs  seraient  absolument  sans  intérêt. 

Réflexions  critiques  sur  l'hypothèse  qui  sert  de  base  à la  solution 
précédente. 

En  effet , l'hypothèse  sur  laquelle  ils  se  fondent  et  qui  consiste 
à supposer  que  la  charge  Q se  distribue  uniformément  sur  la  sur- 
face de  la  projection  horizontale,  cette  hypothèse  est  trop  précaire 
pour  qu'elle  puisse  conduire  à des  résultats  rigoureux  dans  les  ap- 
plications, et  elle  ne  parait  pas  même  appuyée  de  considérations 
physiques  plausibles  A la  vérité,  il  semble  assez  naturel,  au  premier 
aperçu,  de  l’admettre  pour  le  casdescouronnescirculairesfrottantes 
(-il);  néanmoins  on  remarquera  que  la  supposition  d'une  réparti- 
tion uniforme  de  la  pression  sur  les  éléments  des  surfaces  en  con- 
tact, entraîne  forcément,  avec  elle,  la  conséquence  d’une  intensité 
de  frottement  proportionnelle  à l’étendue  de  ces  éléments,  et  par 
conséquent  d'une  altération,  d'un  usé  d'autant  plus  rapides  que 
ces  mêmes  éléments  sont  plus  éloignes  du  centre  de  rotation  ou 
parcourent  de  plus  longs  chemins.  Or,  cette  irrégularité  de  l'usé 
ne  peut  se  concilier  avec  l'hypothèse  de  la  répartition  uniforme  de 
la  pression,  à moins  de  supposer  que  les  parties  voisines  de  l’axe 
ne  s'affaissent  progressivement  ou  ne  se  refoulent  réciproquement 
de  manière  à rétablir  sans  cesse  l’égalité  du  contact  ou  de  la  com- 
pression du  centre  à la  circonférence;  ce  qui  n’est  pas  admissible 
en  général  pour  toute  espèce  de  corps,  ou  pour  tous  les  modes 
d'action  de  la  force  qui  produit  la  compression  dans  le  sens  paral- 
lèle à l’axe  : il  y a tout  lieu  de  croire,  au  contraire,  que,  dans  la 
plupart  des  cas,  la  pression  et  le  degré  de  rapprochement  des  sur- 
faces frottantes  seront  plus  grands  vers  le  centre  qu'à  la  circonfé- 
rence, de  sorte  que  le  bras  de  levier  moyeu  du  frottement  et  par 
conséquent  son  moment , seront  aussi  plus  petits  que  ne  le  corn- 
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portent  les  formules  (41)  déduites  de  l’hypothèse  dont  il  s’agit; 
mais  comme,  en  définitive,  on  est  obligé  de  négliger  , dans  les  cal- 
culs, une  foule  de  circonstances  qui  tendent  à augmenter , d’une 
manière  plus  ou  moins  sensible,  l'influence  des  résistances  passives, 
il  ne  saurait  y avoir  aucun  inconvénient,  pour  le  cas  des  surfaces 
planes,  d’admettre  la  supposition  qui  donne  la  plus  grande  valeur 
au  moment  de  ces  résistances. 

On  voit  d’ailleurs  que  la  loi  de  la  distribution  des  pressions  dé- 
pend essentiellement  de  la  constitution  physique,  de  la  forme  des 
corps  et  du  mode  d’action  des  forces;  de  sorte  qu’on  ne  peut  rien 
préjuger , à l’avance  , sur  la  nature  de  cette  loi  ni  même  sur  celle 
de  la  proportionnalité  du  frottement  à la  pression  pour  les  diffé- 
rents éléments  des  surfaces  en  contact , loi  qui  n’a  été  jusqu’ici 
constatée  que  relativement  aux  corps  qui  glissent  l’un  sur  l’autre 
dans  une  direction  invariable  : c’est  évidemment  par  des  expé- 
riences du  genre  de  celles  entreprises  par  l’illustre  Coulomb , sur 
le  frottement  des  pointes  de  pivot  {*),  qu’on  pourra  arriver  à la 
découverte  de  ces  lois,  dont  l’importance  et  l’utilité 'pratique  ne 
sauraient  être  mise  en  doute. 

Hypothèse  sujette  à contestation. 

Quoiqu'il  en  soit,  et  en  admettant  même  comme  vraie,  l’égalité 
des  pressions  sur  les  éléments  égaux  des  surfaces  frottantes,  ce 
qui  revient  à supposer  constante  la  pression  sur  l’unité  de  ces  sur- 
faces, on  n'en  est  pas,  pour  cela,  autorisé  à admettre,  dans  le  cas 
de  la  vis  à filets  triangulaires,  que  la  charge  se  distribue  propor- 
tionnellement à l’étendue  de  la  projection  horizontale  de  chaque 
élément,  comme  nous  l’avons  fait  précédemment;  car  l’inclinaison 
de  ces  éléments  variant  avec  leur  position  par  rapport  à l’axe,  cela 
revient,  dans  le  fond,  à supposer  une  inégalité  effective  de  la 
pression  normale  sur  l'unité  de  surface  de  ces  mêmes  éléments , et 
notamment  une  pression  d'autant  plus  petite  que  chaque  élément 
se  trouve  moins  incliné  ou  se  rapproche  davantage  de  la  direction 
verticale  qui  est  celle  de  l’axe  de  la  vis-  Or  il  y a d’autant  plus  lieu 
de  ne  point  admettre  cette  supposition  que , d'après  les  réflexions 
ci-dessus,  il  semble  naturel,  au  contraire,  de  penser  que  les  pres- 
sions des  parties  voisines  de  l’axe  et  qui  tendent  à s'user  le  moins 

C)  Voyez  le  recueil  de  divers  Mémoires  de  cet  auteur,  public  par  M.  Ba- 
chelier , libraire  , sous  le  titre  de  Théorie  des  Machines  simples. 
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rapidement,  devraient  être  supérieures  à celles  des  parties  qui  en 
sont  éloignées. 


Solution  générale  dans  cette  nouvelle  hypothèse. 

Pour  trouver,  d'après  la  considération  d’une  pression  constante 
sur  l'unilé  de  surface,  la  valeur  de  la  puissance  p qui  fait  équilibre 
au  frottement  et  à la  charge  Q de  la  vis,  dans  la  supposition  la  plus 
générale,  nous  reprendrons  l’analyse  du  N»  97,  et  appelant  n cette 
pression  constante  pour  les  différents  éléments  hélicoides  do  la  vis 
et  de  l’écrou , nous  remarquerons  que  l’aire  de  l'élément  qui  a pour 
projection  horizontale,  la  couronne  circulaire  imrdr,  de  rayon  r et 
de  la  largeur  dr,  est  mesurée  par  l’expression 


2 r.rdr 
sin  y 

attendu  que  y est  l’angle  d'inclinaison  constante  de  cet  élément  sur 
l’axe  de  1 a vis.  Par  suite,  la  pression  normale  et  totale  dN  , sup- 
portée par  ce  même  élément,  aura  , de  son  côté,  pour  expression 

dN^TÉL- 

suif 


substituant  cette  valeur  et  dp,  dQ  à la  place  de  N,  p et  Q dans  les 
équations  du  numéro  cité,  on  aura 

dQ—n  fenrdr- f ^COs6rdr  - -fficosarrfr  ) 

\ siny  siny  / 


j sin^rdr 

dp=tl.  2j7 

\ siny 


. , sina 

-p  2/71  — ; rdr 


sin  o 


ou,  en  mettant  pour  sin  a,  cos  a,  sin  f,  leurs  valeurs  en  fonction  de 
r (92),. 


rdp= n(  h rdr 

^ 1 Slll  O 


A/A’sin^-MaV  \ 

~~  7 t -r'dr  • 


intégrant  ces  différentes  expressions  depuis  r—r"  jusqu’à  r—  r,  en 
considérant  n comme  constante,  la  première  donnera  la  valeur  de 
n ; substituant  ensuite  cette  valeur  dans  les  deux  autres  , elles 
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donneront  celles  de  p et  du  moment  total 
ces  horizontales  p. 


des  poissa n 


Cas  particulier  des  cônes  de  friction. 

Considérant  d’abord  le  cas  particulier  des  surfaces  coniques 
frottantes,  on  fera  h—o  dans  les  équations  ci-dessus,  qui  donne- 
ront , par  l'intégration 

* r^  + rr^r^  fQ 

r’-j-r”  sin  6 -j-/ros  h 

„ Q /Q  r”  j 2 * 

7t(r  j — r )(1  +/cotA)  v sinfr-j-feosô  gt  5 

r 


La  valeur  de  p s’accorde  ; comme  on  voit,  avec  celle  qui  a été  pro- 
posée , pour  le  même  cas , dans  le  N°  95  ; de  plus , le  rapproche- 
ment de  cette  valeur  et  de  celle  de  pp,  montre  que  le  bras  de  le- 
vier moyen  du  frottement  doit  être  ici  calculé  par  la  formule 

2 r’3-fr’r”-| -r”a 

' = 3 - Ï+S ’ 

qui  appartient  aux  couronnes  planes  circulaires  (41)  ; enfin  cette 
expression  de  p est  aussi  celle  qui  a été  trouvée  précédemment 
dans  l’hypothèse  où  la  charge  Q se  trouverait  répartie  uniformé- 
ment sur  la  projection  horizontale  de  la  surface  frottante  des 
cônes , ce  qu’on  devait  prévoir  à priori , puisque  l’inclinaison  des 
génératrices  de  ces  cônes  étant  constante,  les  pressions , pour 
l’unité  de  surface  des  parties  frottantes  et  de  leurs  projections  sur 
un  plan  perpendiculaire  1 l'axe,  doivent  aussi  être  entre  elles  dans 
un  rapport  invariable. 

Cas  particuliers  de  la  vis  à filets  carrés. 

Considérons  encore  le  cas  simple  de  la  vis  à filets  carrés  pour 
lequel  6—90*  ou  cot.  6=o , sin  6=1 , on  aura , après  avoir  intégré 
les  valeurs  de  dQ , dp  , rdp  de  r=r”  à r =r’, 


*/r" 

/ rdp-^pf=Qr 


J6(r’+r’’)-f- |/i:(r’1-f-rV'+r’’-’) 


r(r’2 — f'-’)—fh(r—r”) 


p-Q 


r-  (r’-f-r”) — [h 

H/-(r’-fr")  » 

rc(r’-f-r”) — [h  ' 
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l'esant 


« , r"\  r 2 (r’.-frY”-|-rrt') 

_(r-(-r  )— r„  3 p,, 

les  expressions  de  p et  de  pp  prendront  la  forme  Irès-simple 

p-Q-y^r.  PP~ O-^'" 


Jitr, — fk  ' rr  w inr—lh  ’ 

d’où  l’on  déduit , pour  l’expression  du  bras  de  levier  moyen  c des 
puissances  dp , 

h+ifrp 

1 A-i-2/Trr,  " 


valeur  qui  se  confond  sensiblement  avec  celle  de  r,  quand  r,  diffère 
lui-même  très-peu  de  pr 

j fj 

Supposant,  par  exemple , r’ — r”  au-dessous  de  -y  r,  ou  r’  < ' r” 

on  aura  p,=rt  à moins  de  près(41)ccqui  justifiela  méthode  du 
calcul  proposée  dans  le  texte  (90)  pour  la  vis  à filets  carrés , 
puisqu’ici  d’ailleurs  la  valeur  de  p est  précisément  celle  qui  cor- 
respond au  filet  moyen  dont  r,=y(r’-J-r”)  est  le  rayon. 


Recherche  des  intégrales  relatives  au  cas  général  de  la  vis  à filets 
triangulaires  par  les  considérations  de  la  note  première. 

Revenons  maintenant  au  cas  général  de  la  vis  à filets  triangu- 
laires : on  aura  d’abord,  pour  calculer  la  valeur  de  la  pression 
n sur  l’unité  de  surface  de  ces  filets 


*/’r  \/  A’sin'6-f- irrT’ 
b V è’-f-irr’r'  \ 

Q=n|ît(r’'—  r’-)  -\-f  col  bj  \fh'sm*b-\-  ir.'r'dr * 

r’ 

et  ensuite,  pour  déterminer  p et  pp, 


Zfr  rV  ù'sin^-j-^Trr3  ^/ 
VùJ+47r*r*’ 
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V A'sii \'b-\-iir>r,  ^ 

\fha+Wrà 


Reste  à trouver  la  valeur  des  intégrales  qui  entrent  dans  ces  di- 
verses expressions;  or,  on  a immédiatement 


*(2jrr  4-VAasin36+4ffV  ). 

j,\J A’sin36-|-47:V  dr  — ^r  ^ h2sinQ  6 -j- irt*  r1 — r log* 

Posant  ensuite  A»-}-4jr’ra=/i3cos:!è;rl,  il  viendra 

*jx y’x3— 1 — logtx-f-V*’-  * ) 


\/^asin2W-47r2ra  , h3cos  Qb 
— rdr= 


/V  n sm 


-j-4ît3ra 


4jra 


- J dx\/x3 — 1 


fc3cosa6  * 

8k* 


et  par  conséquent 


*h  6 ■ log  \/hWb+Wr4  ; 

^VA3sm,6-f4ff^lrrfr==  1 \/h’+.jn=ri\/h\in>b-\-in’r*'-- 
' ^/h*+iK*r*  *z 


cette  intégrale  et  la  précédente  devant  toujours  être  prises  depuis 
r=r”  jusqu’à  r=r\  et  le  logarithme  qui  entre  dans  la  dernière 
étant  hyperbolique. 

Quant  aux  deux  autres  intégrales 


/’\/fc,sin,6-j-47r,r’  ^ /‘\A’sin,t-f-4R‘r*  ^ 

on  se  convainct  aisément  qu’elles  dépendent  des  transcendantes 
elliptiques,  et  ne  peuvent  s’obtenir  en  quantités  finies  ordinaires, 
de  sorte  qu'on  doit  se  contenter  de  les  évaluer  par  approximation. 
A cet  effet,  on  remarquera  qu  à cause  de  cot  a.  on  a 


h da 

r 2tt  cos*a  ' 


VA-sin-è+4r’r-_^ 
\ A*-f-4r’r’ 


44 


— im- 


posant, d’après  la  note  première, 


V t -f-cot*  6 sin'o-o-fH  cot  6 sin  a , 


il  n tendra 


*A(asin6tang«+/3-^-), 


/ * +/5  * Lco.6 / 

/ Vi^+mv-  2ff  / f0Sa  2*  / 


sin  orfa  * 


II  iO  cos  ^ I 

<asin6  tang’a  4-— — — (tanc’a — 2)  ' ; 

! coso  ( 


/■v/A'sin’64-47r,r*  A’  | . ,/sinWo  t/sin3adal  A’  * 


\ A*-j-4~’r 

intégrales  qu'il  faudra  prendre,  à leur  tour,  depuis 
cot  a=  cot  °”=="2~'7t  » jusqu’à  cot  a=cot  a’  = -^,- , 


Limites  de  V approximation. 

Quant  au  degré  d’approximation  ainsi  obtenu  , on  remarquera 
que  la  limite  supérieure  de  l’erreur  qu’on  risque  de  commettre, 
en  remplaçant  \/l+cot'Asin;a  par  a-{-/3  cot  6 sin  a,  répond 
(note  P*)  aux  plus  grandes  valeurs  que  puisse  recevoir  cot  b sin  a 
dans  les  applications , c'est-à-dire  , (98)  à col  fc=  t . Mais  la  valeur 
des  intégrales  ne  devant  être  prise  que  de  cot  a”=2~  à cot  a’-. 
J~r , et  la  première  de  ces  limites  demeurant  toujours  au-dessous 

*'•<’  j|  ^ 

de  l’unité  et  la  seconde  au-dessus  de  •=  on  voit  que  les  plus 
grandes  valeurs  de  la  quantité  cot  6 sin  a qui  entre  au  carré  sous 
le  radical  ci-dessus  demeureront  comprises  entre  sin  a=^\/  2 et 
sin  a=^ff===  - ~ZÜ\-  „ ”0>3\/Ï0ouentre0,707U  ct94865. 
Posant  doue,  apres  la  noie  lrt 

T— arc  tangO, 94866=43»— Î8’— ÏS^SS,  f=«rc  tang  0,707 U =315» — 1 8’—  »r,S8, 

on  trouvera 

cosi(>W’}  sinicF-pp’) 

« = =0,7740  =0,7997. 

cos*j(>F— q-’)  cos’ i- pp — q’) 
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En  calculant,  de  même , la  limite  ‘ de  l'erreur  proportionnelle 
qu’on  risque  de  commettre  en  substituant  * -f-  /3  cot  b sin  a i 
V*  -(-cot*  b sin*a,  on  trouvera 

£=tang*  J ('F — 'F)  =0,00129  <-^-- 


Cette  erreur,  comme  on  le  voit,  restera  toujours  très-faible,  et  elle 
pourra,  sans  inconvénient,  être  négligée  dans  lecasquinous  occupe. 

Néanmoins,  comme  les  intégrales  ci-dessus,  de  même  que  celles 
trouvées  en  premier  lieu,  ne  laissent  pas  cpie  d’être  pénibles  à cal- 
culer, nous  pourrons,  avec  avantage  pour  certain  cas , nous  servir 
de  la  méthode  du  développement  en  série. 

Développement  de  ces  mêmes  intégrales  en  série 


Fesant,  pour  abréger , 


s — ou  cot  a— z,  sin  b=b\ 

Irr 


on  aura  d’abord 


li  ,w+ 


\h'  + Ü?r'_ 
2 ffr 


, -f  4,4-4.  4.4.3  . 1.1 .3.5  . . 

(l-f-i*)*  l+-i-  24i  +2.4.6;  2.4.6.8*  ’ 


séries  essentiellement  convergentes  tant  que  x ne  surpassera  pas 
l’unité. 

Posant  ensuite, 


'VA’sin'A-Utrr*  (l+è’V)*  . , , , . -,  » . 

k / h*  m * 


.1 


V A -f-  l-’r'  (l+x’)ï 

on  trouvera , en  représentant  par  p l’exposant^  des  quantités  ra- 
dicales, afin  de  généraliser  les  résultats  et  de  mieux  mettre  en 
évidence  la  loi  des  coefliciens  a„  a,  a3 , 

1 , a,=-pa-b”),  «<— 

« 1.  2.  3 ' '^1.  2 ll  ' 1 1.  2 ' ' 
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a —• 

i 


* p(p~o-  p(p+h 

4.  2 1.  2 

p(p— <)(p— 2)(p— 5) 

1.  2.  3.  4 


P P<P-f 1)(p4-2) 


2. 


d-6”) 


(1— 


P(P—  1)(P— 2)  P 


1.  2. 


f d-6'6) 


* (l  -”+5)  PjP±ll. , _y-<) , . 

p(p— l)-..(p— a-H),.  . p(p— l)».(p — n+2)  p * 

■"  i.  2.  : ~3  (1_ô  )+i.  <n — i)  • r 

TPlP-l)  P(P+*)--fP+«— 3),.  in\~hP  P(P-H)—(P"f  n"2),, 

‘ L 2 fi  3L.~  (n— 2)  (<-M|-|TT. . . . (r»-4)(U)’ 

ou,  en  remplaçant  p par  sa  valeur  1 relative  au  cas  actuel, 

, a,=-^(l-6'*) , o = ^(I-V<)+1~  1(4-6’*) , 

ï <*  ~ ^“f TB*-**  ’ 


* -2^2^<1-^4-0|-8<1-é’*)’ 


La  loi  de  ces  coefficients  est  manifeste:  ils  sont  alternativement 
positifs  et  négatifs,  et  ils  vont  en  décroissant  6 mesure  que  le  rang 
des  termes  auquel  ils  appartiennent  augmente;  ce  qu’on  peut 
constater  aisément,  même  pour  une  valeur  quelconque  de  p,  pourvu 
seulement  qu’elle  soit  plus  petite  que  l’unité;  car  si  l’on  prend  la 
différence  de  la  valeur  absolue  d’un  coefficient  quelconque  au  sui- 
vant, ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  si  on  les  ajoute  avec  leurs 
signes,  on  verra  6’  étant  au-dessous  de  1,  que  le  signe  du  résultat 
dépendra  uniquement  de  celui  de  la  somme  de  ses  termes  qui  sont 
indépendans  de  6’;  c’est-à-dire,  qu’il  sera  précisément  le  même 
qu’on  obtiendrait  en  faisant  b'  nul  dans  l'expression  des  coefficients 
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dont  il  s’agit.  Or  cette  supposition  rend  le  développement  ci- 
dessus  identique  à celui  de  la  fonction 


,+Tï  K T~  <9  » 

(l+*>  ^ P M 2 1.  2.  3 

dont  les  coefficients  jouissent,  en  effet,  de  la  propriété  énoncée,  et 
doivent  d’ailleurs  être  identiques  avec  les  proposés  quand  on  fait 
6’*=-c  ; ce  qui  donne,  en  général,  la  relation 


*p(p+<)  _ p(p—  O— (P— «-H)  f(P+<)(P+g)  . 

1.  2.  1.  2 (n — 3)  1.  2.  3 "r"' 

P(p— l)...(p— w-fl)  _ p(p— t)...(p-w-{-2).j>  p(p— l)-(p-n+3)* 
1.2 n 1.2 (n— 1)  l-*-  1.  2 (n— 2) 


Tl.  2.  3 n 

± p(p-l)  p(p4-l)-(p-j-w— 3)--p  p(p+l)...(p-fn— 2)* 
1 2 'l.  2 (n— 2)  11.  2 (n— 1) 


dont  la  loi  est  facile  à saisir,  et  qui  mérite  d’être  remarquée  en 
passaut. 

Revenant  à la  série  proposée,  nous  observerons  qu’elle  sera  cons- 
tamment convergente  tant  que  x ou  ^ ne  surpassera  pas  l’unité, 
ce  qui  comprend  tous  les  cas  de  pratique;  substituant  donc  celte 
série  à la  place  de  la  fonctiou  qu’elle  représente  dans  nos  inlégra- 
les,  et  remplaçant,  deumême  le  radical  | /h*  sin*  b*  -f-  4 ff*  r*  par 
son  développement  trouvé  en  premier  lieu , observant  d’ailleurs 
qu’on  a 


2î: 


dz 

— ,rrfr. 


b'  dz 

— — r.r’dr- 
4tt*  Z3 


A»  dz 
8rr’  z*‘  ’ 


et  posant  pour  abréger. 


S * 

,jy  h’sin'b+iix  r\ dr=-  ^’V1+6’V jr  R=  27rr"’R  • 


4-s-^s-.  . 


Vt+3 
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rA/A'Sin’H-4TrV  _Ai*  VH-*»*»  * 


V*a+Vr* 


VH? 


/,: 

on  trouvera,  sans  difficultés, 

• fcV--^|g5^fcV-+^- 

R— rj-(‘  *"  ) I 1 loç  i4-  tyri  *‘<,g  <*—***)  * 

2 „a  ^2  g»  * tî  J >2.4.6  4 

* +{~-*>a,*’’'+ $ 

S = | (^~ ’fl. f log'aj*”a+^ a< *”*+  ^W’6  * 


★ +Ü^£) 


£ 


T-^ïr  «0  + - ^ a«*”6  * 


• +Üzp3  <,*«•+. 


■ T 1(1  <*>3)  , (I — ta)  n . (I — ta)  , (I — ta*) 

l “ , -^T  «.+  “ a«z  + —2 “**  4+  -3-  a6j  6 * 


séries  dans  lesquelles  on  prendra 


si  mieux  on  ne  préfère  calculer  directement  ce  logarithme  , qui 
est  hyperbolique,  au  moyen  de  la  table  placée  à la  suite  de  la  VI* 
section,  et  en  ayant  recours,  s’il  le  faut,  à l’emploi  des  parties  pro- 
portionnelles. 

Les  séries  dont  il  s’agit  seront  rapidement  convergentes  dans  les 
cas  ordinaires  de  pratique,  attendu  que  u sera  toujours  fort  près 
de  x " au-dessous  de  4-  ou  de  4r;  et  comme  les  quantités  a , o , a 

— *>  9 4 6 

qui  donnent  des  signes  alternativement  positifs  et  négatifs 

aux  termes  des  séries  où  elles  entrent,  seront  nécessairement  des 
fractions  assez  petites  de  a0=i,  il  arrivera,  dans  la  plupart  des 
cas,  qu’on  pourra  borner  l'approximation  aux  deux  premiers 
termes  des  valeurs  de  H’,  S’,  T’  et  U’;  substituant  alors  ces  valeurs 
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ou  celles  de  H,  S , T , U , à la  place  des  intégrales  qu'elles  repré- 
sentent dans  les  équations 


*i  i 


— i- 


2 f 


} co3  1 siu  6 

Q==*jir(r,a~  r”,,-j-/col6R — -JJj-T  Unnr”  * 


(R’cosi — T’*”)j , 


H*|r'  - o + s-  s - 1 >•+ -à*  si  • 


obtenues  plus  haut,  on  en  conclura,  sur  le  champ , la  valeur  de  n, 
et , par  suite  , celles  de  p , pp  et  p dont  la  dernière  est  d’ailleurs 
indépendante  de  n. 


Comparaison  des  résultats  que  fournissent  les  nouvelles  formules 
et  celle  du  A'*  97  du  texte. 

I.  Pour  les  inclinaisons  très-grandes  des  filets. 

Pour  apprécier  maintenant  jusqu’à  quel  point  les  résultats  dé- 
duits de  ces  formules,  peuvent  dilTérer  de  ceux  qui  se  rapportent 
à la  formule  du  numéro  97  du  texte , où  l’on  prend  pour  le  bras  de 
levier  de  p,  le  rayon  -i-  (r’— J— r”)  de  l’hélice  moyenne  des  filets  de  la 
vis,  nous  admettrons  les  données  du  premier  des  exemples  traités 
au  N°  98  , d’après  lequel  on  a 

f—  0,1,  6’,=  sin*6=cos*6=^ , cot  0=^-^.,^  ou  /i=|ïT(r’-J-r”), 
h 1 

et  par  conséquent  *"■=>  gZr~->T’  c'rconslancc  <lu*  esl  *a  P*us  dé- 
favorable  possible  sous  le  rapport  de  la  convergence  des  séries  ci- 
dessus,  mais  qui  ne  se  présente  jamais  dans  les  applications  rela- 
tives à la  vis  à filets  triangulaires,  et  qu’on  doit  seulement  consi- 
dérer comme  propre  à donner  une  idée  de  la  limite  des  écarts  que 
peuvent  présenter  les  résultats  des  diverses  méthodes  de  calcul  qui 
nous  ont  occupés.  D'ailleurs  on  voit,  pour  la  valeur  ci-dessus  de  h, 
que  celle  de  z"  s’approchera  d’autant  plus  de  l’unité  que  r’  diffé- 
rera davantage  de  r”  et  qu’elle  l'atteindrait  précisément  si  l’on 
avait  r’=3r";  supposition  inadmissible  dans  le  cas  qui  nous  occupe 
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de  6—45*,  mais  que  nous  adoptons  avec  les  précédentes , afin 
d’obtenir  la  limite  des  écarts  relatifs  à l’hypothèse  qui  consiste  à 
prendre  pour  bras  de  levier  moyen  des  résistances  le  rayon  y 
(r’-f-r”)  ici  égal  à 2r”. 


Fesant  6'*=4~dans  les  expressions  de  « , a , a , a , on  trouvera 

* ° % 4 6 

d’abord 


* o, 0,162964,  a„=0, 151565; 
a.=  l,o,=— 0,25,84=0,21875,  as—— 0,19531 , aa -=0,17723  , s.- 


valeurs  qui  décroissent  continuellement,  mais  d’une  manière  exces- 
sivement lente-  Observant  ensuite  que  z"=i,  w=4j-,  on  trouvera 


* L"=8,2709 , 

log  log. 5=1 ,0986 12,  R’=4, 26137,  S’=3,7923,  r=l,8802,  * 

pourvu  que  l’on  pousse  très-loin  le  calcul  des  termes  qui  entrent 
dans  les  trois  dernières  séries,  dont  les  valeurs,  exactes  h moins 
d’une  unité  de  la  troisième  décimale,  ont  d’ailleurs  été  obtenues 
par  un  procédé  d’approximation  moins  laborieux , mais  dont  l’ex- 
posé général  ne  serait  point  ici  à sa  place. 

Substituant  enfin  ces  valeurs  de  R’,  S’,  T et  0’  dans  les  équa- 
tions en  Q z,  p,  p ci-dessus,  elles  donneront 

p= 0,6703  Q,  ,0=2,0383 r”,  pp=(,3663Qr”. 

D’après  les  résultats  du  N°  98  du  texte,  qui  se  rapporte  aux  sup- 
positions actuelles  ,'on  aurait 

p— 0,66  Q,  p=* (r’+r”)=  2 r”,  po=l,32Qr”, 


ou  voit  donc  que  la  formule  du  n.  97  conduit  à des  valeurs  un  peu 
faibles,  principalement  quand  au  moment  pp  qu’il  est  surtout 
essentiel  de  considérer;  mais  comme  la  différence  relative  à ce  mo- 
ment, ne  s'élève  qu’au  ^ environ  de  la  plus  forte  de  deux  valeurs 
ci-dessus,  qui  doit  être  sensée  la  plus  exacte,  on  pourra,  dans  bien 
des  applications  pratiques,  se  contenter  d'une  pareille  approxima- 
tion, et  se  borner  à l’emploi  de  la  formule  du  n.  97  pour  la  facilité 
des  calculs. 


Digitized  by  Google 


2»  Pour  les  faibles  inclinaisons  des  filets  sur  Vaxe  de  la  et» 

Considérant  maintenant  le  casoù  les  filets  dévisseraient  très-peu 
inclinés  sur  l’axe,  on  supposera,  comme  dans  le  second  des  exem- 
ples du  n.  98,  cot  a—  = 0,04,  et  toujours  cot  b—\,  ou 

sin  6=  i\/2=  7071;  de  sorte  que,  si  la  vis  est  à filets  simples,  on 

M 

aura  r’ — r”=^h,  et  par  suite,  en  combinant  cette  relation  avec  la 
précédente, 

* 2ir”=0’02  ( 1 + ^ j=0, 04268  ; 

r’=l,13409r”,<u=J’=0,88177,logi=M2583,  * 

ce  qui  montre  qu’on  pourra,  sans  inconvénient  pour  l’exactitude  , 
négliger  tous  les  termes  des  séries  de  R’,  S’, T’,  U’  qui  contiennent 
*”  à des  puissances  supérieures  à la  deuxième;  moyennant  quoi  on 
aura  simplement 

* log-a.x”*  = 0,14302  , 

(a 

R,=î(i-,)^5,ogî6’v-°*14314’  s’=ifi-,)a‘+  * 

* a° 'h(;— ' lW”*=0, 15286. 
r=3(i_1]ao+[l_w)aJ*’”=0,13404,  U’=‘(;*-l)  * 

Substituant  ces  valeurs  et  les  précédentes  dans  les  équations  Q,  p 
et  p,  on  en  déduira 

p=  0,1 657  Q,  a = l,0684r",  p p=0, 18.17  Qr”; 

tandisque,  d’après  les  résultats  du  n.  98  déduits  de  la  formule  du 
n.  97,  on  aurait 

* Qr’’=0, 17596  Q r". 

p=0,1649Q,  p=£  (r’+r"  ) =1,06705  r”,  p 0,1 649.  1,06705  * 

Ces  valeurs,  comme  on  voit,  diffèrent  encore  moins  de  leurs  cor- 
respondantes que  dans  le  premier  exemple;  ce  qu’on  pouvait  pré- 
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voir  à l'avance,  puisque  les  résultats  des  deux  méthodes  doivent 
rigoureusement  se  confondre  lorsque  r'—r”  ou  w=l,  et  qu'ici  '•> 
diffère,  en  effet , très-peu  de  l’unité.  On  serait  même  étonné  vu 
cette  faible  différence,  que  les  résultats  ne  se  rapprochassent  pas 
davantage  pour  le  cas  qui  nous  occupe,  si  l’on  n’avait  égard  à 
l’énorme  influence  (98)  qui  exerce  le  frottement  en  raison  de  la 
faible  inclinaison  des  filets.  On  peut  s'assurer  en  effet,  par  un  nou- 
vel exemple  , que  pour  les  valeurs  de  cot  a intermédiaires  entre 
celles  des  deux  précédens,  la  différence  entre  les  résultats  fournis 
par  la  formule  du  n.  97,  et  celles  de  celte  note,  est  plus  petite  que 
nous  ne  venons  de  le  trouver,  môme  quand  la  saillie  des  filets  est 
très-comparable  au  rayon  du  noyau. 

Supposant,  en  particulier, 


cot  a^4n  =Tu,  A=r’-r"’ cot 


relation  qui  convient  au  cas  des  vis  à filets  simples  dont  le  triangle 
générateur  aurait  une  base  égale  à sa  hauteur  ou  à la  sallie  r’ — r" 
des  filets  sur  le  noyau , il  en  résultera 


* cos*  6=4 — 6V=0,2; 

r’=l,9l643r”  (u=05219,  x”=^r=0,U58,  6’*=sin*6=o,8,  * 
ce  qui  donne 

a„=l  ,a.=-0, 1 ,<14=0,095,  «=-0,0905etc,  log  log  1,91613  =0,650301 , 

et  montre  qu’on  pourra  ici  se  contenter  de  prendre 

* — {—  log  -a,z”*  = 1,33719, 

(U 


* a,î”*=2, 01372, 

r_i-,+(i_.)..,-._o, 917,7.  ir-i(i-.)+{i-<).. 

d'où  l’on  conclut  en  prenant,  toujours  f=Q,\, 

p=0, 203984  Q,  o=l,4S536r”,  pp=  0,30258  Qr’’; 
tandis  que,  par  la  formule  du  n.  97,  on  trouve 

p=  0,203721  Q,  ,«=*1,45806 r”,  p £=0,29704 Qr”; 
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valeurs  qui  diffèrent  effectivement  très-peu  des  précédentes  quoi- 
que r’  soit  ici  presque  double  de  r". 

Conclusion. 

Concluons  donc,  de  ces  divers  rapprochemens , que,  dans  les  cas 
ordinaires  d’application,  auxquels  se  rapporte  l’exemple  qui  vient 
de  nous  occuper  en  dernier  lieu,  il  sera  suffisamment  exact  de  s’en 
tenir  & la  formule  du  N"  97  du  texte , ou  même  à celle  du  n°  92,  qui 
donnant  des  valeurs  un  peu  plus  fortes  pour  p,  corrige,  en  partie, 
le  défaut  d'exactitude  de  la  première. 


y 


COURS  DE  IECAMQCE  APPLIQUÉE  AUX  lACHUES 


4e.  seetlon. 


Bl  HIOTTEME.NT  DES  KKCRKNAOKS. 


Considérations  prèlimaires. 

i.  Avant  d'indiquer  la  marche  à suivre  pour  calculer  la  quantité 
de  travail  consommée  par  le  frottement  des  engrenages,  nous  allons 
exposer  quelques  considérations  préliminaires  sur  lesquelles  elle 
est  fondée. 

Considérons  deux  rouleaux  cylindriques  C et  C’  (fig.  107),  qui 
se  touchent  en  m et  sont  pressés  l’un  sur  l’autre  par  une  force  N. 
Si  le  rouleau  C roule  sur  le  rouleau  C’,  supposé  immobile  sur  son 
axe,  ou  s'ils  roulent  simultanément  l’un  sur  l’autre,  en  développant 
à leur  coutour  des  arcs  égaux , il  ne  se  produira  qu’un  frottement 
de  roulement  que  l’on  pourra  négliger  dans  la  plupart  des  cas  et 
surtout  dans  celui  des  engrenages  ordinairement  formés  de  corps 
peu  compressibles.  Mais  si,  au  lieu  de  rouler,  le  cylindre  C glissait 
sur  C supposé  immobile,  il  se  produirait  au  point  de  contact  un 
frottement  de  glissement  /"N  et  si  l’on  désigne  par  ds  le  chemin 
élémentaire  mm’  parcouru  dans  dt,  ce  frottement  développerait  une 
quantité  de  travail  élémentaire  mesurée  par  f.Nds. 

Si  le  rouleau  C’,  au  lieu  d'étre  immobile,  tournait  autour  de  son 
axe  dans  le  même  sens  que  C et  si  l’arc  mm”=-=ds’  était  parcouru 
dans  l’élément  du  temps  dt  à sa  circonférence  par  le  point  m,  il  est 
clair  que  les  deux  cylindres  auraient  roulé  l’un  sur  l’autre,  tout  en 
glissant,  d’une  quantité  mm’  — =ds  — ds'.  Ainsi  le  chemin 
parcouru  par  le  point  d'application  de  la  résistance  au  roulement 
serait,  pour  les  deux  rouleaux,  égal  au  plus  petit  des  deux  arcs 
mm’  et  mm”  et  le  chemin  parcouru  par  le  point  où  s’exerce  le 
frottement  de  glissement  serait  la  différence  de  ces  deux  arcs.  Par 
conséquent  la  quantité  de  travail  élémentaire  développée  par  ce 
second  frottement  serait  mesurée  par 

fti(ds — ds'}. 
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Celui  du  frottement  de  roulement  étant  considéré  comme  négli- 
geable par  rapport  à l’autre. 

Enfin , si  le  rouleau  C’,  au  lieu  de  tourner  dans  le  même  sens  que 
C,  marchait  en  sens  contraire,  il  est  clair  qu’il  n’y  aurait  plus  de 
roulement  et  que  s’il  avait  décrit  dans  ce  sens  un  arc  élémentaire 
le  chemin  parcouru  par  le  point  d’application  du  frotte- 
ment de  glissement,  dans  ce  déplacement  simultané  de  deux  rou- 
leaux, serait  mm'-\-mm,^=ds-]-ds'  et  que  par  conséquent  le  travail 
développé  par  cette  résistance,  ei  sens  contraire  du  mouvement, 
serait  mesuré  par 

fN(ds-]-ds'). 

Concluons  de  là  que  selon  que,  dans  le  mouvement  des  courbes, 
de  ces  rouleaux  l’une  sur  l’autre,  le  point  de  contact  primitif  se 
trouvera  sur  chacune  d’elles  d’un  même  côté  du  nouveau  point  de 
contact  ou  d’un  côté  opposé , le  travail  développé  par  le  frottement 
de  glissement  devra  être  exprimé  par 

pUlds — ds)  ou  par  /TV(rfs-f-rfs’). 

De  la  quantité  dont  les  dents  glissent  l’une  sur  Vautre  dans  un 
déplacement  infiniment  petit. 

2.  Cela  posé,  soient  amb,  a'mb'  (fig.  108)  deux  courbes  de  dents, 
satisfaisant  à la  condition  géométrique  du  tracé  que  leur  normale 
commune  passe  par  le  point  de  contact  t des  cercles  primitifs,  et 
supposons  que,  par  suite  d'un  déplacement  infiniment  petit,  elles 
viennent  à se  toucher  en  un  nouveau  point  m,.  Soient  aussi 

Ct— R le  rayon  du  cercle  primitif  dont  le  centre  est  C , 

C<~ R’ C’ , 

<Cm=6,  <C’m— 5’  les  angles  décrits  à l’instant  que  nous  considé- 
rons à partir  des  centres  CCT. 

N la  pression  normale  de  l’une  des  dents  sur  l’autre, 

eta’,mt6’,  étant  les  nouvelles  positions  desconrbcsdonnées, 
rapportons  par  des  arcs  de  cercle  mm'  et  mm”  décrits  des  centres 
C et  C’  le  point  de  contact  précédent  sur  ces  courbes-.  Il  est  clair, 
d’après  l'inspection  des  figures  108  et  109  que  si  le  point  m de  con- 
tact se  trouve,  pour  la  position  que  l’on  considère,  plus  près  du 
point  t que  le  milieu  de  la  corde  (fig.  108),  formée  par  le  prolon- 
gement de  la  ligne  tm,  les  deux  points  m’  et  m”  se  trouveront  d’un 
même  côté  de  m,  et  qu'au  contraire  si  ce  point  est  au-delà  du  mi; 
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lieu  de  cette  corde  (fig.  tût»),  le  point  m’  se  trouvera  d’un  côté  et  le 
point  m”  de  l’autre  côté  de  m,;  par  conséquent,  dans  le  premier 
cas,  le  chemin  élémentaire  parcouru  dans  le  sens  du  frotlemcntde 
glissement  ou  de  la  tangente  commune  aux  deux  courbes  sera 
mm' — m,m”  et  dans  le  second  m,m’-f-m,m’ . Mais  on  remarquera  en 
môme  temps  que,  dans  le  premier  cas,  cette  tangente  commune 
passera  entre  les  deux  centres  C et  C’  et  que,  dans  le  second,  elle 
les  laissera  tous  les  deux  d'un  môme  côté.  Celte  observation  est 
importante  à cause  des  changements  désigne  qui  en  résultent  pour 
certaines  quantités. 

Nous  allons  d'abord  examiner  le  premier  cas  et  nous  ferons  voir 
ensuite  que  le  second  conduit  aux  mômes  résultats.  Projetons  les 
arcs  élémentaires  m,m’  et  m,m”  sur  la  tangente  commune  en  m aux 
deux  courbes,  les  longueurs  mm’,  et  mm”,  seront  égales  aux  arcs 
projetés,  attendu  que  le  déplacement  est  supposé  infiniment  petit. 
Or,  on  a dans  les  triangles  mm’m’,  et  mm”m”,  rectangles  en  m’(  et 
m , 

cos.  m'mm’,  et  mm”,  —mm”  cos.  m”mm”,, 
et  comme  tm  est  perpendiculaire  à la  tangente  commune  on  a mm’ 
et  mm”,  et  que  Cm  et  Cm  le  sont  respectivement  à mm'  et  à mm”, 
on  a 

cos.m';wn’,=cosCmt  et  cos.m”mm’’,— cosC’mf. 

De  plus mm'^CmdS  et  mm”«— C’md9  ; 

par  conséquent  le  chemin  parcouru  par  le  point  d’application  du 
frottement  a pour  expression 

mm’, — mm”>”=CmcosCmt.d0— Cm  cos.  C'mfd5’. 

Prolongeons  la  tangente  commune  de  part  et  d’autre,  et  des  centres 
C et  C’,  abaissons  sur  cette  ligne  les  perpendiculaires  Cp  et  C 
nous  aurons  par  les  triangles  C mp  et  C’mp’ , 

Cp= Cm  cos  tncp  — Cm  cos  tmC 
C>’=C’m  cos  mC’p’=Cm  cos  tmC 

et  par  suite 

mm’ , — m m”  ,= Cpd5 — C'p'dS'. 

Mais  on  a,  d’autre  part,  au  moyen  des  triangles  Csl  et  CY< , et 
en  appelant  n la  longueur  de  la  normale  tm 

Cp=n-J-ClcostCp=n-f-  R cos<Cp 
C’p’^Cl  costC’p’ — n— R’cos  tCp — i» , 
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et  par  conséquent 

mm’, — mm”,=n(rf5-|-rf5’)-f-  cos  tCp{RdC — R’dO') . 

Mais  puisque  les  vitesses  sont  transmises  comme  si  les  cercles  pri- 
mitifs roulaient  l'un  sur  l'autre,  on  a 


et  par  suite 


R5-R’5’  ou  Rcf9=R’d5’ , 
mm’, — mm", =n{dO-\-dg"). 


Nous  venons  de  raisonner  en  supposant  que  le  point  m se  trou- 
vait plus  près  de  t que  le  milieu  de  la  corde  formée  par  tm  pro- 
longé; nous  avons  vu  que,  dans  le  cas  contraire,  le  chemin  par- 
couru par  le  point  d’application  eut  été 

mm’ -(-mm”; 


mais,  attendu  qu'alors  la  tangente  commune  en  m laisse  les  deux 
centres  du  même  côté,  on  a 

Cp--=n-(-Rcos<Cp  et  C’p’=n  — R'cosfC’p’ 


et  il  s’ensuit  qu’on  trouve  encore 

m m’-j-mtn” =mm’,  -(-mm”,— Cptf{-(-C  ’p'dl’—  n (df -j-ds') . 

Ainsi,  dans  l’un  ou  l'autre  cas,  on  arrive  à la  même  expression 
du  chemin  élémentaire  parcouru  par  le  point  d'application  du  frot- 
tement. 

Rf/f 

ta  relation  Rd$=RW  donne  d$’=  , ce  qui  conduit  à 


mm  — mm  =n 


— dO  dans  le  premier  cas , et  à 


dans  le  second. 


Quantité  de  travail  élémentaire  consommé  par  le  frottement  des  en- 
grenages dans  un  déplacement  infiniment  petit. 

3.  Le  frottement  dû  à la  pression  N étant  fN,  si  l’on  désigne  par 
f le  rapport  du  frottement  à la  pression,  il  s’en  suit  que  la  quantité 
de  travail  élémentaire  développée  dans  dl  par  le  frottement  de 
l'engrenage  , aura  dans  tous  les  cas,  pour  expression 

nu  R+R’ 
fS.n  -p7— . dQ. 
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Si  nous  appelons  Q l'effort  normal  à la  ligne  des  rentres  qu'il  faut 
exercer  tangentiellement  aux  cercles  primitifs  , pour  vaincre  la  ré- 
sistance, qui  s'oppose  au  mouvement  de  la  roue  conduite,  et  y l’an- 
gle de  la  normale  avec  la  direction  de  cette  force,  uous  aurons 
évidemment 


NXCK=QR.  ou 
Neosy=Q  d’où  N=~-^, 


ce  qui  donne  pour  le  travail  élémentaire  du  frottement 


f Qn 


R4-R’  ds 
R’  cos  y 


Dans  cette  expression,  la  force  Q est  ordinairement  connue;  c’est 
l’effort  moyen  qu’il  faut  exercer  à la  circonférence  primitive  de  la 
roue  conduite,  pour  vaincre  toutes  les  résistances  autres  que  le 
frottement  de  l’engrenage,  mais  les  quantités  n et  y varient  avec 
l’angle  9 et  il  faut  dans  chaque  cas  connaître  leur  valeur  exacte  ou 
approximative,  en  fonction  de  cet  angle  pour  pouvoir  intégrer 
cette  expression  du  travail  élémentaire  et  en  déduire  la  quantité 
totale  de  travail  consommée  par  le  frottement  de  l’engrenage  pen- 
dant toute  la  durée  du  contact  des  deux  dents.  C'est  ce  que  nous 
allons  chercher  à obtenir  en  appliquant  cette  formule  aux  diverses 
formes  d’engrenage  employées. 


Application  d l'engrenage  à èpicycloïdet. 

1.  Commençons  par  l’engrenage  à épicycloïdes  (fig.  42),  d’une 
roue  conductrice  et  d'un  pignon,  on  a dans  ce  cas  <j>=Q',  puisque 
la  normale  tm  est  perpendiculaire  au  flanc  C'm , et  de  plus 

n=R’sin5\ 

par  conséquent  l’expression  du  travail  élémentaire  du  frottement 
de  l’engrenage  est 


(R-f-R’)D,sin5’dS 
/•Q.— ^R-^r  = 


/QR’^-tangÿW 


à cause  de  R<f&=RW.  On  sait  d’ailleurs  que 


tang6’=0’-f--^r--f-(^’* 
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et  par  conséquent  toutes  les  fois  que  l'angle  6’  sera  assez  petit, 
pour  que  l'on  puisse  se  borner  au  premier  terme  de  la  série,  ou 
prendra 


AQ«’(^)tang.5’d5’=/Q  5+51 R W. 

En  intégrant  alors  depuis  5’=o  jusqu'à  la  valeur  de  6’,  qui  cor- 
respond au  plus  grand  écartement  du  point  m à partir  de  la  ligne 
des  centres,  on  a pour  le  travail  total  développé  pendant  cet  in- 
tervalle par  le  frottement, 


fQ- 


R+R’  6" 


Si  les  dents  se  prenaient  avant  la  ligne  des  centres,  pendant  un 
intervalle  correspondant  à un  angle  ST , on  aurait  de  môme  pour  le 
travail  consommé  dans  celte  période 


fQ- 


R-f-R’  ,$"* 
R ^ T~ 


et  par  conséquent  pour  l’amplitude  totale  parcourue  pen- 

dant le  contact 


M=s.s. 


Avantage  que  l'on  trouve  à faire  conduire  les  dents  autant  avant 
qu'après  la  ligne  des  centres. 


5.  Cette  dernière  expression  montre  que,  pour  une  amplitude 
égale  de  contact,  ou  pour  un  déplacement  angulaire  donné 
il  est  plus  avantageux  sous  le  rapport  de  l’économie  du  travail 
consommé  par  le  frottement,  que  les  dents  se  prennent  avant  et 
après  la  ligne  des  centres;  puisque,  si  la  conduite  n'avait  lieu 
qu’avant  ou  qu’après  cette  ligue,  le  travail  développé  par  cette 
résistance  aurait  eu  pour  expression 


fQ 


R+R’ 

R 


R 


w 

* 


comme  nous  l’avons  vu  plus  liant. 


46 
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La  quantité  fQ  R’*V  soustractive  de  la  précédente  , indi- 
<pie  l’économie  produite  par  l’engrèncment  avant  et  après  la 
ligne  des  centres  et  comme  elle  est  évidemment  un  maximum  pour 

f'-Lf"  t , 

«’=*”— -j-  t'~ j-5"  étant  l’angle  total  donné,  il  s’en  suit  qu'il  con- 
vient, sous  le  rapport  que  nous  considérons  actuellement,  de  faire 
conduire  les  roues  d’engrenage  autant  avant  qu’après  la  ligne  CO’. 


Effort  moyen  à exercer  tangentiellement  à la  circonférence  primitive 
pour  vaincre  le  frottement  des  engrenages. 


6.  Il  importe  souvent  pour  la  facilité  des  calculs  de  trouver  la 
valeur  de  l’effort  moyen  tangcnticl  en  t,  aux  deux  cercles  primitifs 
qui  développerait  une  quantité  de  travail  suflisanteponreompenser 
celle  que  consomme  le  frottement  de  l’engrenage.  Or,  le  chemin 
parcouru  depuis  la  ligne  des  centres  jusqu'à  une  distance  angu- 
laire s'  est  R’*’,  dans  le  sens  de  l’effort  moyeu  cherché,  nous  au- 
rons donc,  en  appelant  a le  pas  de  l’engrenage,  supposé  égal  à 
R’swrs,  pour  la  valeur  de  cet  effet  moyen 


Ai- 


R-fR’ 

R 


R 4 R’ 

RR’ 


a 

o 


Si  les  dents  se  conduisent  avant  la  ligne  des  centres  d’une  quan- 
tité angulaire  5"  et  après  cette  ligne  d’une  quantités’ le  chemin 
parcouru  par  l’effort  moyen  cherché,  dans  sa  direction  propre, 
étant  R’(9'-i-6”)  on  aura  pour  la  valeur  de  cet  effort] 


ra  R+RVff‘ .S'i  rn  k+Üj 

R 2 S RR’  t 


♦_  ro  R-f-R’(R’(W)  nv/5"  ( 
RR’  i -2  V+9"V 


R+R’:R’*(5’-f9”)' 


-R’W 


r’  (5-+n 


R'IW) 


Cet  effort  moyen  est  évidemment  plus  faible  que  l'effort  moyen 
nécessaire  pour  vaincre  le  frottement  dans  le  cas  où  l’angle  c’4  e" 
serait  décrit  d’un  même  côté  de  la  ligne  des  centres,  puisque  celui- 
ci  aurait  alors  pour  valeur. 


Ai- 


R -4  R’  O'+i" 
R i 
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Dans  le  cas  où  6’=  6”,  ce  qui  correspond  à la  différence  maximum 
on  voit  que  l'effort  moyen  à exercer,  quand  les  deux  roues  se  con- 
duisent avant  et  après  la  ligne  des  centres  est 


fQ- 


R 4-  R’  R’5’ 


-fQ 


R-j-R’ 


RIV  2 RR’  2 

si  R’5’=a  et  que  dans  celui  où  la  conduite  aurait  lieu  entièrement 
après  la  ligue  des  centres,  à une  distance  R’(6’-f-5”)=2R5’=2<x 
il  sciait 


RR' 


c’est-à-dire , double  du  précédent. 

Dans  la  plupart  des  cas,  l’engrenage  ayant  lieu  avant  et  après  la 
ligne  des  centres,  nous  adopterons  pour  la  valeur  de  l’effort  moyen 
nécessaire  pour  vaincre  le  frottement,  et  qu’il  faut  exercer  tangen- 
tiellemcnt  aux  deux  cercles  primitifs  en  t , 

^TSr-ï-^tr+ïjî' 

sauf  dans  les  autres  cas  à recourir  à la  formule  qui  lenr  convient. 

Le  nombre  des  dents  étant  m , pour  la  roue  de  rayon  R et  m 
pour  la  roue  de  rayon  R’,  on  a , 

■k  a it 


ma=2~R,  »i’a=2-R’  d’où 


-JH 


et  par  suite 


2R’  V 

m-f-m’ 

mm 


C'est  sous  cette  forme  que  nous  emploierons  le  plus  fréquem- 
ment l’expression  de  cet  effort  moyen  , parce  que  les  nombres  de 
dents  sont  toujours  dounés  immédiatement  par  l’observation  dans 
les  machines  établies.  Elle  nous  montre  que  cet  effort  sera  d’au- 
tant plus  faible  que  le  uombre  des  dents  sera  plus  grand  et  que 
par  conséquent,  il  y a sous  ce  rapport,  avantage  à augmenter  ce 
nombre. 

Engrenage  d'une  roue  el  d'une  lanterne. 

7.  Les  expressions  précédentes  s'appliquent  immédiatement  au 
cas  où  une  lanterne  à fuseaux  cylindriques  est  conduite  par  une 
roue  en  supposant  que  l’arc  décrit  à la  circonférence  primitive 
soit  égal  au  pas , ou  à l’intervalle  entre  l’axe  de  deux  fuseaux 
consécutifs. 


56-t  — 


Engrenage  d'un  pignon  placé  dans  l'intérieur  d'une  roue. 


H.  Dans  le  cas  d'un  pignon  intérieur  à une  roue,  il  est  facile  de 
voir  par  l’examen  de  la  ligure  1 10,  dans  laquelle  C et  C’  sont  res- 
pectivement les  centres  de  la  roue  et  du  pignon , que  quand  le 
point  de  contact  m des  deux  courbes  se  trouve  sur  la  normale 
commune  tm,  considérée  comme  corde  du  cercle  primitif  intérieur, 
en  deçà  de  son  milieu  vers  t , la  tangente  commune  doit  passer  en 
dehors  des  deux  centres  et  qu’au  contraire  • quand  ce  point  m est 
au-delà  du  milieu  de  la  corde,  cette  tangente  passe  entre  les  deux 
centres  ; ce  qui  est  tout-à-fait  l’inverse  des  engrenages  extérieurs. 

On  voit  alors,  en  conservant  les  mêmes  notations , qu'on  a dans 
le  premier  cas,  pour  les  expressions  successives  du  chemin  par- 
couru par  le  point  d'application  du  frottement . 

* — C’mdj’cosC’mf, 

»«,*»' — m,m”=  rn’ni  — mj'rn  =mm’cosCmf—  mmncosC'mt=.CindccosCmt  * 
Cm  cos  Cmf=C/>=R  cos  iCp — n , C’m  co»Cml=.C7>’=*>R’ros  iC.p  —n 


et  par  suite 

m,  m’ — wj,m”-^(R<f0 — RW)  cos  /C/)-}-ii  W — d!) 


R -IC 

fl.  — — — 1/0, 


puisque Rdj—Kd'/. 

Dans  le  second  cas,  au  contraire  on  a 

m t vi  -‘-  "n , in'^rn  - m'  in  m /n  e o*!' mt± ni rti" cniC tu  1 — C.  ntdS  'ii*CmtfC'ind9  <:ünC'nrtJ 
Cm  cos  Cm/=Cp=*R  cos  tCp—n , Cm  cos  C'm< — Cp’=n  — R’  cos  iC.p 
et  par  suite 

m(  m”—  (Rrf0 — RW)  cos  tCp  -}- n (J0’ — n — — — 

Ainsi  dans  les  deux  cas  le  chemin  élémentaire  parcouru  par  le 
point  d’application  du  frottement  a la  même  expression  et  le  tra- 
vail consommé  par  cette  résistance,  pendant  l’instant  dt,  est 


R — IV  , 
fIVn — ^ drj. 


Cet  engrenage  ne  s’exécute  que  par  des  courbes  épicvcloïdes  et 
l’on  retrouve , de  même  que  précédemment , pour  la  valeur  ap- 
proximative du  travail  consommé  par  le  frottement,  pendant  que 
les  roues  décrivent  un  arc  R'5’  à leur  circonférence  primitive 
m R— R’  KO'1 
R '2 


quantité  évidemment  beaucoup  plus  faible  que  celle  qui  corres- 
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pondrait  dans  les  mêmes  circonstances  à des  engrenages  extérieurs 
de  même  dimension. 

Les  conditions  du  tracé  montrent  que,  si  la  roue  doit  conduire 
le  pignon , celui-ci  ne  doit  avoir  que  des  flancs  en  ligne  droite  et 
que  l’engrenage  ne  peut  avoir  lieu  qu'après  la  ligne  des  centres.  Si 
l’arc  R’ 6’,  parcouru  pendant  le  contact  est  égal  au  pas  a,  ce  qui 
convient  pour  qu’il  y ait  toujours  au  moins  une  dent  en  prise , on 
a pour  l'effort  moyen  que  la  roue  doit  exercer,  afin  de  vaincre  le 
frottement  de  l’engrenage. 


,.r--r’  nv  a t)a 
/Q  nn«  2 f®'  lir  ' 


m— m’ 


en  appelant  toujours  m et  m’ les  nombres  de  dents  respectifs  de  la 
roue  et  du  pignon. 

Application  de  la  formule  générale  à l’engrenage  à développantes. 


9.  Lorsque  les  courbes  des  dents  sont  formées  pas  des  développan- 
tes (fig.  44,)  dont  les  rayons  sont  les  perpendiculaires  C K et  C K’ 
abaissées  des  centres  C et  C’  sur  la  direction  constante  et  donnée 
de  la  normale  commune  <m;  l’expression  générale  de  la  quantité 
de  travail  élémentaire , consommée  par  le  frottement  de  l’engre- 
nage devient  susceptible  de  s’intégrer  rigoureusement.  En  effet , 
dans  cette  expression  , 


fS.n. 


R + R’ 
R’ 


</5, 


la  longueur  n de  la  normale  tm  étant  égale  à l’arc  développé  on  a. 
n=<m=CK*  et  de  plus  NXCK=QR,  ce  qui  donne 


fS  n. 


ll-f-R’ 

R* 


déh~f  Q- 


R-f-R’ 

R’ 


R OdS; 


dont  l’intégrale 


1 Q 


R+R’ 

R’ 


exprime  rigoureusement  le  travail  total  consommé  par  le  frotte- 
ment, pendant  que  les  roues  ont  décrit  à leur  circonférence  pri- 
mitive un  arc  R*. 


L’effort  moyen  à exercer  tangenliellemenl  à ces  circonférences 
primitives  en  t,  pour  v aincre  cette  résistance,  a donc  pour  expres- 
sion 
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si  H*=o. 


m- 


R+R’ 

RR’ 


R9  _ ~ R+R’  « 

2 /«•  RR’  2 


Il  y aurait  lieu  d'examiner  le  cas  où  l’engrenage  se  fait,  partie 
avant  et  partie  après  la  ligne  des  centres,  et  d’en  comparer  les  ré- 
sultats à ceux  du  cas  où  il  n’a  lieu  que  d’un  seul  côté  et  l’on  arri- 
verait encore  exactement  à la  même  conclusion , qu’il  y a avantage 
à ce  que  les  dents  se  conduisent  autant  avant  qn’après  cette  ligne. 

En  introduisant  aussi  dans  l’expression  ci-dessus  de  l’effort 
moyen  les  nombres  de  dents  m et  m'  de  la  roue  et  du  pignon  on 
obtient  pour  l’expression  de  l’effort  moyen  cherché. 


mm’’ 


qui,  dans  ce  cas,  est  tout  à fait  rigoureuse. 


Engrenage  d'un  pignon  et  d'une  crémaillère. 


10.  Lorsqu'un  pignon  doit  conduire  une  crémaillère  il  suffit  de 
faire  R—  a dans  l'expression  précédente  de  l'effort  moyen  qui 
doit  vaincre  le  frottement  et  l’on  trouve  pour  sa  valeur 


fQ- 


a 

2R’ 


Frottement  d une  came  et  du  menlonnet  d’un  pilon. 

11.  Quand  une  came  en  développante  de  cercle  (fig.  46),  pousse 
le  mentonnct  d’une  tige  guidée  dans  des  coulisses  ou  rainures,  si 
l’on  désigne  toujours  par e l’angle  décrit  ou  plutôt  par  a le  chemin 
parcouru  dans  la  direction  de  la  tige,  on  a encore  pour  l’effort 
moyen  qui  doit  vaincre  le  frottement  l’expresion  rigoureuse 


R’  étant  le  rayon  du  cercle  développé  ou  tangent  à la  ligne  droite 
parcourue  par  le  point  dé" contact. 

Cames  en  épicycloides. 

12.  Pour  transmettre  à un  levier  mobile  antour  d’un  axe  un  mou- 
vement continu  de  manière  que  les  vitesses  transmises  restent  dans 
un  rapport  constant,  on  donne,  comme  nous  l'avons  dit,  à la  came 
la  forme  d’une  épicyclôide,  (fig.  45) , qui  conduit  à partir  de  la  li- 
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gne  des  centres.  Dans  ce  cas  le  grand  développement  de  la  courbe 
ne  permet  pas  de  se  borner  à remplacer  dans  l’expression  du  tra- 
vail élémentaire 

lang  ffdÇ 

la  tangente  de*’ pur  sa  valeur  approchée,  réduite  au  premier  ternie 
de  la  série. 


tang3’=$-f-~f- 


et  il  faudra  prendre  au  moins  deux  termes  de  cette  série,  ce  qui 
donne  pour  la  quantité  de  travail  consommé,  pendant  fjuc  le  cercle 
primitif  de  la  came  parcourt  un  arc  R’*’, 


Ai-R’- 


jH-Rj 
R \ 


et  pour  l’effort  moyen , nécessaire  pour  vaincre  ce  frottement 


/Q- 


R-f R’ 
RR’ 


"'il 

*T  + 


ùn  > 

2.3 


Si  l’angle  0’  est  de  45"  on  a 


6’=-^*“  0".78“' . ü = 0-.  I «3 , 


180  ' ' 2.3 

quantité  qui  n'est  pas  négligeable,  par  rapport  ù l’unité. 


Cas  où  la  forme  des  cames  ne  satisfait  pas  à la  condition  de  l'uni- 
formité. 

13.  On  rencontre  souvent  dans  les  usines,  et  notamment  dans 
les  machines  souillantes,  des  cames  dont  la  courbure  déterminée 
par  des  considérations  spéciales,  plus  ou  moins  justes,  ne  satisfait 
pas  à la  condition  de  transmettre  aux  tiges,  qu’elles  conduisent , 
unevitesse  qui  soit  dans  un  rapport  constant  avec  celle  de  l'arbre 
de  la  came.  Il  faut  dans  ce  cas  recourir  à des  méthodes  approxima- 
tives, et  voici  la  manière  d’opérer. 

Soit  amb  (fig.  1 11)  une  courbe  quelconque  qui  pousse  la  tige 
•d’un  piston  de  machine  souillante,  dans  une  direction  constante, 

Q le  poids  de  cette  tige  ou  l’effort  qu'il  faut  exercer  dans  le 
sens  de  sa  longueur  pour  la  faire  marcher. 

a l’angle  que  fait  sa  direction  avec  la  normale  au  point  de  con- 
tact actuel. 

La  pression  normale  sera  Qcos*  et  le  frottement  /Qcosa  con- 
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sommera,  pour  un  petit  are  élémentaire  ds  parcouru  par  la  came 
dans  l’instant  dl,  la  quantité  d'action  élémentaire 

fQc.osa.ds 

qu’il  faut  intégrer  depuis  a jusqu’en  b ou  par  l’arc  total  i , afin 
d’obtenir  le  travail  total  consommé  par  le  frottement  dans  une 
levée  de  la  tige. 

On  emploiera  alors  le  théorème  de  Thomas  Simpson  et  l’on  par- 
tagera l’arc  total  s,  que  l’on  peut  déduire  du  tracé  obtenu  et  par 
mesure  directe,  en  un  nombre  pair  de  parties  égales  et  l'on  déter- 
minera aussi  par  ce  tracé,  pour  chaque  division,  la  valeur  corres- 
pondante de  Q cos  a. 

Il  suffira,  dans  la  plupart  des  cas , de  partager  * en  quatre  par- 
ties et  si  l’on  a pour  Qcos  « les  valeurs  QjCosa,,  Q.cos,,  Q,cosaJt 
Q<cos»4,  Qjcosaj,  correspondantes  à 


s—o,  s= 


*=— »,  *=*, 


on  obtiendra,  avec  une  approximation  suffisante 
/^Qcosj*-^Qlcosa,+4{Q,co&x,-f-Qicos2<)-f2Qjcosaj4-QiCos3-s|. 


Engrenages  coniques. 


4 4.  Dans  les  engrenages  coniques  exécutés  avec  soin  on  a tou- 
jours l’attention  de  faire  les  dents,  et  par  suite  le  pas  aussi  petit 
que  possible,  de  sorte  que  le  mouvement  et  le  glissement  des  dents 
l’une  sur  l’autre  ont  sensiblement  lieu,  comme  s’ils  se  passaient 
dans  le  plan  tangent  aux  surfaces  coniques  moyennes  et  normales 
à la  longueur  des  dents. 

Il  suit  de  là,  qu'en  conservant  les  mêmes  dénominations,  mais 
en  les  appliquant  au  développement  de  ces  surfaces  moyennes,  on 
aura  encore  pour  l’effort  moyen , qui  exercé  dans  le  plan  tangent 
«jue  l’on  considère  et  perpendiculairement  à la  ligne  des  centres 
des  cercles  développés,  produirait  la  même  quantité  de  travail  que 
le  frottement  de  l’engrenage 


fQ- 


R+R’  a 
RR’  i‘ 


R’  et  R’  sont,  dans  cette  expression,  les  rayons  des  cercles  primi- 
tifs moyens  développés,  Q l’effort  ou  la  résistance  qui  s’oppose 
dans  le  plan  tangent  an  mouvementde  la  roue  conduite  et  a le  pas 
mesuré  sur  les  circonférences  primitives  des  cercles  moyens. 


fis. 
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COURS  DE  1ÉCASIQDE  APPLIQUÉE  AUX  MACHHBS. 


5c.  Section. 


INFLUENCE  DES  CHANGEMENTS  BRUSQUES  DE  LA  VITESSE. 


liappel  des  lois  générales  du  choc  des  corps  qui  se  meuvent  parallèle- 
ment à eux-mêmes. 

1.  Nous  avons  fait  connaitre  en  peu  de  mots  (23  et  24  secl-  1"), 
la  manière  générale  dont  on  doit  tenir  compte  des  pertes  de  quan- 
tité d'action  qui  surviennent  lors  d'un  changement  brusque  quelcon- 
que de  la  vitesse;  mais  il  est  nécessaire  de  développer  davantage 
ces  idées , pour  être  en  état  de  passer  aux  applications  spéciales 
qui  font  l’objet  de  ce  cours. 

Nous  rappellerons  (N‘  18,  sec 1. 1”)  1°  que  la  durée  des  chocs  tels 
qu’en  éprouvent  les  machines , est  généralement  négligeable , par 
rapport  à celle  du  temps  pendant  lequel  on  considère  leur  mouve- 
ment , ce  qui  tient  au  peu  de  compressibilité  des  corps  dont  elles 
sont  composées;  d’où  résulte  que  les  quantités  de  travail  dévelop- 
pées pendant  le  choc  par  les  forces,  autres  que  celles  de  compres- 
sion ou  de  réaction  ou  d’inertie,  sont  négligeables  par  rapport  à 
celles  dues  à ces  dernières  forces,  et  qu’on  n'aura  à s’occuper  que 
de  celles-ci.  2°  Que  les  pièces,  qui  subissent  ce  choc,  étant  cons- 
tituées de  façon  que  les  altérations  de  forme  qu’elles  éprouvent , 
sont  en  elles-mêmes  fort  petites,  le  système  se  retrouve  après  le 
choc , sensiblement  dans  les  mêmes  conditions  de  liaisons  géomé- 
triques qu'auparavant;  d’où  il  suit  que  les  vitesses  de  chacune  des 
parties  en  contact , seront  à chaque  instant  du  choc  et  après  dans 
les  mêmes  rapports  qu’auparavant. 

Nous  ferons  ensuite  remarquer  que  la  direction  suivant  laquelle 
les  corps  se  compriment  et  réagissent  l'un  sur  l’autre,  est  celle  de 

47 
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la  normale  commune  au  point  (le  contact  de  ces  corps,  de  sorte 
que  les  foires  de  compression  développées  pendant  l’acte  du  choc, 
sont  elles-mêmes  dirigées  suivant  cette  normale,  ainsi  que  les  vi- 
tesses perdues  et  gagnées  par  les  deux  corps  à chaque  instant , par 
suite  de  leur  action  réciproque.  De  plus,  la  durée  du  choc  n'étant 
jamais  nulle,  bien  que  très-courte,  la  pression  et  la  vitesse  varient, 
pendant  cette  durée,  par  degrés  insensibles,  depuis  l'instant  où  la 
compression  a commencé,  jusqu'à  celui  où  elle  finit. 

Il  résulte  du  principe  de  l’action  égale  et  contraire  à la  réaction, 
(N°  13,  sect.  1")  que  ces  premières  doivent  faire  équilibre  à la  ré- 
sultante des  forces  motrices  ou  d’inertie,  ?=m‘,j-,duesauchan- 

ai 

gement  de  vitesse  qu’elles  ont  produit  au  même  instant  pour  cha- 
que corps,  dans  la  direction  de  sa  normale  commune  avec  l’autre. 
Ainsi  dm  et  dm  étant  des  éléments  de  masse  de  deux  corps  m et 
m’,  que,  pour  la  simplicité  nous  supposerons  sphériques  et  animés 
des  vitesses  parallèles  v et  on  aura,  en  appelant  P la  pression 
exercée  à un  instant  quelconque  par  l’un  des  corps  sur  l’autre. 


p-s«S-s»ï. 


La  pression  et  les  forces  d’ineTlie  dm  ^ , qui  seront  milles  à 

l'instant  où  la  compression  commence,  augmentent  sans  cesse  dans 
les  instants  suivants,  jusqu'à  celui  qui  correspond  à la  plus^rande 
compression  où  ces  forces  acquièrent  leur  plus  grande  valeur  et  où 
les  vitesses  des  deux  corps  sont  égales.  Passé  ce  terme,  les  ressorts 
moléculaires  en  sc  débandant,  tendent  à restituer  au  corps  cho- 
quant une  portion  de  la  vitesse  qu’il  a perdue  et  à augmenter  en- 
core celle  que  le  corps  choqué  a gagnée,  et  si  l’élasticité  des  corps 
était  parfaite,  la  somme  des  forces  vives  redeviendrait  exactement 
la  même  qu’avant  le  choc,  tandis  que  les  vitesses  v et  c’  suivant  la 
normale,  seraient  altérées,  de  façon  que  la  perte  et  le  gain 
absolu  de  la  vitesse  seraient  doublés  pour  chaque  corps.  Il  est 
d’ailleurs  évident  que  cette  restitution  de  la  force  vive  perdue  pen- 
dant l’acte  du  choc,  n’aura  lieu  que  pour  les  corps  élastiques  et  en 
proportion  de  leur  élasticité. 

Pour  les  corps  entièrement  dénués  d’élasticité,  le  choc  finit  à 
l’instant  de  la  plus  grande  compression , où  les  vitesses  normales 
sont  devenues  égales;  or,  à cet  instant,  la  force  vive  perdue  à la 
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fois  par  les  deux  corps  est,  selon  le  principe  de.  Carnot,  rigoureu- 
sement égale  à la  somme  des  forces  rives  dues  aux  vitesses  perdues 
ou  gagnées,  en  sorte  que,  d’après  la  remarque  faite  au  N*  15,  la 
moitié  de  cette  force  vive  exprime  la  quantité  d'action  absorbée 
pendant  l’acte  de  la  compression,  et  qui  désormais  doit  être  re- 
tranchée de  la  quantité  d'action  fournie  par  le  moteur  à la  ma- 
chine. 

Expressions  générales  de  la  vitesse  et  de  la  force  vive  perdues  par 

chaque  corps;  cas  où  elles  deviennent  immédiatement  applicables. 

2.  Comme  dans  la  plupart  des  circonstances,  les  chocs  ont  lieu 
entre  corps  peu  élastiques,  et  qui  restituent  à la  fin  de  la  plus 
grande  compression  une  très-faible  partie  de  l'action  qui  avait 
d’abord  été  absorbée  par  les  ressorts  moléculaires,  ce  principe, 
qui  a lieu  pour  un  nombre  quelconque  de  chocs  simultanés,  sera 
très  utile  toutes  les  fois  que  l'on  connaîtra  à priori,  la  vitesse  pos- 
sédée par  les  corps  avant  et  après  le  choc,  ainsi  que  leur  direction. 
Soit  en  effet  Y,t>  (ûg.  112),  ces  vitesses  respectives  pour  une  masse 
quelconque  M et  u la  vitesse  perdue,  nommons  uV,uu  les  angles 
formés  par  les  directions  de  V Jet  v avec  la  partie  de  la  normale 
commune  au  corps  M et  à celui  qui  le  choque , qui  est  du  côté  de 
V,  en  sorte  que  cos  «V  et  V seront  essentiellement  positifs,  on  aura 
pour  la  vitesse  et  la  force  vive  perdues  par  M, 

u=Vcos  uV — ecosuu,  mu’—m(VcosuV  — ccoswe)<, 

ce  qui  est  évident  d’après  ce  qui  précède,  ou  si  l’on  observe  que  la 
vitesse  u n’est  autre  chose  que  la  résultante  de  la  vitesse  V avant 
le  choc  et  de  la  vitesse  o après  le  choc,  prise  en  sens  contraire  de 
sa  direetion;  car  cette  résultante  est  la  somme  des  projections  des 
composantes  sur  sa  direction  propre. 

Lorsque  la  vitesse  après  le  choc  n’est  pas  immédiatement  don- 
née, le  principe  de  Carnot  n’est  plus  d’un  grand  secours,  attendu 
qu’on  est  obligé  de  rechercher  directement  cette  vitesse  au  moyen 
des  lois  du  choc  déduites  du  principe  de  d’Alembert , comme  on 
en  verra  bientôt  des  exemples  particuliers.  Le  cas  le  plus  général 
et  en  même  temps  le  plus  ordinaire  où  le  théorème  de  Carnot 
reçoit  son  application  est  celui  oùl’un  des  corps  conserve  une  vitesse 
que  l'on  peut  considérer  comme  sensiblement  constante  avant  et  après 
le  choc , soit  parce  que  sa  quantité  de  mouvement  est  très-grande 
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par  rapport  à celle  de  l’autre  corps,  soit  parce  que  les  quantités 
de  mouvement,  qui  lui  ont  été  communiquées  ou  enlevées  par  suite 
du  choc,  ont  été  immédiatement  consommées  ou  restituées  par 
des  puissances  ou  des  résistances  étrangères  à ce  choc.  Ce  dernier 
cas  se  présente  ordinairement  lorsque  des  chocs  plus  ou  moins  fai- 
bles, se  succèdent  à des  intervalles  égaux,  très-rapidement  et  pour 
ainsi  dire  sans  discontinuité  : nous  en  verrons  des  exemples  à l’oc- 
casion du  choc  des  fluides  contre  leurs  propres  molécules  ou  contre 
des  corps  étrangers  tels  que  les  roues  hydrauliques,  dont  la  vitesse 
demeure  sensiblement  uniforme  par  une  cause  quelconque.  Dans 
ces  divei-ses  circonstances  on  pourra  se  borner  à prendre , pour  la 
perte  de  force  vive,  celle  qui  est  due  à la  vitesse  perdue  par  le 
corps  dont  le  mouvement  a changé  d’une  manière  notable,  en  sup- 
posant qu’il  conserve  après  le  choc  la  vitesse  constante  de  l’autre. 

Expression  de  la  force  vive  perdue  par  le  choc  de  deux  corps  dont 
l'un  conserve  une  vitesse  sensiblement  constante. 


3.  Cette  proposition  n’étant  point  évidente  à priori , et  étant 
très  utile  pour  les  applications,  nous  croyons  nécessaire  de  la  dé- 
montrer ici 

Soient  m,  m’ deux  masses  non  élastiques,  qui  se  choquent  avec 
des  vitesses,  dont  les  composantes  v,  v’  suivant  la  normale  com- 
mune au  point  de  contact , soient  dirigées  dans  le  même  sens; 
soient  u,  u’  les  vitesses  normales  perdues  par  les  deux  corps,  et 
enfin  w celle  qu'ils  possèdent  en  commun  suivant  la  normale,  à la 
(in  du  choc  on  aura,  comme  on  sait 


tnr-4-mV  m’I  v — , , m(v — v*) 

= -,  U—V i 7»  u —V W= —7 7 

m-J-rn  wi-J-m 


la  force  vive  totale  perdue  sera  donc,  d’après  le  principe  de 
Carnot 


, , , mm’  , „ 

mu’-f-m  u»=— p— ;(« — vy. 

Supposons  maintenant  que,  par  une  cause  quelconque,  l’accroisse- 
ment ou  la  diminution  de  vitesse  éprouvée  par  la  masse  m'  h la  fin 
du  choc  soient  immédiatement  détruits  l’instant  d’après  en  sorte 
qu’elle  reprenne  la  vitesse  v'  au  commencement  d’un  nouveau  choc 
semblable  an  premier,  et  ainsi  de  suite;  il  en  résultera  que  la  vi- 
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Cesse  de  ro’  suivant  la  normale  commune  au  point  où  s’exerce 
l’action,  quoique  variable,  oscillera  entre  les  limites  t>’  et  w très- 
resserrées,  et  qn’on  pourra  considérer  cette  vitesse  comme  sensi- 
blement uniforme  et  ayant  une  valeur  moyenne  w qui  diffère 
très-peu  de  la  moyenne  arithmétique  t entre  les  vitesses  limi- 


tes; on  pourra  donc  prendre  ta=  M^w  » surtout  si  t> s’écarte  beau- 
coup de  v'  dans  l'expression  de  la  perte  de  force  vive  trouvée  ci- 
dessus.  Or,  en  mettant  pour  te  sa  valeur dans  la  relation 
2 w=to  4-  v',  on  en  déduira 


2 (m-f-m')  u=m  e-f-  (2m’4-m)t>’ 


ou  en  ajoutant  de  part  et  d'autre 

(2  m’-j-m)  » 


-t>’= 


2(m-f-m’)(«>— <*) 
2 m'  -J-  m 


et  - 


m I n 


(V  — a,)*  {*) 


Cette  dernière  expression  de  la  force  vive , qui  est  entièrement 
rigoureuse  en  prenant  pour  &>  la  moyenne  arithmétique  entre 
u’  et  te,  varie  extrêmement  peu  avec  m’  pourvu  seulement  que  m' 
ne  soit  pas  au-dessous  de  m;  en  effet  si  l'on  y suppose  successive- 
ment 


(*)  On  arrive  a un  résultat  exactement  semblable  pour  les  corps  qui  ne 
sont  pas  entièrement  privés  d’élasticité , car  en  représentant  par  n*  la  frac- 
tion de  force  vive  restituée  par  les  ressorts  moléculaires  après  l’instant  de  la 
plus  grande  compression,  on  trouverait,  ( architecture  hydraulique  de  Hclidor, 
paye  121  , note  a i de  M.  Navier)  pour  l’expression  de  la  perte  de  force  vive, 
u étant  la  vitesse  moyenne  donnée  de  m’  suivant  la  normale,  laquelle  oscille 
ici  entre  les  limites  «’  et  to+n (io  — v') , 

(I — p’)*  „ , 

— -=( 1 — « V 1 o, 

]3«’+nYl-»)> 

quand  m’  est  très-grand  par  rapport  à m,  la  valeur  approchée  devient 

simplement (t  — n’)«i  (o — »)*,  laquelle  est  entièrement  rigoureuse 

lorsqu’on  suppose  m’  infini  ; mais  si  m’  ne  surpasse  pas  beaucoup  m,  on  ne 
pourra  prendre  cette  derrière  expression  qu’aulant  que  n serait  petit.  Par 
exemple  si  m’— m et  , l’on  trouve  que  la  perte  de  force  vive  devient 
1,06  (t  — n*)  m (o — »)>,  quantité  qui  ne  diffère  que  de  environ  de  celle 
qui  répond  à m'—  ce. 
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m’=m,  ffl'-Sm, m’=*>, 

elle  prend  les  valeurs 

8 2-4 

jjm(ü— «)*,  ^ m(t)  — w)’, m («— w)*. 


dont  les  extrêmes  ne  diffèrent  entre  elles  que  de  j^de  la  plus  grande 
d’entre  elles,  qui  est  aussi  la  plus  grande  de  toutes.  On  pourra 
donc,  sans  erreur  sensible,  prendre  m (v — w)’  pour  la  perte  do 
force  vive  , pourvu  seulement  que  la  masse  m’,  qui  conserve  une 
vitesse  sensiblement  uniforme  suivant  la  normale  commune  aux 
corps  qui  se  choquent,  n’ait  pas  une  valeur  plus  petite  que  celle 
de  l’aulre  corps,  ce  qui  est  le  cas  de  presque  toutes  les  applica- 
tions D’ailleurs,  si  les  masses  m et  m’  avaient  des  vitesses  contrai- 
res, l’expression  de  la  force  vive  perdue  serait  et  elle 

deviendrait  simplement  mu1  ou  m t>’,si  la  vitesse  v ou  u était  nulle  ; 
dans  tous  les  cas,  il  ne  faudra  pas  oublier  que  les  vitesses  v et  m 
sont  estimées  suivant  la  normale  commune  au  point  où  s’exerce  le 
choc. 

Moyen  général  de  calculer,  dans  le  cas  des  machines,  la  perte  de  force 
vive  due  aux  choc  et  aux  résistances  passives  qui  se  développent 
pendant  l'acte  du  choc. 

4.  Revenons  maintenant  à la  question  générale  du  choc  : nous 
avons  supposé  jusqu’à  présent  que  les  corps  étaient  entièrement 
libres  et  se  mouvaient  parallèlement  à eux  mêmes  avant  et  après 
l'instant  du  choc,  de  sorte  que  les  molécules  respectives  étaient 
animées  de  vitesses  égales  et  parallèles;  or  il  en  est  rarement  ainsi 
dans  les  machines,  dont  les  pièces  sont  assujéties  à des  mouvemens 
déterminés.  Pour  calculer,  dans  ce  cas,  la  perte  de  force  vive  sur- 
venue dans  le  système,  il  faudra  considérer  la  machine  comme 
décomposée  en  ces  différentes  pièces  simples,  et  ne  s’occuper  que 
dece  qui  se  passe  d3nschacune  d’elles  séparément.  On  remarquera, 
en  effet,  que,  quand  un  choc  survient  au  point  de  contact  de  deux 
pièces  quelconques  d’une  machine  composée,  la  vitesse  et  la  force 
vive  étant  altérées  en  même  temps , il  se  développe  sur  chacune 
d’elles  (t)  et  des  forces  de  compression  P, P’  agissant  normalement 
en  ses  points  de  contact  avec  celle  qui  la  précède  et  celle  qui  la 
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suit  immédiatement,  et  des  forces  motrices  a oum—  dueau  chan- 

' dt 

gement  de  vitesse  éprouvée  par  chaque  masse  m dans  l’élément  du 
temps;  d'ailleurs  ces  différentes  forces  exprimables  en  des  poids, 
occasionnent  sur  les  poiuts  d’appui  fixes  ou  mobiles  des  pressions 
que  nous  représenterons  en  général  par  N,  et  qui  donneront  lieu 
à des  frottemens  qu’on  peut  encore  représenter  par  /"N,  attendu  que 
les  lois  du  frottement  s’étendent  au  cas  où  les  pressions  varient 
d’intensité  pendant  le  mouvement  ainsi  que  le  démontrent  des 
expériences  récentes.  (*)  Cela  posé  ily  aura  à chaque  instant  équi- 
libre, d’après  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  entre  les  différen- 
tes forces  P,  P’,  } f N prises  dans  une  direction  convenable  et  facile 
à déterminer  dans  chaque  cas  ; mais  comme  le  corps  ne  peut  pren- 
dre qu’un  seid  mouvement  géométrique,  il  n’y  aura  pareillement 
qu’une  seule  équation  d'équilibre,  qu’on  obtiendra  de  la  manière 
déjà  souvent  indiquée. 

En  formant  pour  les  diverses  pièces  simples  de  la  mrchine,  les 
équations  d'équilibre  analogues , qui  seront  presque  toujours 
linéaires  dans  les  quantités  P,  P’,  et  ©,  et  ne  contiendront  aucun 
terme  indépendant  de  ces  quantités,  puisqu’il  proviendrait  de  for- 
ces étrangères  à l’acte  de  la  percussion  et  serait  par  conséquent 
négligeable;  en  observant  en  outre  que  les  équations  d'équilibre 
relatives  aux  pièces  extrêmes  de  la  machine,  ne  contiendront  qu’une 
seule  force  P ou  P’,  puisque  ces  pièces  ne  sont  soumises  qu'à  un 
seul  choc,  il  serait  facile  de  calculer,  de  proche  en  proche,  les  for- 
ces de  compression  inconnues  P,  P’  en  fouction  des  forces  motrices 
f corespondantes,  et  même  on  en  déduirait  une  équation  unique 

entre  toutes  les  forces  ç>  ou  m '^considérées  à un  instant  quelcon- 
que du  mouvement,  et  qui,  étant  linéaire  comme  les  premières  , 
pourrait  être  intégrée  immédiatement  et  donnerait  ainsi,  pour 
chaque  instant  du  choc,  la  relation  qui  lie  entre  elles  les  vitesses 
et  les  quantités  de  mouvement  possédées  par  les  différentes  mole, 
cules  matérielles  de  toute  la  machine. 

Mais  comme  la  question  n’est  pas  de  déterminer  la  valeur  des 
forces  P,  P’  et  de  la  vitesse  pour  chaque  instant  du  choc,  et  qu’on 
ne  connaît  pas  d’ailleurs  la  loi  que  suivent  les  forces  motrices  y,  on 

(”)  Nouvelles  expériences  sur  le  frottement,  5«  mémoire,  recueil  3 es  mé- 
moires présentés  à l'académie  «les  sricnccs  par  des  savans  étrangers , 
tome  8,  1835. 
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sr  contente  de  considérer  ce  qui  se  passe  à l’instant  de  la  plus 
grande  compression , pour  en  déduire  la  vitesse  possédée  parles 
différentes  masses  m,  et  par  suite  la  perle  de  force  vive  éprouvée 
par  toutes  ces  masses  : or  l’équation  ci-dessus  suffit  pour  cet  ob- 
jet en  la  supposant  intégrée  depuis  l’instant  où  la  compression 
commence  jusqu'à  celui  où  elle  finit  : en  effet,  à ce  dernier  instant 
la  vitesse  suivant  la  normale  commune  au  point  de  contact  de 
deux  pièces  quelconques  est  devenue  la  même  pour  ces  pièces,  en 
sorte  qu’on  peut  immédiatement,  d’après  la  constitution  géométri- 
que du  système  et  les  conditions  de  la  liaison,  exprimer  la  vitesse 
d’une  niasse  ou  d’un  point  quelconque  par  celle  de  l’un  d’entre 
eux  choisi  arbitrairement;  l’équation  donnera  donc,  en  supposant 
que  l’on  connaisse  la  vitesse  avant  le  choc,  la  vitesse  du  point  dont 
il  s’agit  après  le  choc,  et  par  suite  celle  de  tous  les  autres  points 
delà  machine.  Ainsi  en  retranchant  de  la  force  vive  qui  a lieu 
avant  le  choc,  celle  qui  a lieu  à l’instant  de  la  plus  grande  com- 
pression, on  aura  l’expression  de  la  force  vive  perdue. 

Procède  plus  simple  pour  arriver  au  même  but,  les  corps  étant  tou- 
jours censés  sans  élasticité. 

5.  Cette  marche  n’est  pas  celle  que  l’on  suit  d’ordinaire,  on  lui 
en  substitue  une  autre  plus  simple,  qui  dispense  de  toute  intégra- 
tion et  qui  conduit  aux  mêmes  résultats , mais  qui  paraîtra  peut- 
être  moins  claire  et  moins  facile  à saisir  dans  les  conséquences 
qu'elle  offre  relativement  aux  résistances  passives  développées 
pendant  le  choc.  La  méthode  dont  il  s’agit  a été  employée  par 
M.  Poisson , dans  son  beau  Mémoire  relatif  aux  E/fets  du  Tir  d'un 
Cmhoii  sur  les  différentes  parties  de  son  affût , mémoire  qu’on  ne  peut 
trop  recommander  de  lire  et  de  méditer,  ù tous  ceux  qui  désirent 
approfondir  la  question  du  choc  dans  scs  applications  à la  pratique, 
et  dont  les  réflexions  précédentes  pourront  peut-être  servir  à faci- 
liter l’étude  en  quelques  points.  L’esprit  de  cette  méthode  consiste 
à considérer  les  forces  de  percussion  exercées  aux  points  de  con- 
tact des  diverses  parties,  c’est-à-dire,  les  quantités  de  mouvement 
totales  développées  ou  détruites  en  ces  points  comme  une  succes- 
sion ou  une  somme  de  pressions  donnant  lieu  à des  frottements  me- 
surés par  le  produit  de  ces  quantités  de  mouvement  et  du  coeffi- 
cient ordinaire  du  frottement  relatif  aux  substances  en  contact  ; 
puis  d’exprimer,  d’après  le  principe  de  d’Alcmbert , qu'il  y a équi- 
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libre , dans  chaque  pièce  simple , entre  toutes  les  quantités  de 
mouvement  perdues  ou  gagnées  qui  y sont  relatives.  Ainsi , en  re- 
présentant par  Q.Q’qr  et  /S  les  quantités  de  mouvement  dont  il 
s'agit  pour  l'une  quelconque  des  pièces  ou  machines  simples  du 
système,  on  arrivera  à des  équations  entièrement  semblables  à 
celles  que  nous  avons  envisagées  d'abord  entre  les  forces  motrices, 
et  qui  pourront  en  être  censées  les  intégrales;  éliminant  donc  entre 
elles  les  forces  de  percussion  QQ’  qui  sont  inconnues,  on  arrivera 
à une  équation  unique  entre  les  quantités  de  mouvement  perdues 
par  les  différentes  masses  m de  la  machine,  d’où  l’on  déduira 
comme  précédemment , mais  sans  intégration,  la  vitesse  à la  fin  du 
choc  ou  de  la  plus  grande  compression,  au  moyen  de  celle  qui 
avait  lieu  auparavant  ; et  par  suite  la  perte  de  force  vive. 

Malgré  la  facilité  que  donne  cette  méthode  pour  poser  immédia- 
tement les  questions  d'équilibre,  nous  lui  préférons  celle  que  nous 
avons  indiquée  au  N°  4 , parce  qu’elle  nous  parait  plus  propre  à 
faire  sentir  l’influence  de  l’inertie  dans  les  changements  brusques 
de.vitesse. 

Cas  où  les  corps  sont  parfaitement  ou  imparfaitement  élastiques. 

6.  On  obtiendra  donc,  comme  on  voit,  la  perte  de  force  vive  à 
l’instant  où  elle  est  la  plus  grande  possible,  ce  qui  convient  aux 
corps  entièrement  privés  d’élasticité  (3);  dans  le  cas  des  corps1  plus 
ou  moins  élastiques,  il  faudra  rechercher  la  vitesse  conservée  par 
chaque  corps,  à la  fin  du  choc,  au  moyen  de  celle  qu’il  p^sède  à 
l’instant  de  la  plus  grande  compression , vitesse  que  l'on  calculera 
toujours  comme  on  vient  de  l’indiquer  précédemment  ; or , cette 
recherche  ne  souffre  point  de  difficulté  lorsque  l’on  connait  le  de- 
gré d’élasticité,  c’est-à-dire,  la  portion  de  vitesse  perdue  qui  est 
restituée,  en  sens  contraire,  par  les  ressorts  moléculaires,  après 
l’instant  de  la  plus  grande  compression  : si  en  effet 

u est  la  vitesse  d’une  masse  quelconque  m à l’instant  dont  il 
s'agit  , 

Y sa  vitesse  avant  le  choc , 

n la  portion  de  sa  vitesse  perdue  et  qui  est  restituée, 
u la  vitesse  à la  fiu  du  choc  ou  de  la  compression  ; 

Les  vitesses  V,o  et  « ayant  ici  nécessairement  la  môme  direction 
ou  étant  dirigées  suivant  la  même  droite,  V — u,  n (V— u)  seront , 
l’une  la  vitesse  perdue  d’abord,  l'autre  la  vitesse  restituée  ensuite 

48 
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en  sens  contraire  de  V;  en  sorte  qu'on  aura  e=  u — n(V — u)=  u 
(1-f-n) — nV,  expression  dans  laqueUeil  faudra  mettre  pourw sa  va- 
leur trouvée  ci-dessus.  La  force  vive  perdue  par  la  masse  m et  par 
toutes  ses  semblables,  à la  fin  du  choc,  sera  ainsi  représentée  par 
ÇmVa  — gmv’=^iny‘  - nm\u{\~\-n) — «VJ*.  Quand  les  corps  se- 
ront parfaitement  élastiques , on  aura 

n=l  et  ^mV* — ^mu’œ^mV2—  çm(2u — V)  -fTttu  (V-  n)  ; 

sur  quoi  il  est  essentiel  d’observer,  que  la  perte  de  force  vive  ne 
sera  pas  nulle  dans  le  cas  actuel,  attendu  que  les  corps  sont  sou- 
mis à des  résistances  passives  pendant  la  durée  de  l’acle  de  la 
percussion  (*). 

Après  ces  considérations  générales  sur  la  manière  d’évaluer  la 
perte  de  force  vive  occasionnée  par  les  chocs  dans  les  machines , 
considérations  qui  nous  paraissent  indispensables  pour  en  bien 
faire  saisir  l'esprit  dans  chaque  cas  particulier,  nous  allons  donner 
quelques  applications  qui  se  présentent  dans  toutes  les  machines 
où  l’outil  agit  sur  la  malière  du  travail  par  une  suite  de  percussions; 
tels  sont  les  pilons,  les  marteaux  etc. , nous  en  verrons  d’autres 
applications  par  la  suite  à l’occasion  de  la  perte  de  force  vive 
éprouvée  par  les  fluides,  quand  la  vitesse  de  leurs  molécules  reçoit 
un  changement  brusque  quelconque. 

(*)  On  pourrait  croire  qu'en  estimant  ainsi  la  perte  île  force  vive  due  aux 
frottements,  qui  s’exercent  pendant  le  choc,  on  n’aurait  tenu  compte  que 
de  «elle  qui  a lieu  avant  l'instant  de  la  plus  grande  compression  , mais  on 
se  tromperait  ; car  les  quantités  de  mouvement  m (V — u)  perdues  à cet 
instant  sont  altérées  en  raison  du  frottement,  et,  en  prenant  n (c— «)  pour 
la  vitesse  restituée  en  sens  contraire,  c’est  supposer  que  la  quantitéde  mouve- 
ment également  restituée  après  la  plus  grande  compression  , est  altérée  par 
le  frottement  d’une  quantité  proportionelle  à celle  dont  elle  l’a  etc  avant 
ect  instant.  Il  est  en  outre  bien  évident  , d'après  cela,  que  la  perte  de 
force  vive  provenant  du  frottement  sera  plus  forte  pour  les  corps  élastiques 
que  pour  les  autres  ; en  sorte  que , si  les  corps  en  partie  élastiques  dimi- 
nuent la  perte  de  force  vive  sous  un  certain  rapport,  iis  augmentent  sous 
un  autre  : raison  de  plus  pour  ne  pas  tenir  compte  de  la  force  du  ressort 
des  corps  peu  élastiques  tels  que  ceux  qui  sont  en  usage  dans  la  plupart di s 
tas.  Remarquez  d'ailleurs  que,  pour  tes  corps  ptus'ou  moins  élastûpjes,  le 
premier  choc  peut  être  suivi  de  plusieurs  autres  qui  absorbent  plus  ou  moins 
de  force  vive:  ect  «iïct  a lieu,  par  exemple,  sur  les  tourillons  d’une  roue 
soumise  à «m  choc,  attendu  qu’ils  peuvent  rejaillir  et  retomber  alternative- 
ment contre  les  parois  de  leurs  coussinets. 
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DU  CHOC  DES  CAMES  ET  DES  PILONS. 

Relation  entre  l'effort  exercé  par  la  came  tur  le  menton  net  pendant 
le  choc  et  le»  diverses  résistance». 


7.  Après  avoir  rappelé  les  principes  généraux  qui  avaient  déjà 
été  développés  dans  les  premières  leçons,  appliquons  les  aux  cas 
particuliers  qui  se  présentent  le  plus  fréquemment,  et  commençons 
par  celui  où  une  came  en  développante  de  cercle  vient  choquer  le 
menlonnet  d'un  pilon  normalement  à sa  face  inférieure. 

Mous  supposerons,  ainsi  que  cela  arrive  ordinairement  dans  la 
pratique,  que  le  choc  ait  lieu  à hauteur  du  centre  de  l’axe  de 
l’arbre  à cames  (fig.  H3).  A cet  instant  et  pendant  toute  la  durée 
du  choc,  le  pilon  résiste  à l’action  ou  à l'effort  P exercé  par  la  came 
parallèlement  à son  axe  en  vertu  de  son  inertie  et  avec  une  inten- 
sité égale  à 


Q de  dv 

~f  ïrzm-dT=?’ 

en  désignant  toujours  comme  au  n°  35,  3*  sect.  son  poids  par  Q et 
appelant  do  l'accroissement  élémentaire  de  vitesse  qu’il  reçoit  dans 
l’élement  de  temps  dt. 

Cette  force  9 agit  dans  la  direction  de  la  tige  du  pilon  et  à une 
distance  x du  point  de  contact  m de  la  came  et  du  menlonnet  et  la 
force  P tend  à appuyer  cette  tige  contre  les  prisons  et  à y pro- 
duire des  frottements  toul-à-fait  analogues  à ceux  que  nous  avons 
appris  à calculer  au  N°  35  de  la  3*  section , déjà  cité , et  puisqu’à 
chaque  instant  du  choc,  il  doit  y avoir  équilibre  entre  la  pression 
P de  la  came  sur  le  menlonnet,  la  résistance  9 développée  par  l’i- 
nertie du  pilon  et  les  diverses  résistances  passives,  nous  aurons, 
en  conservant  toutes  les  notations  du  numéro  cité 


l n l Q dv 

~ f-2/x-/F(l-2y)  '?=  1— 2/x- /T(l — 2y)  T ~dt 

Dans  cette  expression  les  quantités  x et  y sont  constantes,  air 
tendu  qu’il  n’y  a pas  de  déplacement  sensible  pendant  toute  lu 
durée  du  choc,  on  peut  donc  poser 


l—ifx—fT\l—^y)  y 
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en  désignant  par  m’  une  quantité  constante , analogue  à une  masse 
puisqu'elle  est  le  produit  de  la  masse  ® par  un  facteur  numérique. 
La  relation  ci-dessus  donne 


p*  /-2/*-/r(i-2y)  j dv- 

d’où 

/PdtB=  * 

en  supposant  ainsi  qn’il  arrive  ordinairement,  que  le  pilon  parte 
du  repos. 

Quantité  de  travail  qui  doit  être  développée  sur  le  mentonnet  pen- 
dant la  durée  du  choc. 

8.  Nous  ne  connaissons  pas  la  loi  de  la  variation  de  t>  en  fonc- 
tion du  temps  t et  parconséquent  nous  ne  pouvons  pas  obtenir  la 
valeur  de  P pour  chaque  instant  de  la  compression  mais  il  est  facile 
de  calculer  la  quantité  de  travail  totale  que  cet  effort  P doit  dé- 
velopper pendant  l’acte  du  choc.  En  effet,  en  désignant  par  dy  le 
chemin  parcouru  dans  l’élément  de  temps  dt  par  le  point  m d'ap- 
plication de  la  force  P , nous  aurons 

..  I Q dv  . 

PdV~  l—ïfx—trU—Zy)  ~ï  "dtdy' 

ou  en  intégrant 

„ 4 1 Q 1 

rd y=  2 l—2fx—ff’[l—2y)  g t,‘_2mV’ 

Ce  que  l’on  pouvait  prévoir  à priori,  puisque  nous  savons  que  la 
quantité  de  travail  qu’une  force  doit  développer  sur  une  masse  m’ 
pour  lui  imprimer  une  vitesse  finie  v dans  sa  direction  propre  est 
numériquement  égale  à la  moitié  de  cette  force  vive. 

Relation  entre  les  forces  qui  agissent  autour  de  rarbre  à cames 
pendant  le  choc. 

9.  Si  nous  examinons  maintenant  ce  qui  se  passe  autour  de 
l’arbre  à cames  et  que  nous  appelions  dm  un  élément  de  la  masse 
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de  cet  arbre  et  des  pièces  de  rotations  concentriques  à son  axe 
ordinairement  distribuées  symétriquement  autour  de  cet  axe, 
r la  distance  de  cet  élément  à l’axe  C de  rotation, 
w la  vitesse  angulaire  de  l’arbre  à un  instant  quelconque  du 
choc, 

La  vitesse  de  l’élément  dm  sera  r w et  la  force  vive  de  l'arbre 
aura  pour  expression 

'-dm-, 

l’intégrale^  r’  dm  représentant  la  somme  des  momens  d’inertie  de 
toutes  les  “pièces  qui  tournent  avec  l’axe  C.  La  variation  de  celte 
force  vive  dans  l’élément  du  temps  dt  de  la  duré  du  choc  sera 


— 2 udu  y" 


r’dm 


attendu  que  la  vitesse  décrol  t pendant  le  choc. 

La  quantité  de  travail  élémentaire  développée  pendant  le  même 
temps  par  la  force  P est 


Pr’wdt, 


en  appelant  r’  le  rayon  du  cercle  développé  pour  tracer  la  came. 

Quant  au  frottement  sur  les  tourillons , il  n’est  dû  qu’à  la  force 
P,  attendu  que  toutes  les  lorces  d’inertie  d m des  molécules 
matérielles  d m se  détruisent  deux  à deux,  puisqu’on  les  a suppo- 
sées symétriquement  réparties  autour  de  l’axe. 

On  a donc  pour  le  travail  élémentaire  de  ce  frottement,  p étant 
le  rayon  des  tourillons,  et  f,  le  rapport  du  frottement  à la  pression 

f,P  p a d t 

et  l’équation  du  principe  des  forces  vives  donne 

— wdu J'r’  dm=P  r’  eu  d <-$-/,  P /sw  dt 
ou 

— du^r*  dm  =P  r'  dt-\-  f,P  pd  t— P ^ r’-f/,  jd<  ; 

ou  en  intégrant  depuis  le  commencement  du  choc,  où  l’on  a,  par 
hypothèse  o>=Q  et  t=o,  jusqu’à  la  valeur  <a 
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(Q 


—to)j  r*  d m=(r’-f-/,  p)jPdt. 


Mais  d'après  ce  que  nous  avons  vu  plus  haut,  on  a entre  les  mêmes 
limites,  c'est-à-dire,  à la  fin  du  choc 


j Pdt  — m'v—m'ur'= » 


l 

i-Hx-rrv-ïy) 


attendu  que , le  peu  d’élasticité  de  la  came  et  du  mcntonnet , le 
pilon  marche  après  le  choc  avec  une  vitesse  sensiblement  égale  à 
celle  de  la  came,  ainsi  que  le  montre  l’observation.  (*) 

L’équation  ci-dessus  revient  donc  à 


<ü— «) 


/ 


r'dm  — m o>r'  Ir'-f-fj 5} 


Expression  des  vitesses  angulaires  avant  et  après  le  choc,  en  fonction 
de  la  vitesse  angulaire  moyenne. 


10  Cette  relation  entre  la  plus  grande  vitesse  angulaire  û de 
l'arbre  à cames  et  la  plus  petite  ta  ne  peut  suffire  pour  les  détermi- 
ner toutes  deux,  mais  nous  observerons  que  le  mouvement  de  cet 
arbre  étant  continuellement  entretenu  par  le  moteur  , sa  vitesse 
s’écarte  très-peu  dans  la  réalité  d’une  certaine  vitesse  moyenne  Q', 
qui  se  trouve  nécessairement  comprise  entreû  et  ta  et  qui  différera 
toujours  fort  peu  dans  la  pratique  de  la  moyenne  arithmétique 
entre  ses  deux  vitesses  extrêmes,  on  peut  donc  poser  approxima- 
tivement 


ce  qui  nous  met  à même  de  déterminer  les  valeurs  de  Ü et  de  u en 


(*)  En  réalité  le  mcntonnet  et  la  came  ayant  éprouvé  pendant  la  durée  du 
choc  on  de  la  compression  un  mouvement  de  flexion  générale,  ils  reviennent 
sur  eux  mêmes  vers  la  fin  du  choc  et  il  en  résulte  que  le  pilon  prend  une 
vitesse  un  peu  plus  grande  que  celle  de  la  came  et  doit  la  quitter,  mais  d’une 
part  cet  effet  est  très  peu  sensible  par  suite  du  peu  de  flexibilité  des  partie» 
en  contact  cl  de  l'altération  que  la  répétition  des  chocs  produit  dans  leur 
élasticité,  et  de  l’autre  les  frottement  qui  résultent  de  ces  forces  de  réaction 
contre  les  guides,  prisons  etc.  ont  promptement  détruit  cet  excès  de  vitesse. 
L’observation  montre  d’ailleurs  que  le  pilon  ne  quitte  pas  visiblement  1a 
came,  ce  qui  prouve  que  l’on  s’éloigne  fort  peu  de  la  vérité  en  supposant  que 
les  deux  corps  marchent  avec  la  même  vitesse  après  le  choc. 
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fonction  de  cette  vitesse  moyenne  <V  que  nous  donnera  dans  cba- 
que  cas  l'observation  du  nombre  de  tours  faits  dans  un  temps 
donné  par  l’arbre  à cames. 

En  effet,  en  posant  J 
on  tire  de  la  première  équation 

Q M r'1 


û M 


~m  r’a-t  m' 


et  en  faisant  ponr  la  simplicité  des  ex pressions 


il  vient 


n m 

31’  ' 


Cette  expression  de  la  vitesse  angulaire  après  le  choc,  nous  montre 
qu’en  effet,  elle  différera  très-peu  de  la  vitesse  Q avant  le  choc  , 
dans  tous  les  cas  de  la  pratique,  attendu  qu’il  arrive  toujours  que 
m'  est  assez  petite  par  rapport  à M. 


En  la  combinant  avec  la  relation  Q’= 
sivement 

2û’M’ 


Ai 


M+M’ 


et  tu 1 


- Û±? 
' 2 

2Q’M 

=M+M’ 


, on  trouve  succea- 


Perlt  de  force  cire  produite  par  le  choc. 

tt.  Au  moyen  de  ces  valeurs  , il  devient  facile  de  calculer  la 
perte  de  force  vive  occasionnée  par  le  choc  en  fonction  de  la  vi- 
tesse moyenne  de  l’arbre  à cames.  En  effet , la  force  vive  du  sys- 
tème avant  le  choc  se  réduisant  h celle  de  l’arbre  à cames  puisque 
le  pilon  était  au  repos , elle  avait  pour  expression 

dÛ-lLM'T” . 


Qy  r,<fm=Q*M  r"  — - 

après  le  choc  , la  force  vive  de  l’arbre  est  w!Mr”  , nellle  du  pilon 
est  u’mr'1 , la  force  vive  totale  est  donc 

. . ...  - ..  , 4Q”Mv’«(M+m) 

tJ>  JM-fm,—  (m+M’)5 
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La  perte  ou  la  différence  est  donc  égale  à 


4Q’*Mr’* 

(M-f-M’C 


JM’*— 


* 


expression  dans  laquelle  il  ne  faut  pas  oublier  que 

I 


M et  m’=, — 

i r*.  i / — 


_ 

Vx — ff'(l — 2y)  g 


Dans  les  applications  numériques , il  faudra  calculer  le  moment 


d'inertie 


/ 


r'dm—JAr'3  de  toutes  les  parties  qui  tournent  autour 


de  l’axe  de  l’arbre  à cames , pour  en  déduire  la  valeur  de  M , 
mais  on  verra  dans  beaucoup  de  cas  que  l’expression  de  la  force 
vive  perdue  pendant  l’acte  du  choc  varie  fort  peu  entre  les  suppo- 
sitions extrêmes  de  M=i»  et  de  M==»  . 

C’est  ce  dont  il  est  facile  de  s’assurer  par  exemple  dans  le  cas 
des  pilons , car  en  faisant  les  suppositions  très  défavorables  de 


t=lB,20  , av=0",40  , f—  0m,15  , f= 0»,10  , y=0ra,50 
on  trouve  d’abord 


m y)  ' w= 1 » ^ 11  m ; 

puis  , si  < 

A- 0,10,  -p  =0.1 

En  substituant  ces  valeurs  dont  l’expression  générale  de  la  perte 
de  force  vive  , nous  aurons 


4Ü’,Mr’J/  > 4Q’,Mr’«  s i 

1 , 1 22m)  ^ (M+m)  - 


Si  maintenant , dans  cette  expression , nous  faisons  successive- 
ment M=m  et  M=  » , ce  qui  correspond  aux  deux  cas  extrêmes  , 
savoir  celui  où  la  masse  de  l’arbre  à cames  rapportée  au  point  de 
contact  serait  épie  à celle  du  pilon  et  celui  où  la  masse  de  cet  ar- 
bre pourrait  au  contraire  être  reprdée  comme  inGnie  par  rapport 
à celle  du  pilon,  on  trouve  pour  la  perte  de  force  vive  dans  le 
cas  de 

M-=m.  l,027Q’amr” 

.et  dans  celui  de 

M=*  « 1,224Q’-W’ 
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valeurs  qui  ne  diffèrent  entre  elles  que  de  0,08!  ou  de  la  plus 
forte  des  deux  y et  comme  il  arrive  toujours  que  M est  très-grand 
par  rapport  à m , on  voit  qu'on  ne  commettra  pas  d'erreur  nota- 
ble en  appréciant  la  perte  de  force  dans  la  supposition  de  M=  ce. 

Consommation  de  force  vive  occasionnée  par  le  choc. 

!2.  Nous  avons  vu  précédemment  que  dans  les  machines  du 
genre  de  celles  qui  nous  occupent,  la  consommation  de  force  vive 
qui  se  fait  à chaque  choc  se  composait  de  la  force  vive  perdue 
pendant  l'acte  du  choc  et  de  celle  qui  est  communiquée  à l'outil  et 
que  l’on  peut  regarder  comme  l'effet  utile.  Nous  venons  de  calcu- 
ler la  première  et  l’on  devra  toujours  s'attacher  à la  diminuer  dans 
chaque  cas  ; quant  à la  seconde,  puisqu’elle  est  supposée  nécessaire 
au  travail  de  l'outil,  il  n’y  a rien  à retrancher,  et  il  faut  ajouter  sa 
valeur 

m’bw” 


à la  perte  que  nous  venons  de  calculer  et  la  somme  que  l'on  pour- 
ra exprimer  en  fonction  de  la  vitesse  angulaire  moyenne  Q’  de 
l'arbre  à cames , nous  donnera  la  consommation  totale  de  la  force 
vive  que  cet  arbre  doit  faire  pour  chaque  choc.  Mais  en  arrivera 
plus  facilement  à l'expression  de  cette  quantité  en  recherchant  im- 
médiatement quelle  est  la  variation  de  la  force  vive  de  l'arbre  pour 
chaque  choc. 

En  effet,  ü et  u étant,  par  hypothèse,  les  vitesses  angulaires  de 
l’arbre  avant  et  après  le  choc,  on  a pour  la  variation  de  sa  force 
vive  pendant  toute  la  durée  de  la  réaction  (Q* — tu1) L r'dm= 
(ü*— w*)M  r’\ 

En  substituant  dans  cette  expression  pour  et  w leurs  valeurs 
en  fonction  de  la  vitesse  angulaire  moyenne  Q’ 


„ 2Û’M'  , 2Û’M  .,  . M’-M 

2r  m+ nr el  “~m+m’  • d ou  û — " ■ m+m' 


elle  devient 


M’ k m 

ï'Mr"  „ --=  iO’-Mr'- i L 

ftl 

en  se  rappelant  que 


4Q’’Mr”  “ , “-=  4ü”Mr’’ 

M+M  +/■,-£-) 


t't 
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M'  M+m’(l4f.-£-) 

Quantité  de  travail  consommée  par  l'arbre  à cames  pour  chaque 

choc. 


13.  Telle  est  donc  la  consommation  de  force  vire  qui  doit  être 
faite  pour  chaque  choc  par  l’arbre  à cames,  et  comme  toute  va- 
riation de  force  vive  correspond  à une  consommation  de  travail 
qui  en  est  numériquement  la  moitié,  la  quantité  de  travail  qui  est 
dépensée  par  l’arbre  à chaque  choc , pour  subvenir  aux  pertes  et 
pour  imprimer  au  pilon  la  vitesse  car’ , a pour  valeur 


2Q’*Mr’\ 


"■■(i+r.-g-) 

2M+m’(l+/;-f) 


Cette  expression  , dans  laquelle  on  a 

, l Q 

m-  /— 2/x — (T(l — 2y)  g ' 


Est  facile  à calculer , mais  on  pent  encore  la  simplifier  , dans  cer- 
tains cas,  en  observant  que  quand  M est  très-grand  par  rapport  à 
m’ , elle  diffère  très-peu  de  la  valeur  qui  correspond  à la  supposi- 
tion de  M=  =o  • 

En  effet , elle  revient  évidemment  à 


2Û’'r’’ 


m 


2 m’ 

+W 


et  si  l’on  suppose  , comme  précédemment , /.= 0,10, -4=  0, 10, elle 

r 

devient 

2Q’»r’»m* 

«,980-f-^ 


sous  cette  forme  , elle  donne  pour  la  consommation  de  travail  cor- 
respondante h chaque  choc  , dans  la  supposition  de 


M— » 


2ÜV,m’ 

1.980 


l.OlQ’V’m’, 
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et  dans  celle 

M=IO.m’  - W =0,961  m’»r’*m’. 

Z,Oo 

Ces  deux  valeurs  ne  différant  entre  elles  que  de  0,04  de  la  plus  fai- 
ble, on  voit  que  dans  les  applications  où  le  rapport  de  m' à M est 
toujours  moindre  que  ^ , on  pourrait  sans  erreur  notable  pren- 
dre pour  l’expression  de  la  quantité  de  travail  consommée  pour 
chaque  choc  la  valeur 


ûVwfl+Zj-Jr) 

qui  correspond  à la  supposition  de  infini  par  rapport  à m'. 
Quantité  de  travail  consommée  par  les  chocs  en  1”. 


14.  L’expression  générale  étant  facile  à calculer,  nous  continue- 
rons à l’employer,  et  d’après  cela  s’il  y a n chocs  ou  levées  de  pi- 
lons* par  révolutions  de  l’arbre  à cames  et  p révolutions  par  minu- 
te, nous  aurons  pour  la  quantité  de  travail  consommée  par  les 
chocs  dans  une  seconde 


60 


.2- 


Q’V’m’ 


m 

la 


».u 

30 


û’V'm’ln* 

2 ~m’ 


M 


*+/:-£- 


Quantité  de  travail  développée  pendant  la  levée  des  pilons. 

13.  Après  avoir  ainsi  calculé  la  quantité  de  travail  consommée 
par  seconde  pendant  le  choc  des  cames  contre  les  pilons,  il  faut  y 
joindre  celle  qui  doit  aussi  être  développée  par  l’arbre  à cames  , 
pour  élever  ces  pilons  à la  hauteur  voulue  et  vaincre  les  résistan- 
ces passives  , puis  celle  qui  est  consommée  par  le  frottement  de 
l’axe  pendant  l’intervalle  qui  s’écoule  entre  l’instant  où  une  came 
quitte  le  raentonnet  d’un  pilon  et  celui  où  une  autre  came  vient  le 
choquer  de  nouveau. 

Pour  déterminer  la  première  de  ces  deux  quantités  de  travail , 
on  se  rappellera  que  nous  avons  trouvé  au  N"  33  de  la  3«  section 
pour  l’expression  de  l’effort  que  la  came  doit  exercer  dans  une  po- 
sition quelconque  du  pilon  (ûg.  114  ) 
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p= 

l-îfx-fTU-iy) 

Dans  cette  relation , on  désigne  par 
Q le  poids  du  pilon  , 
l la  distance  des  prisons  a, a’ , 

y la  hauteur  du  point  de  contact  m de  la  came  du  «nentonnet  au- 
dessus  de  la  prison  inférieure  a’, 
x la  distance  horizontale  du  même  point  m à l’axe  de  la  tige, 
f et  ('  les  rapports  respectifs  du  frottement  à la  pression  pour  la 
lige  et  les  prisons  et  pour  la  came  et  le  mentonnet. 

D'après  cela,  la  quantité  de  travail  élémentaire  développée  dans 
l'élément  du  temps  dt  par  la  force  P dans  sa  direction  propre , 
sera  : 

P,dy= 

y l — 2/x — ff(l — 2y) 


et  pour  obtenir  la  quantité  de  travail  totale  correspondante  à une 
levée  du  pilon;  il  faudrait  intégrer  cette  expression  entre  les  limites 
relatives  à cette  levée. 

Les  cames  employées  dans  les  moulins  à pilons  ont  quelquefois 
et  devraient  toujours  avoir  la  forme  d’une  développante  de  cercle 
afiu  que  le  bras  de  levier  de  la  résistance  fut  constant  et  que , par 
suite,  les  vitesses  fussent  transmises  dans  un  rapport  invariable. 
Dans  ce  cas,  la  quantité  x est  constante,  et  en  posant 


2=6  et 


g/r 

l—2fx—(fl 


a. 


L’expression  du  travail  élémentaire  développée  par  l’effort  P 
devient 


Prfy=- 


Q idy 


Qi 


dy 


1—îfb—fTl+î/fy  l—ifb—ffl  d+uy  ’ 


on  en  intégrant  depuis  y=K  correspondant  & l'instant  où  la  came 
commence  à pousser  le  mentonnet  jusqu’à  y =6"  où  elle  le  quitte , 
on  trouve  pour  le  travail  total  pendant  une  levée 


J log.  (1  -}-  ah")  — log.  (1  -f  aA’)  {. 
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Or,  on  a (voyez  iMcroix,  calcul  différentiel,  page  33,  4™*  édition. 

log  (1  + aA)  = ah — • -f — — 

et  par  suite  en  nous  bornant  au  second  terme  de  la  série,  ce  qui 
suflira  toujours,  comme  nous  le  verrons  tout-à-l’heure,  on  a 

^ J°  <*"-*’>- 4 <*' — *”>1 

pour  l’expression  du  'travail  développée  par  P pendant  toute  une 
levée. 

Valeur  moyenne  de  l'effort  exercé  par  la  corne  sur  le  mentonnet. 


16.  L’effort  P étant  variable  en  même  temps  que  y,  il  est  impor- 
tant pour  la  suite  des  calculs  d’avoir  sa  valeur  moyenne  et  puisque 
le  chemin  parcouru  dans  sa  direction  propre  est  A” — A’,  on  aura 
pour  cette  valeur  moyenne,  que  uous  désignerons  par  P' 

p.  /™y  tM,  «(A'H-A’fl 
A”— A’  îfl’Y  2 j 


Dans  les  applications  on  remarquera  que  la  quantité^*- 
presque  toujours  négligeable  par  rapport  à l’unité. 

En  effet,  si  l’on  suppose  le  cas  défavorable  où 


est 


1=1*  20,  /%= 0M0,  /■=  0»,15,  6=0*, 40,  ^±^’=0*,30, 


on  trouve 

a= 0,0309  et  =0,015. 

Dans  ce  cas,  l'effort  moyen  se  réduit  à 

p,,  Qi*  __  Qi 

2/r  i-uf-iri . 

que  l'on  aurait  obtenue  directement  en  négligeant  de  prime  abor^ 
ainsi  qu’on  le  fait  souvent,  le  terme  iffy  du  dénominateur  de  P. 

Pilons  de  Poudreries. 

17.  Le  cas  que  nous  venons  d’examiner  n'est  pas  celui  des  pilons 


tatèi&é 
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des  moulins  ù poudre  où  les  cames  en  bois  ont  ordinairement  la 
forme  d'un  prisme  dirigé  suivant  nn  rayon  et  simplement  arrondi 
à son  extrémité.  La  valeur  « 


n Q| 


contient  alors  deux  quantités  variables  à la  fois  et  l’intégrale  de  la 
quantité  de  travail  élémentaire  développée  par  l’effort  P 

/Pdy=zf 

offrirait  des  difficultés  de  calcul  que  l’on  évite  à l’aide  du  théo- 
rème de  Thomas-Simpson,  en  procédant  ainsi  qu’il  suit  : 

On  partage  la  levée  totale  h,"— h'  en  un  nombre  pair  de  parties 
égales , qu’il  suffit  presque  toujours  de  borner  à deux;  à l’aide  du 
lever  et  du  dessin,  on  calcule  les  valeurs  du  coefficient 

r-T/xV/-/’(,-2ÿ)  correspondantes  à 

y =*\  y=h' 


et  que  nous  désignerons  respectivement  par 
F„  F.,  F,, 

et  l’on  en  déduit  avec  une  approximation  suffisante 


h” — h' 


jF.-MF’+F,; 


et  puisque  le  chemin  parcouru  dans  la  direction  de  l'effort  P 
est  A” — h' , sa  valeur  moyenne  aura  pour  expression 


P-ISF.+  4F’+F>  • 


Détermination  de  leffort  moyen  à exercer  à la  circonférence  d'une 
roue  du  rayon  R , montée  sur  l'arbre  à cames  pendant  la  levée. 


18.  Après  avoir  ainsi  déterminé,  selon  le  cas,  la  valeur  de 
l’effort  moyen  à exercer  dans  le  sens  vertical  pour  faire  marcher  le 
pilon,  on  pourra  facilement  obtenir  celle  de  la  puissances  qui 
agissant  à une  distance  R de  l’axe,  surmonterait  toutes  les  résistan- 
ces utiles  et  passives  développées  autour  de  l’arbre  à cames. 
En  effet,  en  supposant  que  S agisse  verticalement,  et  appelant 
r la  distance  du  point  de  contact  m de  la  came  et  du  raen- 
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tonnet  à un  instant  quelconque  de  la  levée, 

6 l’angle  formé  par  le  rayon  cm  avec  l'horizontale, 

M le  poids  de  l'arbre  à cames, 

K le  nombre  de  pilons  qui  sont  simultanément  en  prise  et 
dont  le  poids  s'ajoute  constamment  à M pour  presser  sur  les 
tourillons, 

on  aura  pour  une  portion  quelconque  de  la  levée 

SR=  Pr’cos5-j-/’’Pr’sin9-{-/',1«j  M-j-S  -f-KP’  ( , 


et  pour  la  quantité  de  travail  développée  dans  un  déplacement 
ang  ulaire  infiniment  petit  d$ 

SRdî = Pr’ cos 9d04-r Pr  sin $dg-\-f, /-JM+S+KPjdÿ. 


En  intégrant  cette  relation  pour  toute  la  durée  de  la  levée , on  en 
déduira  la  quantité  de  travail  et  par  suite  l'effort  moyen  que  doit 
développer  la  force  motrice  S. 

Or,  il  est  facile  de  voir  à l’examen  de  la  figure  que  l’on  a 
y=a’n-f-rsin9  et  x =cd — rcos9, 


d’où 

dy=rcos9dS,  dx=r  sin  gdQ 

et  par  suite 

jVrcos.<jd9=J  Ydy 

que  nous  savons  calculer  par  approximation  et 
rj,  Prs\aSdB=rj  P dx. 

Cette  dernière  intégrale  représente  le  travail  consommé  par  le 
frottement  de  la  came  sur  le  raenlonnel , et  parconséquent  on 
peut,  sans  erreur  notable,  y remplacer  P par  sa  valeur  moyenne 
constante  P’,  que  nous  connaissons,  mais  il  faudra  avoir  attention 
d’observer  d’après  la  disposition  de  la  machine,  si  le  glissement  a 
toujours  lien  dans  le  même  sens  pendant  la  levée  entière.  Ainsi  par 
exemple,  s’il  arrivait  que  les  cames  poussassent  le  menlonnet 
partie  en-dessous,  partie  en-dessus  de  la  ligne  des  centres,  dans 
la  première  période,  le  point  de  contact  glisserait  en  s’éloignant 
du  centre  vers  la  tige  et  dans  la  deuxième  en  s'éloignant  de  la  tige 
vers  le  centre,  et  comme  dans  ces  deux  mouvements  le  travail  du 
frottement  serait  toujours  consommé  en  pure  perte,  il  faudrait 
ajouter  celui  qui  correspond  à chacun  d’eux,  abstraction  faite  du 
signe;  mais  on  aura  rarement  à établir  cette  distinction,  attendu 
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que  quand  les  pilons  marchent  en  charge,  la  came  ne  les  rencon- 
tre qu'à  hauteur  de  la  ligne  des  centres. 

Appelant  donc  x,  le  chemin  parcouru  par  les  points  qui  glissent 
l'un  sur  l'autre  et  que  le  tracé  donnera  immédiatement,  on  aura 
pour  le  travail  total  du  frottement  de  la  came  sur  le  mentonnet 

Quant  au  terme  relatif  au  frottement  des  tourillons  de  l'arbre  à 
cames,  on  obtiendra  immédiatement  sa  valeur,  en  prenant  pour 
0 l'angle  total  $’  [décrit  pendant  la  levée  et  en  représentant  par 
S’ la  valeur  moyenne  de  l’effort  variable  S , elle  sera  exprimée  par 


/>  jM+S’+KP’js’ 

on  aura  donc, 

JSÏ{d8=fPdy+fl>'x,+f,p  jM-f-S’-fKP’ 

D’une  autre  part  l’effort  moyen  S’  qui  développerait  dans  le 
même  intervalle  la  même  quantité  de  travail,  serait  donnée  par 
la  relation 

S’R5’=^SRdJ 

on  tire  donc  de  ces  deux  relations 

yPdy-f-rPX-fA^M+KP’jô’ 

S“  (R-M  é 

et  par  suite  la  valeur  de  S’R$’  ou  de  la  quantité  de  travail  con- 
sommée pendant  la  levée  par  l’arbre  à cames. 

Effort  moyen  à exercer  langentiellement  à la  circonférence  du  rayon 
R,  pendant  la  chûte  du  pilon. 


19.  Entre  l’instant  où  une  came  abandonne  le  pilon  quelle 
conduisait  et  celui  où  la  came  suivante  vient  le  reprendre  après  sa 
chute,  l'arbre  à cames  décrit  un  arc  facile  à déterminer,  car  si 
l'intervalle  angulaire  des  deux  cames  est  mesuré  par  un  arc  de 
longueur  a à la  distance  R,  l’arc  décrit  pendant  cette  marche  à 
vide  de  la  machine  sera  a — R 5*.  Pendant  le  même  intervalle, 
la  seule  résistance  à vaincre  est  le  frottement  des  tourillons  d e 
l’arbre,  qui  est  dû  à la  pression  M-f-KP’  et  par  conséquent  on  a 
pour  toute  cette  période  en  appelant  S"  l’effort  que  la  puissance 
doit  exercer  pour  vaincre  le  frottement 
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S”|a-Rs’ ==/•,  KP’  | ja — Hg’j; 


dans  Jes  pilons  de  poudrerie  on  a ordinairement  a—~  R. 


Quantité  totale  de  travail  à transmettre  à l'arbre  à cames  par 

seconde. 

20.  En  résumant  tout  ce  que  nous  venons  de  dire  de  l'action 
des  cames  sur  les  pilons,  nous  voyons  que  l'on  a partagé  toute  la 
série  des  effets  d’une  même  came  en  trois  périodes  dont  la  pre- 
mièreest  celle  delà  durée  du  choc,  pendant  laquelle  l’arbreàcames 
consomme  par  chaque  choc  une  quantité  de  travail  exprimée  par 


2 


h-'.S+î1 


la  deuxième  commence  quand  le  choc  est  terminé  et  que  le 
pilon  marche  avec  la  vitesse  de  la  came  et  finit  quand  la  came 
abandonne  le  pilon  pour  le  laisser  retomber;  pendant  cette  période 
l’arbre  à cames  consomme  une  quantité  de  travail  exprimée  par 

S’R$’ , 

la  troisième  enfin  qui  s’écoule  entre  l’instant  où  le  pilon  a été 
abandonné  par  une  came  et  celui  où  il  est  choqué  par  une  autre 
et  pendant  laquelle  l’arbre  à cames  dépense  une  quantité  de  tra-| 
vail  exprimée  par  S”  J a — ltÿj. 

Par  conséquent,  en  récapitulant  toutes  ces  quantités  de  travail 
relatives  à un  seul  choc,  et  supposant  qu’il  y ait  n chocs  par  révo- 
lution de  l’arbre  à cames  et  p révolution  par  minute,  la  quantité 
de  travail  qu’il  faudra  transmettre  par  seconde  à cet  arbre  sera 
exprimée  par 


2QVtn 


»,u  1 2 
60 


^-fS’R&’-f  S”  ja— RS’jj  Km 


« -hf.y-  “ 


Cas  où  l'arbre  à cames  est  conduit  par  un  engrenage  monté  sur 
r arbre  de  la  roue. 

21.  Les  moulins  à pilons  et  les  bocards  présentent  ordinaire- 

50 
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ment  une  disposition  qui,  sans  rendre  les  calculs  plus  difliciles,  les 
complique  seulement  un  peu.  L’arbre  à cames,  au  lieu  de  porter 
immédiatement  la  roue  hydraulique,  reçoit  le  mouvement  d’un 
engrenage  monte  sur  celui  de  celte  roue,  de  sorte  qu’à  chaque 
choc  ou  à chaque  ralentissement  du  premier  arbre,  il  se  produit 
entre  les  dents  de  l’engrenage  un  nouveau  choc,  d’où  résulte  la 
consommation  d’une  certaine  portion  de  la  force  vive  dont  il  faut 
tenir  compte.  C’est  ce  qui  est  facile  en  suivant  la  marche  que  nous 
avons  déjà  adoptée. 

En  effet,  en  appelant 

X l'effort  exercé  à un  instant  quelconque  du  choc  sur  la  dent 
du  pignon  ou  de  la  lanterne  de  l’arbre  à cames  que  nous  suppose- 
rons vertical. 

r le  rayon  de  cercle  primitif  de  cet  engrenage  et  conservant  les 
notations  précédentes.  Il  est  évident  que  la  quantité  de  travail 

Xu  r d t 


développée  pendant  un  élément  d t de  la  durée  du  choc  par  cet 
effort,  s’ajoutera  à celle  qui  est  due  aux  forces  d’inertie  de  l’arbre 
à cames  et  qui  a pour  expression  n.  9. 


S. 


6)  rfd) 


t 


dm 


et  que  pour  exprimer  qu’à  chaque  instant  la  somme  de  ces  quan- 
tités de  travail  est  égale  à celle  qui  est  développée  en  sens  contraire 
par  la  résistance  du  pilon  et  par  le  frottement  sur  le  tourillon  de 
la  roue,  on  aura  l’équation 


— toduj  r’dm-f-X 


urdt=*P  ù>r'dt-\-f p (P-^-X)W/, 


d’où  en  divisant  par  w et  intégrant  depuis  w =Q  jusqu’à 


(Q— «)’  j r'dm-j-(r  — f f]j Xdt  j [r'+fvj  Pdt=(r'-\~ff) 


tn«r 


en  se  rappelant  les  résultats  du  n.  9. 

Nous  aurons  à établir  une  équation  analogue  pour  exprimer 
qu’à  chaque  instant  les  forces  d’inertie  de  l’arbre  de  la  roue  hy- 
draulique et  des  masses  qui  se  meuvent  avec  lui  développent  des 
quantités  de  travail  égales  à celles  qui  sont  consommées  par  les 
résistances. 

Pour  cela  nous  remarquerons  que  dans  le  cas  des  roues  hydrau- 
liques ordinairement  employées  pour  moteurs  de  ces  usines,  l’eau 
contenue  dans  les  augets  ou  entre  les  aubes  agit  comme  une  masse 
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excentrique,  qui,  pendant  le  choc  ou  le  ralentissement  du  monve- 
inent,  agit  aussi  par  son  inertie  pour  s’opposer  à la  diminution  de 
la  vitesse.  Si  donc  on  nomme 

N,  la  masse  de  l'eau  contenue  à un  instant  quelconque  dans  la 
roue. 

R,  la  distance  de  son  centre  de  gravité  à l’axe, 
w,  la  vitesse  angulaire  de  l'arbre  de  la  roue  hydraulique  à un 
instant  quelconque  du  choc, 

j r]dm  le  moment  d’inertie  de  cet  arbre  et  des  parties  symé- 
triquement disposées  autour  de  sou  axe , 

R’  le  rayon  du  cercle  primitif  de  l’engrenage  conducteur, 
n et  n’  les  nombres  respectifs  de  dents  de  l’engrenage  et  du 
pignon, 

/’  le  rapport  du  frottement  à la  pression  par  les  dents  en  contact, 
ft  le  rapport  du  frottement  à la  pression  par  les  tourillons  de 
la  roue  et  leurs  coussinets, 
f le  rayon  de  ces  tourillons. 

11  est  facile  de  voir  qu’en  raisonnant,  comme  on  l’a  fait  précé- 
demment, on  aura  l’équation  d'équilibre 

*{Xdl  + N,R1dlwIj«1 

-^.dw.j/'rïdnH-N.R^R’jl  J «, X d t+ft  f* 

d’où  en  divisant  par  u,  et  intégrant  depuis  w,*=Q,  la  plus  grande 
vitesse  angulaire  jusqu’à  &j,=u,  la  plus  petite  on  déduit 

(Û--1)|^I)dm+(R1-/.P’)NtR1j^jR’(t  +f7r  fxdt. 

Entre  cette  relation  et  celle  que  nous  avons  obtenue  précédem- 
ment 

( fL—o>)j £ r’(fm_J.(r — ffijxdt  ^=(r'— /»m'ur’ 

il  est  facile  d’éliminer  jx  d t et  l’on  obtiendra  entre  les  vitesses 
angulaires  O,  u,  et  « une  relation  du  1"  degré  à laquelle  on  devra 
joindre  les  rapports 

£\R’=QR„  w,R’=wR, 

attendu  que  le  déplacement  ou  les  chemins  parcourus  pendant  b 
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compression  réciproque  des  corps  sont  tellement  petits  qu’ils 
n’altèrent  par  les  rapports  constants  établis  entre  les  vitesses  an- 
gulaires. 

En  désignant  de  plus  par 

q;  la  vitesse  angulaire  moyenne  de  l’arbre  de  la  roue  bydrauli- 
. que  et  admettant  comme  relation  suffisamment  approchée  que 


on  aura  un  nombre  suffisant  d'équations  pour  exprimer  les  vitesses 
angulaires  H’,  et  u,  avant  et  après  le  clioc en  fonction  de  la  vitesse 
angulaire  moyenne  Q,  que  l’on  déduira  de  l’observation. 

Par  conséquent  on  obtiendra  en  fonction  de  celte  vitesse  , et 
des  autres  quantités  connues,  la  consommation  de  force  vive  faite 
à chaque  choc  autour  de  l’arbre  de  la  roue  hydraulique  et  la  quan- 
tité de  travail  que  le  moteur  doit  transmettre  à la  roue  hydrau- 
lique, aura  pour  expression 

î®î— î>  !/'>+»,  k;| 

et  devra  s’ajouter  à celles  qui  sont  consommées  pendant  la  levée 
cl  la  marche  à vide  et  l’on  en  déduira  la  quantité  de  travail  totale, 
qui , pour  chaque  levée  de  pilon , doit  être  transmise  à la  roue 
hydraulique  et  en  la  multipliant  par’!^ . nombre  de  levées  dans 
une  seconde,  on  aura  l’effet  utile  que  la  roue  doit  produire  à cha- 
que seconde. 

DES  MARTEAUX. 

Différentes  espèces  de  marteaux  employés  dans  les  forges. 

22.  On  emploie  dans  les  forges  et  dans  les  autres  usines  métal- 
lurgiques trois  espèces  de  marteaux  dont  la  forme  et  les  propor- 
tions dépendent  de  l’usage  auquel  on  les  destine,  savoir: 

1°  Les  marteaux  à bascule  dits  martinets  (fig.  415),  employés  à 
l’étirage  et  au  platinage  des  petits  fers,  au  raffinage  des  aciers,  à 
la  fabrication  des  armes  blanches  et  de  divers  outils;  le  poids  du 
marteau  proprement  dit  varie  selon  l'usage  de  80  à -40k  et  au- 
dessous  et  sa  vitesse  de  200  à 400  coups  par  minute.  La  came  agit 
sur  l’extrémité  du  manche  opposée  à celle  où  est  fixé  le  marteau 
et  Taxe  de  rotation  est  entre  ces  deux  points. 

2»  Les  marteaux  à soulèvement  (fig.  416),  dont  la  came  soulève  le 
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manche  entre  le  marteau  et  l’axe  de  rotation.  On  les  nomme  aussi 
gros  marteaux  ou  marteaux  à l'allemande.  Ils  sont  particulièrement 
employés  à l’aflinage  du  fer  par  la  méthode  allemande.  Leur  poids 
varie  de  300  à 400  kilogrammes  et  leur  vitesse  entre  70  et  300 
par  minute. 

3°  Les  marteaux  frontaux,  (fig.  117)  ainsi  nommés  parce  que  la 
came  les  saisit  par  l’extrémité  du  maneke  au-delà  du  marteau  par 
rapport  à l’axe  et  dans  le  plan  vertical  de  ce  manche.  Us  sont  en 
usage  dans  les  forges  où  l'on  fabrique  le  fer  à la  méthode  anglaise 
et  pèsent  de  2300  à 4000  kilogrammes  y compris  le  manche  qui 
est  en  fonte.  Leur  vitesse  varie  de  60  à 100  coups  par  minute. 

A cette  classe  se  rattachent  aussi  la  plupart  des  marteaux  ou 
pilons  employés  au  feutrage  des  laines  ou  à la  préparation  des 
chiffons  pour  la  fabrication  du  papier. 

L'action  de  la  came  de  partage  Un  trois  périodes. 

23.  la  théorie  du  mouvement  de  ces  trois  espèces  de  marteaux 
est  la  même,  sauf  quelques  modifications  à apporter  aux  formules 
relativement  à la  position  de  la  came  et  du  manche  que  nons  in- 
diquerons en  temps  et  lieu.  Il  arrive  ordinairement  dans  tous  les 
cas  que  le  choc  de  la  came  contre  le  manche  a lieu  dans  un  plan 
horizontal  passant  par  l’axe  de  rotation  ; nous  raisonnerons  dans 
cette  suppositiou  et  nous  distinguerons  dans  l’action  des  cames 
trois  périodes  ; la  première  correspondante  â la  durée  du  choc  ou 
de  la  compression  réciproque  de  la  came  et  de  la  partie  du  man- 
che sur  laquelle  elle  agit  ; la  deuxième  qui  commence  à l'instant 
où  finit  le  choc  et  dure  jusqu'à  celui  où  la  came  quitte  le  manche  ; 
la  troisième  qui  s'écoule  entre  le  moment  où  la  came  a quitté  le 
manche  et  celui  où  une  autre  vient  le  choquer.  Nous  allons 
examiner  successivement  chacune  de  ces  trois  périodes. 

Après  le  choc  la  came  et  le  manche  sont  animés  de  la  même  vitesse. 

24.  A partir  de  l’instant  où  la  came  rencontre  le  manche,  il  se 
développe  aux  points  de  contact  des  efforts  de  compression  réci- 
proques, qui  croissent  jusqu'au  moment  où  l'impression  atteint 
son  maximum.  A cette  limite,  les  points  de  contact  marchent  avec 
la  même  vitesse,  mais  au-delà  la  réaction  des  ressorts  moléculaires 
tend  à effacer  plus  ou  moins  l'impression  et  à augmenter  la  vitesse 
transmise  au  marteau  en  diminuant  celle  de  la  came,  de  sorte  que 
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selon  leur  degré  d’élasticité  les  corps  devraient  se  séparer  avec  des 
vitesses  différentes  ainsi  qu’on  l'a  vu  au  n«  6.  Mais  d’une  part  ta 
répétition  et  l’intensité  des  chocs  altère  l’élasticité  des  points  en 
contact,  et  de  l’autre  les  dimensions  générales  du  manche  et  de  la 
came  sont  telles  qu’ils  fléchissent  en  réalité  fort  peu , d’où  résulte 
qu’à  la  ûn  de  la  plus  grande  compression  le  manche  et  la  came 
marchent  sensiblement  avec  la  même  vitesse.  C’est  ce  que  confirme 
l’observation,  car  dans  aucun  cas  de  la  pratique,  il  n’est  possible 
d’observer  entre  ces  corps  la  moindre  séparation. 

Equation  d'équilibre  autour  de  Taxe  du  marteau. 


25.  Recherchons  les  relations  qui  s’établissent  entre  les  différen- 
tes forces  qui  agissent  sur  le  marteau  à un  instant  quelconque  du 
choc  ou  de  la  compression,  en  examinant  d’abord  le  cas  des  mar- 
teaux à bascule  ou  martinets.  Nommons  à cet  effet, 

N l’effort  de  compression  exercé  par  la  came  sur  le  manche  du 
marteau, 

o)  la  vitesse  angulaire  de  l’arbre  à cames  à l’instant  que  l’on 
considère, 

w’  la  vitesse  angulaire  du  manche  au  même  instant, 

1^=0,  R’=C'f  les  distances  respectives  du  point  de  contact  de 
la  came  et  du  mentonnet  aux  axes  C et  C’  de  rotation , 
f le  rapport  du  frottement  à la  pression  pour  les  tourillons  de 
la  hurasse , 

p'  le  rayon  de  ces  tourillons. 

La  force  N devra  faire  à chaque  instant  équilibre  aux  forces 
d’inertie  des  divers  élémens  matériels  du  système  et  aux  résistances 
passives. 

Or,  si  l’on  désigne  par 

dm’  la  masse  d'un  élément  quelconque  du  marteau, 
r’  sa  distance  à l’axe  de  la  hurasse. 
sa  vitesse  à l’instant  que  l'on  considère  sera  rV, 
la  force  d’inertie  qui  se  développe,  quand  la  came  lui  imprime  un 
accroissement  de  vitesse  r’d  w’,  sera 


f 


dm' 


r'  d a’ 
~d  I 


et  le  moment  de  cette  force  par  rapport  à l’axe  sera 


dm'. 


dt 
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et  la  vitesse  angulaire  étant  sensiblement  la  même  pour  tous  les 
points  du  manche  au  même  instant  attendu  sa  rigidité  et  ses  di- 
mensions, on  aura  pour  la  somme  des  momens  pareils 


S jr'‘dm'' 


d<» 

"Ht 


M’ R” 


En  désignant  par  M'  R’*  l'intégrale^  r’J  dm  ou  le  moment  d’iner- 
tie du  marteau,  y compris  son  manche  et  toutes  les  ferrures  dont  il 
est  garni 

Pour  trouver  la  pression  exercée  sur  les  tourillons , désignons 
par  x'  et  y’  les  coordonnées  rectangulaires  de  l’élément  de  masse 
d m’  par  rapport  à deux  axes,  l'un  horizontal,  l'autre  vertical  pas- 
sant par  le  point  C’  : il  est  évident  que  chacune  des  forces  d'inertie 
dm'  pourra  se  décomposer  en  deux  autres. 


l’une  verticale  et  égale  à dm',  x'  ^ 

« (fc»* 

l’autre  horizontale  et  égale  a dm',  y'  — 


et  qu’il  faudra  prendre  la  somme  des  composantes  de  chacun  des 
deux  groupes  avec  les  signes  convenables  pour  avoir  les  pressions 
totales  produites  verticalement  et  horizontalement  par  les  forces 
d’inertie  sur  les  tourillons; 
mais  en  désignant  par 

x,  et  y,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  G du  marteau, 

2 sa  distance  à l’axe , 

a l’angle  formé  par  la  ligne  C’G  avec  l’horizontale , 
m’  masse  dn  marteau , 
on  a d’abord 


et 


du*  i , , , dmf  , d&  t , , , cTflu  , 

-dij  * xt,Tlf  y dm  y„ 

. *>'a  / — ; — : *•’  > . 


la  résultante  totale  des  forces  d’inertie  est  donc  m' l et  en 
la  décomposant  verticalement  et  horizontalement,  on  aura  finale- 
ment pour  la  pression  exercée  sur  les  tourillons  à un  instant  quel- 
conque du  choc,  l’expression 

* ’fsin.a 

y^N-f  ^m’icosaj’-f  ^’m’lsin.a^=  0,96^i+  m’icos.a j * 
attendu  que,  dans  tous  les  cas  de  pratique,  on  est  sur  à priori  que 
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le  {*  terme  du  radical  est  plus  grand  que  le  second  par  suite  de  la 
petitesse  de  l'angle  a.  Mais  en  outre  il  arrive  presque  toujours  que 
le  choc  ayant  lieu  suivant  la  ligne  CC'  qui  est  horizontale,  on  a 
a— o et  que  la  pression  sur  les  tourillons  se  réduit  à 

«+£"■* 

d’après  cela  nous  avons  pour  les  martinets  ou  marteaux  à bascule 
la  relation  d'équilibre  à un  instant  quelconque  du  choc 


N + fÇ Jn+  ^ m’  /j  d’où  N-J 


JTR  ’•+/’/»’  l. 
—R’—Tf' 


Obtervation  relative  aux  marteaux  à soulèvement  et  au  marteau 

frontal. 


26.  Pour  appliquer  ce  que  nous  venons  de  dire  au  marteau  à sou- 
lèvement ou  au  marteau  frontal,  il  suffira  d’observer  que,  dans 
ce  cas,  la  pression  N exercée  par  la  came , tend  à soulever  le  man- 
che de  sorte  que  la  pression  totale  sur  les  tourillons  a pour 
expression 


attendu  que  le  centre  de  gravité  est  par  rapport  à l’axe  du  même 
côté  que  le  point  d’applicetion  de  N. 

Dans  ce  cas  on  voit  que  la  pression  sur  l’axe,  produite  par  le 
choc  serait  nul  si  l’on  avait 

L’équation  d’équilibre  autour  de  l’axe  du  marteau  devient  alors 
et  pour  le  cas  où  la  première  est  nulle 


N R’~-  M’R’\ 


d’où  l’on  déduit 


R'» 


m'I 
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Ce  qui  détermine  la  distance  convenable  du  point  de  contact  à 
l'axe  du  marteau,  pour  qu’il  n’y  ait  pas  de  choc  sur  les  tourillons  . 
le  point  ainsi  déterminé  est  celui  que  l’on  nomme  ordinairement 
le  centre  de  percussion,  et  dans  la  pratique  l’observation  plutôt 
que  le  calcul  ont  conduit  les  praticiens  à faire  effectivement  agir 
la  came  vers  ce  point.  Ainsi  dans  un  marteau  à soulèvement  pesant 
en  tout  avec  son  manche  et  ses  ferrures  696^’  dont  le  centre  de 
gravité  était  à la  distance  /=1“,76  de  l’axe  de  la  hurasse  et  pour 
lequel  on  avait  trouvé  M'— 77,  la  formule  précédente  donne 

R’=l",62 

et  d’après  l’observation  on  a R’— lm,80. 

Cette  légère  différence  en  plus  est  d’ailleurs  motivée  sur  ce  que 
dans  ces  machines  assez  grossières,  l’équilibre  ne  pouvant  être 
établi  d’une  manière  bien  exacte,  il  vaut  mieux  que  la  came  choque 
le  manche  un  peu  au-delà  du  centre  de  percussion  afin  que  le  mar- 
teau ne  tende  pas  à basculer  du  côté  de  la  tête. 


Conditions  d’équilibre  autour  de  l'arbre  à cames. 


27.  On  vient  de  voir  que  la  seule  différence  à établir  entre  les 
marteaux  à soulèvement  et  les  marteaux  à bascule,  consiste  en  ce 
que  la  pression  sur  l’axe  a dans  le  1er  cas  pour  expression 


et  dans  le  second 


N-ÿ"' 1 


V i dra1  . , 

IN-f-m  1. 


Il  suffira  donedese  rappeler  cette  observation  pour  appliquer  aux 
autres  marteaux,  ce  que  nous  avons  déjà  dit  sur  ceux  à bascule 
dont  nous  allons  continuer  la  théorie,  en  recherchant  les  condi- 
tions de  l’équilibre  autour  de  l’arbre  à cames. 

Chacune  des  masses  élémentaires  d m située  à la  distance  r de 
l’axe  opposant  au  changement  de  vitesse  angulaire  d m qui  se  pro- 
duit pendant  le  choc,  une  résistance  d m.  dont  le  moment  par 
rapport  à l’axe  est  d m • 

La  somme  de  tous  les  moments -des  forces  d’inertie  des  parties 
matérielles  de  cet  arbre,  que  nous  sûpposons  symétriquement  ré- 
parties autour  de  son  axe,  sera 

St 
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en  posai)  I 

j r'  d m— M H'. 

La  pression  sur  les  tourillons  de  l’arbre  à cames  n’est  due  qu’à 
la  seule  force  N. 

Nous  aurons  donc  pour  l'équation  qui  exprimera , qu'à  chaque 
instant  du  choc  les  forces  d’inertie  de  l’arbre  à cames  font  équilibre 
aux  forces  de  compression  développées  par  la  came  et  au  frotte- 
ment qui  en  résulte,  la  relation. 

mr--nr+/Np=Jr-h4 

f désignera  le  rapport  du  frottement  à la  pression  pour  les  tou- 
rillons et  leurs  coussinets, 

f>  le  rayon  de  ces  tourillons. 

En  éliminant  la  pression  inconnue  N entre  cette  équation  et  celle 
du  n.  25,  relative  à l'équilibre  autour  de  l’axe  du  marteau  , on  a 
l'équation. 


MR* 


du  R -\-fp 
'Tt~  R*  —/y 


(M’  R’*-f  />’«'/) 


Jeu* 

dr 


Si  pour  simplifier  les  expressions,  on  observe  que 


fP 


et  qu’on  pose 


‘ +■ 


fP 


1— 


il, , r p' »i  ilk 

>r+-rs^rK’ 


en  observant  que  cette  quantité  K ne  provient  que  de  données 
constantes,  la  relation  précédente  prendra  la  forme 

-■  M RvK.M’RR’4’ 

ai  ai 

En  l’intégrant  depuis  «=û  ou  la  plus  grande  vitesse  angulaire  de 
l’arbre  à cames  jusqu’à  w— m ou  la  plus  petite  et  depuis  rV— ; jus- 
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u»R 

qu’à  ^'"-"ptUtendu  que  le  marteau  part  du  repos  et  marche  après 
le  choc  avec  une  vitesse  qui,  pour  le  point  de  contact, est  la  même 
que  celle  de  la  came,  elle  donne 

( Û — u ) M R’=K  M5  R*  «. 

On  remarquera,  que  pour  les  marteaux  à soulèvement , on  par- 
viendrait à la  même  équation  dans  laquelle  on  aurait 

* +fP 

R 


rp'tn-l  i 

M’  R’J  ! 


Expression  des  vitesses  angulaires  avant  et  après  le  choc  en  fonction 
de  la  vitesse  angulaire  moyenne. 

28.  De  l'équation  ci-dessus  on  tire  pour  l’expression  de  la  vi- 
tesse angulaire  de  l'arbre  à cames  après  le  choc  en  fonction  de 
celle  qu’il  possédait  avant  le  choc 

QM 

w~M-f  KM*  * 

formule  dans  laquelle  on  remarquera  que,  dans  la  pratique,  la 
quantité  K diffère  toujours  fort  peu  de  l'unité,  attendu  la  petitesse 
des  quantités  ^7-  et  par  rapport  à l’unité  (*)  D’où  ré- 

sulte que  co  diffère  d’autant  moins  de  Q que  M sera  plus  grand  par 
rapport  à M’.  Or,  il  arrive  toujours  dans  les  usines  à marteaux  que 
la  masse  de  l’arbre  excède  de  beaucoup  celle  du  marteau,  ce  qui 
permet  d’admettre  sans  crainte  d’erreur  notable  que  la  vitesse 
moyenne  Q’  de  l’arbre  à cames  déduite  de  l’observation  du  nombre 

(’)  On  trouve  en  effet  que  pour  un  marteau  à bascule  où  l’on  a les  don- 
nées suivantes  : 

jr"  dm'=  M R’3=79  f'=  0,13,  /=0, 15,  A=0™,03,  ^0,03,  m’=43, 87, 

R’=0-”,893,  R=0“,50,  K—  1,0006. 
et  pour  un  marteau  à soulèvement  où 

/r'*<fa.'  = 234,r=0,18/-=0,18,i«’=0,04,^=0,05,  n»W71,35,  R’=l-,69, 
lU.0-,47,  K=1  ,014. 
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de  tours  faits  dans  uu  temps  donné,  est  sensiblement  égale  à la 
moyenne  arithmétique  entre  les  vitesses  û et  u,  ce  qui  revient  à 
poser 


à l’aide  de  cette  relation  et  de  la  précédente,  il  devient  facile  d’ex- 
primer les  vitesses  angulaires  Q et  w de  larbreà  cames  avant  et 
après  le  choc  en  fonction  de  la  vitesse  moyenne  û’;  on  en  tire  en 
elfet 


„ 2Q’JM  + KM’j  2 ITM 

i — 2M+KM’  2 M+KM’ 

Perte  de  force  vive  pendant  le  choc. 


29.  Au  moyen  de  ces  valeurs,  nous  pouvons  aisément  obtenir 
celle  de  la  perte  de  force  vive  produite  par  le  choc. 

En  effet,  avant  le  choc  la  force  vive  du  système  se  réduisait  à 
celle  de  l'arbre  et  était  égale  à 

Q1  M.  R*. 

Après  le  choc,  elle  se  compose  de  celle  que  possède  eucore 
l’arbre  et  celle  que  le  marteau  a acquise  et  est  égale  à 

w’MR* + w’s  M’  R‘*  — w’R3  ) M+M’(  ; 

attendu  que  la  came  ne  quittant  pas  le  manche  et  marchant  après 
le  choc,  d’une  vitesse  commune  avec  lui,  on  a 
a)’  R’=«  R. 

La  perte  de  force  vive  produite  par  le  choc  est  donc 


1 


(2K — . 
(M-fKMV 

û M R3 — w R3  }M+-M’i=ûaRs  j M--^q^j7j=ûaMR2» 

et  en  substituant  pour  Q sa  valeur  en  il',  cette  expression  devient 

|(2K— 1)4- 

(2M  + KM’)3  (a+K.ïj1 


„ )(2K-t)M+K7M’l 

4MM’Û’3R  ■■■  . „„.:rJ^4MÜ-RQ- 
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Sous  cette  derrière  forme  on  voit  facilement  qu'elle  diminuera 
M' 

avec  le  rapport  M - Or,  nous  avons  lait  voir  que,  dans  tous  les 

cas  de  pratique,  K diffère  fort  peu  de  l’unité  et  si  l’on  fait  en  con- 
séquence dans  cette  expression  K—t  on  trouve  en  y supposant 
successivement 

M=M'  que  la  perte  de  force  vive  a pour  valeur  | Q’ M’  R* 


» Q ’M’R’. 

Ainsi  entre  les  limites  extrêmes,  l'expression  de  la  perte  de  force 
vive  ne  diffère  pas  de  - de  sa  valeur  relative  à la  supposition  de 
M— » . 

Dans  la  pratique  il  est  fort  rare  que  M’  ne  soit  pas  au-dessous 
de  (*)  En  admettant  même  cette  limite,  on  trouve  que  la  perte 
de  force  vive  serait  exprimée  par 

0,997  Q’1  M’  R*. 

On  voit  doue  que,  dans  tous  les  cas  de  pratique,  on  pourra  sans 
crainte  notable  d’erreur  calculer  la  perte  de  force  vive  dans  la 
supposion  de  M=  » 

Expression  de  la  perte  de  force  ci  ce  en  fonction  de  celle  qui  est 
gagnée  par  le  marteau. 


30.  On  peut  aussi  facilement  exprimer  la  perte  de  force  vive 
produite  par  le  choc  en  fonction  de  celle  qui  a été  acquise  par  le 
marteau  et  qui  constitue  à proprement  parler  l'efTet  utile  du  choc. 
En  effet,  on  a,  après  ce  choc, 


R’— «R 


2û'MH 


d’oùQ’= 


<•’ R’  (2M  + KM’) 
2 M R 


et  en  substituant  cette  valeur  de  O’  dans  l’expression  générale  de 
la  perte  de  force  vive,  celle-ci  devient, 


O Pour  les  martinets  et  marteaux  à soulèvement  employés  à la  fabrication 
du  fer,  on  a au  plus M’_ M. 

Pour  les  marteaux  facteurs,  on  a au  plus M'=~  M. 
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JT  R*  \ (2K  — 1)+^  j- 

D’où  l’on  voit  que  la  force  vive  acquise  par  le  marteau,  demeu- 
rant la  même,  la  perte  due  au  choc  sera  d'autant  plus  petite  que 
le  rapport  ~ sera  plus  faible  que  pour  » et  K=-=l,  cette 
perte  se  réduirait  à 

w’J  M’  R’ 2 

ou  à la  force  vive  acquise  par  le  marteau  et  comme  outre  la  perte 
produite  par  les  compressions  réciproques , l’arbre  à cames  trans- 
met au  marteau  une  force  vive  égale  à la  même  quantité  , il  s’en 
suit  que,  dans  ces  suppositions,  la  consommation  totale  de  force 
vive  faite  par  cet  arbre  et  pour  chaque  choc  est  double  de  celle 
qui  a été  communiquée  au  marteau. 

Consommation  de  force  vive  faite  par  r arbre  à cames  pour  chaque 

choc. 

51.  Ce  n’est  pas  sous  cette  forme  que  nous  pouvons  calculer  en 
général  la  consommation  de  force  vive  de  l’arbre  à cames,  puisque  la 
vitesse  angulaire  du  marteau  après  le  choc  ne  nous  est  pas  donnée 
à priori;  mais,  à l’aide  des  expressions  précédentes , il  est  facile 
de  trouver  sa  valeur.  En  effet,  cette  quantité  est  évidemment  égale  à 

(Q3-ms)  M R*. 

et  après  les  valeurs  de  q et  w en  fonction  de  Q’,  elle  revient  à 

4Q,JMM’RaK 
S M-j-KM’ 

expression  dans  laquelle  tout  nous  est  donné  par  le  calcul  ou  par 
l’observation. 


Travail  consommé  par  le  choc. 

32.  Puisqu’à  chaque  choc  l’arbre  à cames  consomme  cette  force 
vive,  il  faut  que  le  moteur  la  lui  restitue  et  lui  transmette  une  quan- 
tité de  travail  qui  en  soit  la  motié  et  égale  par  conséquent  à 

3û’!>MM’R:«K 

2M  + KM’ 

et  s’il  vas  cames  sur  l’arbre  et  p révolutions  en  l’ la  quantité  de 
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travail  consommée  par  les  chocs  en  t ” sera 

» fi  3 ü”  MM’ R*  K 
60  SM-f  KM’ 

Effort  moyen  exercé  et  traçait  consommé  pendant  la  levée  du 

marteau. 

33.  Après  avoir  calculé  la  quantité  de  travail  consommée  par  le 
choc  ou  pendant  la  première  période  du  mouvement  des  cames, 
passons  à la  deuxième  période,  qui  commence  à la  fin  du  choc  et 
se  termine  quand  la  came  quitte  le  manche.  La  vitesse  variant  très- 
peu  pendant  toute  la  levée,  nous  n’avons  pas  à tenir  compte  de 
l’inertie,  et  nous  pouvons  établir  immédiatement  l’équation  d’équi- 
libre entre  l’effort  exercé  par  la  came  et  les  diverses  résistances 
pour  une  position  quelconque.  A cet  effet,  nommons 
1=  C’G  (fig.  4 18)  la  distance  du  centre  de  gravité  général  du  mar- 
teau et  de  son  manche  à l’axe  C, 
a l’angle  formé  pr  C’G  avec  l'horizontale  quand  le  marteau  est 
au  repos, 

a l’angle  dont  le  marteau  s’est  écarté  de  sa  position  initiale  à 
l’instant  que  l’on  considère , 

S l’effort  normal  que  la  came  doit  exercer  sur  le  manche  pour 
vaincre  toutes  les  résistances, 

Q le  poids  du  marteau,  de  son  manche  et  de  ses  ferrures. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  pression  sur  les  tourillons  du  marteau 
sera  exprimée. 

Pour  les  marteaux  à bascule  ou  martinets  par 
\/  (Q+S  cosa)’  -j-S’  sin’  a =-0,90)Q  -j-  Scosa}  -f-  0,4S  sina 

Pour  les  marteaux  à soulèvement  et  les  marteaux  frontaux  par 
^ _____  ' 

V(Q-s  cos  a)*  -j-  S1  sin«  a— 0,96  {Q  — S ces  a j 0,4  S sin  a 

à J-  près  attendu  que  dans  les  deux  cas  le  premier  terme  du  ra- 

ZD 

dical  est  plus  grand  que  le  second. 

D’après  cela,  l’équation  d’équilibre  autour  de  l’axe  C’  sera  par 
exemple,  pour  les  marteaux  à bascule 

S R’  =Q  I cos  (a  + «)+f  ? j0,96(Q  + Scosa)-f-0,  i S sin 

en  observant  que  dans  ce  cas,  comme  dans  celui  des  autres  mar- 
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teaux,  la  partie  du  manche  sur  laquelle  la  rame  agit  étant  dirigée 
vers  l'axe  C le  moment  du  frottement  de  la  came  contre  le  manche 
par  rapport  à cet  axe  est  nul. 

Mais  la  force  S étant  variable  avec  l'angle  a,  nous  ne  pouvons 
obtenir  sa  valeur  moyenne  qu’en  calculant  la  quantité  de  travail 
qu’elle  développe  pendant  toute  la  durée  du  contact.  Multipliant 
pour  cela  les  deux  membres  de  la  relation  ci-dessus  par  da  nous 
aurons  outre  les  quantités  de  travail  élémentaires  ou  les  momens 
virtuels,  l’équation 


^$R*  coi  |o,96^  0,96^  S col  * J* + 0.4 Stin«  t/«|* 


On  observera  que  dans  cette  relation  on  peut,  sans  erreur  sensi- 
ble, substituer  à S sa  valeur  moyenne  S’  dans  les  termes  relatifs 
au  frottement  et  que  le  chemin  parcouru  dans  la  direction  de  cet 
effort  moyen  étant  R’ a’  on  a,  en  intégrant  depuis  a jusqu’à  a=a’. 


* ® ‘ iin(ir+«')-f-»ina j t ff j0;96Q*'+0,96S’iin«,-0,4S'co«»’+0,4  S1}  • 


ou  en  appelant  h l’élévation  totale  du  centre  de  gravité  pendant 
la  levée  et  observant  que 


jsin(a-j-a’) — sin  o| 


S’R’a’=|sR'dSt=OA-fr^’|o,96Q*’-fO,96S’smV-0,4SVosa’-f0.4S,(- 


On  tire  de  cette  équation 


Q à +0,96  /7’Q*’ 

& — R’  a’  — fp'  >0.96  sin  *’+  0,4  (i  — cos  a)  { 


d'où  l’on  déduira  facilement  la  quantité  de  travail 


S’RV= 


QA+0,96/>’Q*’ 


RV— /y{0,96sin  a’-fO,4(t-  cosa)j 


RV 


imprimée  par  la  came  pendant  la  levée. 

On  trouverait  de  même  pour  les  marteaux  à soulèvement  et  les 
marteaux  frontaux 


QH-o.&e/yçv 

RV+f  jo’jO, 96  sina’— 0,4(1  — COSa)j 
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Quantité  de  travail  développée  par  le  moteur  pendant  la  levée. 


34.  Le  marteau  doit  à ehaquc  instant  développer  une  quantité 
de  travail  égale  à celle  de  toutes  les  résistances.  En  désignant  donc 
par 

P l’effort  qu’il  exerce  à la  distance  R,  de  l’axe  de  rotation, 
p le  rayon  des  tourillons, 
f le  rapport  du  frottement  à la  pression , 

N,  le  poids  de  l’arbre  à cames  et  de  son  équipage. 

La  pression  sur  les  tourillons  des  arbres  de  martinets  vu  la  peti- 
tesse ordinaire  de  l'angle  «’,  pourra  être  exprimée  par 

N, + P’ -S’. 

En  désignant  par  0 l'angle  décrit  par  l'arbre  à cames  à l’instant 
que  l’on  considère,  nous  aurons  entre  les  quantités  de  travail  élé- 
mentaires développées  autour  de  cet  axe,  la  relation 

yPR.d^SRdg-j-S’  ^ ^-RdÔ+ApjN.+P’-S’U; 

dans  laquelle  nous  introduirons  de  suite,  dans  les  termes  relatifs 
aux  frottements,  les  valeurs  moyennes  P’  et  S’  de  P et  de  S.  En 
observant  que  R5==R’a  et  intégrant  cette  équation  depuis  0—  o 
jusqu’à  0 = 6’=  ~ nous  aurons 


s=» 


6=f 


d'où 


P-R.&’  =^PR,d5=S’ir*+/S’-+fr  ^^+/jojN1-/-P’-S’j5’ 

£ A'  f ' 


R i-fp 


d’où  l’on  déduira  la  quantité  de  travail  que  le  moteur  doit  déve- 
lopper pendant  la  levée 

P’R.^P’R, 


nu 

et  s’il  y a ^levées  en  1",  la  quantité  de  travail  que  le  moteur  de- 
vra développer  par  seconde,  pour  vaincre  toutes  les  résistances 
relatives  à cette  période,  sera 


np 

«0 


P’R.6*"’. 
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Quantité  de  travail  relative  ti  la  5"”‘  période  ou  marche  à vide. 

35.  Enfin,  lorsque  la  came  a quitté  le  manche,  l’arbre  à cames 
tourne  sans  éprouver  d’autre  résistance  que  le  frottement  sur  ses 
tourillons,  qui  est  dû  au  poids  de  l'arbre  et  à l'effort  moteur  et 
l’on  déduira  de  suite  la  valeur  de  l’effort  P"  que  doit  exercer  la 
puissance,  pour  vaincre  cette  résistance  en  faisant  S'=o  dans  celle 
de  P’  relative  à la  levée.  On  a ainsi 


Quant  au  chemin  décrit  par  le  point  d’application  de  P’’  pen- 
dant cette  marche  à vide,  on  observera  que  n étant  le  nombre  des 

<2?rH 

cames , l’intervalle  qui  les  sépare  à la  distance  R de  l’axe  est  — 
et  par  conséquent  l’arc  parcouru  à vide  à cette  distance  est 


2-R 


R3’  = 


2-R 


-RV 


et  qu'enfin  l’arc  décrit  à la  distance  R,  ou  par  le  point  d'applica- 
tion de  l’effort  P’’  est 


R,  ( 2ttR 
R l n 


Le  travail  développé  par  cet  effort  P"  pour  chaque  levée  est 
donc 

p«  MjfcrR RV)i” 

R ( n ) 

ou  par  seconde 


»u 

00 


P". 


R,  \ 2;rR 
R [ n 


Récapitulation  des  quantités  de  travail  consommées  dans  1rs  trois 
périodes  et  rapportées  à la  seconde. 

36.  En  récapitulant  ce  qui  précède,  on  voit  donc  que  la  quan- 
tité de  travail  que  le  moteur  doit  transmettre  à l’arbre  à cames 
dans  chaque  seconde  sera  représentée  par 


np  f 2ü’*MM  R’K 
«H  2M+KM’ 


R / 2rR 

p'R.s’+p’^rj—1 
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On  voit  donc  que , par  l’observation  des  divers  éléments  qui 
entrent  dans  cette  expression  , on  pourra  déterminer  la  quantité 
de  travail  transmise  au  récepteur  ou  son  effet  utile.  L’application 
de  cette  théorie  a été  faite  mainte  fois  par  MM.  les  Élèves  de 
l’École  à l’occasion  de  leur  lever  d’usine,  et  les  résultats  qu’ils  ont 
obtenus  ont  été  pleinement  confirmés  par  leur  comparaison  à ceux 
que,  dans  certains  cas,  l’on  a pu  déduire  d’expériences  directes. 

Effet  utile  proprement  dit. 


37.  Nous  venons  de  calculer  la  quantité  de  travail  totale  qui 
doit  être  transmise  à l'arbre  à cames  pour  vaincre  toutes  les  ré- 
sistances développées  à chaque  instant,  mais  une  partie  de  ce  tra- 
vail étant  consommé  en  pure  perte  par  la  résistance  et  par  les  pertes 
de  force  vive,  l’effet  utile  proprement  dit  lui  est  inférieur  et  se  ré- 
duit d'une  part  à la  moitié  de  la  force  vive  imprimée  au  marteau 
et  de  l’autre  h la  quantité  de  travail  correspondante  à son  élévation 
et  par  conséquent  cet  effet  utile  a pour  expression 


w’*M’R’* 


Q h-- 


2q’»MM’R» 
(2M+KM')*  TW 


On  remarquera  que,  dans  ces  expressions  de  l'effet  utile  et  du 
travail  transmis  h l’arbre  à cames,  le  terme  relatif  à la  force  vive 
de  l’outil  croit  comme  le  carré  de  la  vitesse  angulaire  et  que  par 
conséquent  ces  quantités  de  travail  augmentent  plus  rapidement 
que  le  nombre  des  coups  de  marteau  , de  sorte  qu’il  convient  de 
limiter  la  vitesse  de  ces  outils  à celle  qui  est  nécessaire  pour  le 
travail  et  qu’il  y aurait  inconvénient  à la  dépasser. 

Quantité  de  travail  nécessaire  pour  produire  une  déformation 
donnée  dans  le  métal. 

38.  On  peut  aussi,  des  calculs  précédents,  déduire  l’expression 
de  la  quantité  de  travail  qui  est  nécessaire  pour  produire  sur  le 
métal  à un  état  donné  de  chaleur  un  changement  de  forme  déter- 
miné. Kn  effet , si  nous  prenons  d'abord  pour  exemple  le  marteau 
frontal , nous  connaissons  la  vitesse  angulaire  moyenne  Q’  avec 
laquelle  il  marche  quand  la  came  le  quitte  et,  en  vertu  de  cette 
vitesse,  il  continuera  encore  à s’élever  jusqu’à  une  hauteur  à’ 
déterminée  par  la  relation 

£>’•  M K1-  2QA’. 
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Arrivé  à celte  hauteur,  il  retombera  sur  le  métal  et  la  gravité 
dévelopjiera  sur  lui  une  quantité  de  travail 

Q (*+*’) 

qui  sera  toute  entière  employée  à produire  la  déformation  du 
mêlai  que  l’on  pourra  mesurer.  Et  si  l’on  remarque  que  dans 
cette  compression  de  la  matière  les  molécules  choquées  où  celles 
qui  en  sont  voisines  ne  reçoivent  que  des  vitesses  à-peu-près  nul- 
les , on  pourra  d'après  les  lois  connues  de  la  pénétration  des  so- 
lides à travers  les  divers  milieux,  regarder  la  résistance  comme 
indépendante  de  la  vitesse  et  proportionnelle  à l’aire  ou  à l’am- 
plitude de  l'impression.  Nommant  donc 
a et  b les  côtés  de  cette  amplitude  ordinairement  rectangulaire, 
e la  profondeur  de  l’impression , 

K le  rapport  constant  de  la  résistance  à l’amplitude  de  l’impres- 
sion ou  la  résistance  par  mètre  carré. 

On  aura  pour  déterminer  R la  relation 

Q(h+h')=Kabt. 

En  faisant  de  pareilles  observations , on  devra  observer  en  même 
temps  l’état,  la  couleur  ou  la  température  du  métal  pour  ne  com- 
parer que  des  résultats  obtenus  dans  des  circonstances  analogues. 

Dans  le  cas  où  le  marteau  est  arrêté  dans  sa  course,  soit  par 
une  pièce  de  renvoi  comme  pour  ceux  à bascule,  soit  par  un  res- 
sort ou  rabat  comme  pour  ceux  à l’allemande  il  se  produit  contre 
ces  obstacles  une  perte  de  force  vive  qu’il  est  assez  difficile  d’éva- 
luer. Ce  qui  ne  permet  pas  de  déterminer  exactement  quelle  est 
celle  qu’il  possède  dans  son  mouvement  de  retour.  On  remarquera 
toutefois  que  cette  perte  de  force  vive  est  due  aux  impressions  ré- 
ciproques qui  se  produisent  aux  points  mêmes  de  contact , dont 
l’élasticité  altérée  par  l'intensité  et  la  répétition  des  chocs  ne  res- 
titue à-peu-près  rien  du  travail  employé  à la  produire,  mais  que 
la  portion  de  la  force  vive  qui  a été  consommée  par  la  flexion  gé- 
nérale du  manche  ou  du  ressort  est  restituée  à-peu-près  en  totalié, 
attendu  que  ces  pièces  sont  faites  avec  des  bois  élastiques  et  fléchis- 
sent en  réalité  fort  peu.  Si  donc  on  mesure,  ce  qui  est  facile,  la 
quantité  dont  le  manche  ou  le  ressort  est  fléchi  pendant  le  choc , 
on  pourra,  d’après  leurs  dimensions  et  le  coefficient  connu  de  leur 
élasticité,  calculer  la  quantité  do  travail  consommée  par  cette 
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flexion  el  restituée  ensuite  au  marteau.  Eu  l'ajoutant  à celle  qui 
est  due  à la  descente  de  ce  marteau  de  la  hauteur  qui  correspond 
à l’instant  où  il  touche  le  renvoi  revenu  à sa  position  de  repos , on 
aura  la  quantité  de  travail  totale  que  le  marteau  vient  développer 
pour  produire  une  impression  déterminée  et  l’on  pourra  ensuite  , 
comme  dans  le  cas  du  marteau  frontal , déterminer  la  résistance 
de  la  matière  à la  compression. 

La  théorie  précédente  s'applique  aux  moulins,  aux  foulons,  etc. 

39.  La  théorie  précédente  des  divers  genres  de  marteaux  s'ap- 
plique aux  moulins  à pilons  des  papeteries,  aux  foulons  qui  ne 
sont  à proprement  parler  que  des  marteaux  ù bascule  ou  à soulè- 
vement et  en  ayant  égard  aux  dispositions  particulières  de  chaque 
usine  on  n’éprouvera  aucune  difficulté  pour  ces  applications. 

Cas  où  l'arbre  à cames  est  conduit  par  un  engrenage. 

40.  ÎSous  avons  supposé  jusqu'ici  que  le  moteur  agissait  direc- 
tement sur  l'arbre  à cames,  ainsi  qu'il  arrive  ordinairement  dans 
la  plupart  des  forges  où  cet  arbre  porte  la  roue  hydraulique,  mais 
on  construit  souvent  aujourd’hui  des  marteaux  dont  l’arbre  à cames 
est  conduit  par  un  engrenage  monté  sur  celui  de  la  roue 
hydraulique. 

Par  suite  de  cette  disposition , -il  se  produit  1 chaque  coup  de 
marteau  un  choc  entre  les  dents  de  l’engrenage  et  une  perte  de 
force  vive  dont  il  faut  savoir  tenir  compte.  C’ost  ce  qui  sera  facile 
en  raisonnant  comine  on  l’a  fait  au  n°  21 , pour  le  cas  des  moulins 
à pilons  ou  des  bocards  à engrenage. 

En  effet,  en  conservant  toutes  les  notations  précédentes  el 
nommant 

»,  l’effort  exercé  à un  instant  quelconque  sur  la  dent  du  pignon 
de  l’arbre  à cames , 

r le  rayon  de  ce  pignon. 

On  aura  pour  l’équation  d'équilibre  autour  de  l’arbre  à caincs 

».r+  -J-MR’=NR  +/W».+N), 

en  supposant,  par  exemple,  que  les  efforts  »,  et  N sont  parallèles 
et  dirigés  dans  le  même  sens  ; 
d’où  l’on  tirera 
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N(Rf/fl-  ~ MR1  J ^MR’ 


r—fp 


et  par  suite 


t,dt= 


r-fP 

KM'R‘&> — (a — co)MR* 
r—fp 


en  se  rappelant  les  notations  adoptées  aux  N°‘  25  et  suivants. 

Autour  de  l'arbre  de  l’engrenage  moteur,  on  aura  une  relation 
analogue  et  en  appelant 

M,  la  masse  de  l'eau  contenue  dans  la  roue  et  qui  agit  par  son 
inertie  pendant  le  choc, 

R,  la  distance  à laquelle  elle  est  placée  de  l'axe  de  rotation, 

R”  le  rayon  de  la  circonférence  primitive  de  la  roue  d'engrenage 

/j montée  sur  l’arbre  de  la  roue  hydraulique, 
rJdm=M”R”*  le  moment  d'inertie  de  l'arbre  de  la  roue 
o hydraulique  et  de  tout  son  équipage , 

£>,  et  u,  les  vitesses  angulaires  de  cet  arbre  avantetaprèslechoc, 
f , le  rapport  du  frottement  à la  pression  pour  ses  tourillons  et 
leurs  coussinets, 
p,  le  rayon  des  tourillons, 

n et  n’  les  nombres  de  dents  de  la  roue  et  du  pignon , 
f le  rapport  du  frottement  à la  pression , pour  les  dents , il  est 
facile  de  voir  que  cette  relation  se  réduira  à 


jMlR1(Rl-^1)+M’’R’’*J(ûl-Ul)-(RW^+r’«-^)y*,d/. 

Or,  entre  cette  équation  et  la  précédente  qui  sont  toutes  deux  du 
premier  degré,  on  éliminera  jsjit  et  il  ne  restera  qu’une  relation 
entre  les  quatre  vitesses  angulaires  û, , w, , Q et  <a,  auxquelles  on 
devra  joindre  d'abord , 

R"Q,=RÛ,  R”w,=R« 


en  appelant  la  vitesse  angulaire  moyenne  de  l’arbre  de  la 
roue  hydraulique  , déduite  de  l’observation  et  qui  est  d’ail- 
leurs liée  à celle  de  l’arbre  à cames  par  la  relation  R’^’^Rû’. 
On  aura  donc  ainsi  quatre  équations  à -Taide  desquelles  on  ob- 
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tiendra  facilement  l'expression  des  vitesses  angulaires  O,  et  <u,  de 
l'arbre  de  la  roue  hydraulique  avant  et  après  le  choc  en  fonction 
de  sa  vitesse  moyenne  Q]  et  de  quantités  connues  et  l’on  en  déduira 
la  valeur  de  la  force  vive  consommée  par  cet  arbre  pendant  le  choc 
et  par  suite  celle  de  la  quantité  de  travail  correspondante 

‘(ûî-^)M”R”a 

que  le  marteau  doit  développer  à chaque  choc. 

Le  reste  du  calcul  se  continuera  dans  ce  cas  comme  nous  l'avons 
déjà  indiqué,  sans  offrir  aucune  difficulté  particulière. 

DES  MACHINES  A PERCER,  A DÉCOUPER,  A ÉTAMPKR  ET  A FRAPPER 
LES  MONNAIES. 

Description  sommaire. 

4t.  On  emploie  dans  les  ateliers  de  construction  et  dans  les 
arsenaux,  des  machines  à découper  ou  emporte-pièces  de  différons 
genres,  qui  se  distinguent  les  uns  des  autres  par  leurs  dispositions 
particulières,  mais  qui  agissent,  en  général,  par  le  choc  d’une 
masse  animée  d’une  grande  vitesse,  ou  plutôt  d’une  force  vive  con- 
sidérable sur  la  matière  à enlever. 

Un  des  appareils  de  ce  genre,  le  plus  fréquemment  usité,  est  le 
balancier  à découper  (fig.  119),  mu  par  des  hommes;  il  en  existe 
un  grand  à l'arsenal  d’artillerie  et  un  petit  à l'arsenal  du  génie 
à Metz.  Nous  les  prendrons  pour  exemples  de  la  marche  à suivre 
dans  le  calcul  de  ces  sortes  de  machines,  et  il  sera  facile  ensuite 
d’en  déduire  la  manière  dont  on  devrait  procéder  dans  d’autres  cas. 

L’outil  destiné  à percer  ou  à découper  un  trou  dans  des  pièces 
de  métal  est  ordinairement  en  acier  fondu  trempé,  il  porte  le  nom 
de  poinçon  et  se  termine  inférieurement  par  une  face  plane  per- 
pendiculaire à la  direction  de  son  mouvement  et  dont  le  contour  a 
exactement  la  forme  du  trou  que  l’on  veut  obtenir.  A partir  du 
tranchant  le  poinçon  se  rétrécit  un  peu  vers  le  haut,  afin  qu’après 
son  passage  dans  le  trou  qu'il  fait , le  reste  du  corps  n’éprouve 
aucune  résistance  latérale.  Ce  poinçon  s'engage , par  une  portion 
tronconique  ou  cylindrique,  dans  une  pièce  plus  forte  nommée 
mandrin  ou  emprunt;  il  y est  arrêté  soit  avec  des  vis  soit  avec  une 
clef  ou  cheville  qui  les  traverse  toutes  les  deux.  Le  man- 
drin et  le  poinçon  qui  y est  fixé  s’élèvent  verticalement  et  sont 
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guidés  dans  ce  mouvement  par  des  coulisses  prismatiques  ou  cylin- 
driques , adaptées  aux  supports  du  balancier  et  parfaitement 
ajustées. 

Le  mouvement  d’ascension  du  mandrin  est  produit  par  celui 
d’une  vis  en  fer  à filets  quamis,  qui  est  liée  au  mandrin;  mais 
comme  la  vis  tourne  en  s'élévaut  et  en  descendant,  tandis  que  le 
mandrin  et  le  poinçon  ne  doivent  avoir  qu’un  mouvement  vertical , 
on  assemble  ces  deux  pièces  au  moyen  d’un  collet  à vis,  qui  ne  les 
rend  solidaires  que  dans  le  sens  vertical  et  permet  à la  vis  de  tour- 
ner sur  elle-même,  tandis  que  le  mandrin,  retenu  par  ses  coulisses 
ou  guides,  ne  peut  que  descendre  ou  monter  verticalement. 

La  vis  a plusieurs  filets,  ordinairement  au  nombre  de  trois  ou 
quatre,  traversé  un  écrou  en  bronze,  logé  dans  le  chapeau,  qui 
réunit  les  deux  montants  du  balancier  et  sa  tête  est  engagée  dans 
un  grand  levier  en  fer  dont  les  deux  extrémités  j>ortent  des  masses 
sphériques  ou  lenticulaires,  destinées  à augmenter  le  moment 
d’inertie  des  pièces  qui  tournent  avec  la  vis.  C’est  de  ce  levier  ou 
balancier  que  la  machine  tire  son  nom. 

Le  support  de  la  machine  ordinairement  en  métal  se  compose 
de  doux  montants  réunis  par  un  chapeau  et  par  nne  semelle;  le 
tout  est  coulé,  le  plus  souvent,  d’une  seule  pièce  et  posé  sur  un 
massif  solide  en  maçonnerie  ou  en  charpente.  La  semelle  présente 
en  dessous  de  la  vis  une  ouverture  sur  laquelle  se  plaire  une 
plaque,  plus  ou  moins  épaisse,  selon  les  cas,  et  que  l’on  nomme 
porte-matrice , et  dans  laquelle  se  fixe , à l’aide  d’une  vis,  la  matrice , 
dont  l’ouverture  est  précisément  de  mêmes  dimensions  que  le 
poinçon;  celle-ci,  qui  doit  être  en  acier  foudu  trempé,  se  place 
avec  le  plus  grand  soin,  de  manière  que  le  poinçon  la  traverse 
sans  frottement. 


Jeu  de  la  machine. 

42.  D’après  cette  description  succincte,  le  jeu  de  la  machine 
est  facile  à concevoir.  Des  hommes  agissant  à l’extrémité  du  levier, 
soit  directement  à bras,  soit  par  l'intermédiaire  de  tiraudes,  im- 
priment à la  vis  et  à son  équipage  une  vitesse  de  rotation  et  par 
suite  nne  force  vive  considérable.  Au  travail  qu’ils  développent 
s'ajoute  celui  de  la  gravité , diminué  de  celui  que  consomme  le 
frottement  des  filets.  Le  poinçon  atteint  la  pièce  à percer  ou  à 
découper,  que  l'on  a poussée  sur  la  matrice,  et,  en  vertu  de  la 
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force  vive  acquise  par  le  système  et  quelquefois  de  l'effort  que 
les  hommes  exercent  encore  pendant  le  percement,  il  pénètre  à 
travers  la  matière  et  en  détache  une  partie  de  même  dimension 
que  1e  volume  engendré  par  sa  surface  tranchante.  La  vitesse  de 
descente  et  de  rotation  de  la  machine  est  considérablement  dimi- 
nuée à la  lin  du  percement,  mais  passé  ce  terme,  la  résistance 
devenant  nulle,  le  mouvement  s’accélère  de  nouveau,  jusqu’à 
l'instant  où  la  machine  est  arrêtée,  soit  par  un  obstacle  fixe,  qui 
éteint  en  pure  perte  la  force  vive  qu’elle  possède  encore,  soit 
par  des  ressorts  qui*  lui  en  restituent  une  portion  plus  ou  moins 
grande. 

Théorie  du  balancier  à découper  ordinaire. 

43.  Cela  posé,  on  voit  qu'une  même  descente  de  la  vis  corres- 
pond à trois  périodes  distinctes  de  mouvement,  qu’il  faut  examiner 
à part.  Dans  la  première,  relative  à la  descente  de  la  vis  et  de 
son  équipage , depuis  le  moment  où  le  moteur  commence  à agir 
jusqu'à  celui  où  le  poinçon  atteint  la  pièce  à percer,  le  mouve- 
ment s’accélère  par  l’action  simultanée  et  successive  des  hommes 
et  de  la  gravité.  Dans  la  deuxième,  correspondante  à toute  la 
durée  du  percement,  le  mouvement  se  retarde  jusqu’à  l’instant  où 
la  pièce  à découper  étant  traversée,  la  troisième  période  commence 
et  le  mouvement  s’accélère  de  nouveau  jusqu’à  ce  qu'il  soit  lout-à- 
fait  éteint  par  des  arêtes  fixes  ou  par  des  ressorts. 

Nous  allons  examiner  successivement  ce  qui  se  passe  dans  cha- 
cune de  ces  trois  périodes 

Première  période  du  mouvement. 

44.  A cet  effet  appelons 

Q le  poids  de  la  vis,  du  balancier,  des  sphères,  du  mandrin, etc. 

r’  le  rayon  moyen  des  filets  de  la  vis , 

h le  pas , 

a l’angle  d'inclinaison  du  filet  moyen  à l’horizon, 

r la  distance  à l'axe  de  la  vis  d’un  élément  quelconque  de 
masse  dm. 

u la  vitesse  angulaire  à un  instant  quelconque  de  la  descente  de 
la  vis, 

u »’  la  vitesse  angulaire  au  moment  où  le  poinçon  atteint  la  pièce 
et  où  le  choc  et  le  percement  commencent, 

53 
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H La  hauteur  totale  dont  le  système  est  descendu  à cetle  époque, 

P l’effort  variable  exercé  par  les  hommes  sur  le  levier  dans  le 
sens  de  l’arc  décrit , 

ds  l’arc  élémentaire  décrit  dans  dt  par  le  point  d’application  deP. 

Pendant  la  descente,  la  pression  sur  les  filets  de  la  vis  se  borne 
à son  poids  Q,  dont  la  composante  Q sin  a parallèle  aux  filets 
tend  à la  faire  glisser,  tandis  que  le  frottement  qui  résulte  de  la 
composante  Q cos  a,  normale  à ces  filets,  s’oppose  à ce  mouve- 
ment. 

il  est  facile  de  voir  que  dans  le  cas  actuel , l'effort  p horizontal 
et  tangentiel  au  cylindre  de  rayon  r\  qu’il  faut  exercer  pour 
faire  descendre  la  vis,  a pour  expression  (voyez  u°'  81  et  suivants, 
3*  section). 


P = Q- 


/•—tanga 

l+/langa 


t+lang-a 
/W1 +/ tanga 


Q tanga. 


expression,  qui  d’après  les  notations  adoptées  ci-dessus  et  attendu 
que  tang  a = » revient  à 


p=fQ 


47r»r’*-f-A’*  h' 


Cet  effort  agissant  horizontalement,  il  est  facile  de  voir  que, 
si  la  vis  descend  d’une  hauteur  H,  son  point  d’application  par- 
courra un  arc  égal  à -p-.îitr’. 

Par  conséquent  la  quantité  de  travail  consommée  dans  ce  dépla- 
cement par  la  résistance  de  la  vis,  sera 


P 


i-’r'-f-À’*  H 
2zrr’-j ~fh'  h' 


QH. 


Pendant  cette  même  période,  la  puissance  motrice  développe  la 
quantité  de  travail Ll'ds, 

qui  doit  être  prise  depuis  t°=c,  jusqu'à  la  valeur  de  s qui  corres- 
pond à l'arc  total  décrit  par  le  point  d’application  de  P,  pendant 
l’action  du  moteur.  Cette  quantité  de  travail  est,  par  exemple, 
celle  que  peuvent  livrer  les  hommes  à chaque  coup  de  balancier. 

Quant  à la  variation  de  la  force  vive,  il  est  clair  que  la  machine 
étant  partie  du  repos  et  ayant  acquis  dans  le  sens  horizontal. 
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une  vitesse  angulaire  <*>’,  à l’iustaut  où  le  poinçon  atteint  la  ma- 
tière à percer,  elle  possédera  à ce  moment,  dans  ce  sens,  une 
force  vive  exprimée  par 


j'r'dm  étant  la  somme  des  moments  d'inertie  de  toutes  les  parties 
qui  tournent  avec  la  vis. 

Mais  ces  pièces  sont  en  outre  animées  d’une  vitesse  de  descente 
commune  et  verticale,  égale  à pour  un  instant  quelconque 
et  à w’-^-  pour  celui  que  l’on  considère,  ce  qui  correspond  à une 
force  vive  acquise  dans  le  sens  vertical  et  égale  à 


A’* 

4a* 


en  appelant  M=—  la  masse  totale  de  la  vis  et  de  tout  son  équi- 
pe. 

D’après  ce  qui  précède,  le  principe  des  forces  vives  appliqué  à 
cette  première  période  nous  donnera  l'équation. 


(«) 


rVm  f ^ 
9 


4wV  -f  A” 
2ar’J-/A’ 


11 

' A’' 


On  remarquera  que,  dans  celte  descente  de  la  vis,  nous  avons 
négligé  de  tenir  compte  de  la  quantité  de  travail  consommée  par 
le  frottement  contre  la  lunette,  qui  lie  le  mandrin  à la  vis,  parce 
qu’il  est  dans  ce  cas , extrêmement  faible. 

L’équation  précédente  donnera  la  vitesse  angulaire  <u’  à l’instant 
où  le  poinçon  atteint  la  pièce  à percer,  lorsque  l’on  connaîtra  la 
quantité  de  travail  livrée  par  le  moteur  à chaque  coup  de  balan- 
cier. On  sait,  par  exemple,  d’après  les  observations  de  Coulomb  et 
d’autres  ingénieurs,  qu’un  homme  agissant  alternativement  sur 
une  tiraude,  développe  une  quantité  moyenne  de  travail  de  5k“.50 
par  seconde  à raison  de  huit  heures  de  travail  par  jour.  Lors  donc 
qu’on  aura  observé  le  nombre  de  pièces  découpées,  dans  un  temps 
donné  de  travail  suivi,  on  en  déduira  le  nombre  de  coups  par 
seconde  et  par  suite  la  quantité  de  travail  livrée  par  le  moteur 
à la  machine  pour  chaque  coup. 

A l’inverse,  à,  à l’aide  d’appareils  particuliers,  on  pouvait 
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déterminer  immédiatement  w’,  l’équation  ci-dessus  donnerait  lu 
quantité  de  travail  h développée  par  le  moteur. 

2*  Période  du-  mouvement. 

-15.  Passons  maintenant  à la  2e  période,  pendant  laquelle  le 
poinçon  pénètre  dans  la  matière  et  appelons 
F la  force  de  réaction  ou  la  résistance  totale  de  la  matière  au 
percement,  à un  instant  quelconque  du  mouvement, 
e l'épaisseur  de  la  pièce  à découper  au  même  instant, 
c le  contour  de  l’ouverture  ou  de  la  partie  à enlever,  c’est  aussi 
celui  du  poinçon , , , 

k un  coefficient  constant  dépendant  de  la  nature  de  la  matière 
découpée  ; 

Nous  admettrons  jusqu’à  ce  que  l’expérience  ait  prononcé  que 
la  résistance  F est  à chaque  instant  proportionnelle  au  contour  c, 
à l'épaisseur  eet  au  coefficient  k de  sorte  que  nous  aurons 

F— Kce. 

On  voit  que  dans  cette  expression  k représente  à proprement 
parler  la  résistance  de  l’unité  de  surface  découpée. 

D’après  cela, 

E (fig.  120)  étant  l’épaisseur  totale  de  la  pièce  à percer, 
h la  hauteur  totale  dont  le  poinçon  est  descendu  à l’instant  du 
percement  que  l’on  considère  , II  conservant  la  signification 
précédente 

La  profondeur  de  l’impression  ou  le  chemin  parcouru  dans  le 
sens  de  F,  jusqu’à  l’instant  que  nous  considérons,  sera  h — H et 
l’on  aura 


e=E — (à — H) 

Par  conséquent  la  quantité  de  travail  développée  dans  l’élément 
de  temps  dt  par  la  résistance  F sera 

¥dh-keedk^kc{E-i-H—k\dh  ; 

et  en  intégrant  depuis  A=U  jusqu’à  II-f-E , on  a pour  le  tra- 
vail total  de  F pendant  le  percement 

tYdh^kc  — - 
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Cela  posé,  à un  instant  quelconque  du  percement,  la  vis  éprouve 
de  la  part  de  la  matière  la  résistance  F,  dirigée  en  sens  contraire 
de  son  mouvement  de  descente,  qui  se  retarde  dans  l’élément  du 
temps,  dans  le  sens  vertical  et  dans  le  sens  horizontal , et  si  nous 
désignons  par  du  la  variation  de  la  vitesse  angulaire  horizontale, 
celle  de  la  vitesse  verticale  sera 


L’inertie  de  la  masse  totale  ~ de  la  vis  et  de  son  équipage  tend  à 
s'opposer  à ce  retard  avec  une  intensité  mesurée  à chaque 
instant  par 


*’  f do)  , h’  d',)  .. 

* r/-srdm=àF-drM= 


v q du 

in  y (U  ’ 


le  poids  Q de  la  vis  se  joint  d'ailleurs  ici  aux  forces  d’inertie,  pour 
entretenir  le  mouvement  de  descente  et  la  résistance  que  la  vis 
éprouve  dans  le  sens  vertical  a pour  expression 


JL 

in  g dt 


Q. 


Nous  la  représenterons  provisoirement  et  pour  simplifier  les  for- 
mules par  q et  nous  aurons  à exprimer  qu’à  chaque  instant  du 
percement,  il  doit  y avoir  équilibre  entre  cette  résistance,  les  frot- 
tements qui  en  résultent  d'une  part  et  de  l’autre  entre  les 
forces  d'inertie  tangentielles  ou  de  rotation  qui  tendent  à entre- 
tenir le  mouvement  auxquelles  s’ajoute  l’effort  P développé  par  le 
moteur , pendant  le  percement. 

On  remarquera  d’abord  que  la  résistance  q éprouvée  par  la  vis, 
agissant  de  bas  en  haut,  les  filets  seront  appuyés  par  leur  surface 
supérieure  contre  la  face  inférieure  de  ceux  de  l’écrou  et  il  est 
facile  de  voir  en  suivant  la  marche  indiquée  aux  N"*  81  et  suivants 
de  la  3*  section  que  l’effort  p tangentiel  au  cylindre  des  filets 
moyens  de  rayon  r’,  qu’il  faut  exercer  à chaque  instant,  pour 
faire  descendre  la  vis,  a pour  expression 

/"+  lang.a  „ inr'f+K 
p-V  t-Ztang.*  ~ 1 2 nf—fh' 

et  il  est  facile  de  voir  que  si  la  vis  descend  de  la  quantité  élémen- 
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taire  dh , dans  l'instant  dt , le  point  d’application  de  cette  force  p 
parcourra  le  chemin  élémentaire  dt=J^£dk , de  sorte  qu’elle  déve- 
loppera, dans  l'élément  du  temps,  une  quantité  de  travail 

frrr’H-A’  Jrn^  dh. 
v 2 nr'—fh'  A’ 

Le  mandrin  est  pressé  contre  le  bout  de  la  vis  pendant  le  perce- 
ment,  par  un  effort  exprimé  par  F+  — -^-4-  Q,  qui  donne 
lieu  à un  frottement  analogue  à celui  des  pivots.  En  appelant  p le 
rayon  de  ce  pivot  et  f le  rapport  du  frottement  à la  pression, 
pour  les  surfaces  en  contact,  il  est  facile  de  voir  que  cette  résis- 
tance développera  en  sens  contraire  du  mouvement  pendant  dt, 
une  quantité  élémentaire  de  travail,  mesurée  par 


4-^+4 


2 n g dt 


27T P 
h' 


dh. 


Enfin  le  frottement  que  nous  venons  d’évaluer  et  qui  s'exerce  sur 
la  tête  du  mandrin  tend  à le  faire  tourner  et  à presser  les  oreilles 
dont  il  est  garni  dans  les  coulisses  qui  les  guident;  de  là  résulte  un 
nouveau  frottement  qui  agit  dans  le  même  sens  que  la  résistance 
F et  qui,  en  appelant 

/”le  rapport  du  frottement  à la  pression  pour  les  coulisses, 
l la  distance  moyenne  des  oreilles  à l’axe  de  rotation , a pour 
expression 


£+«! 


5 l * 


Cette  résistance  consommera  dans  l’élément  du  temps  la  quantité 
de  travail 


Mais  il  est  évident  qu’à  cause  de  la  petitesse  ordinaire  des 
quantités  f , f"  et  du  rapport  ~ on  pourra,  sans  erreur  notable, 
négliger  ce  dernier  frottement  dont  la  considération  ne  compli- 
querait au  reste  nullement  les  calculs. 

Dune  autre  part,  l’effort  moteur  P développera  dans  le  même 
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intervalle,  une  quantité  de  travail  mesurée  par 

2t:R 


Pd*=P.- 


h' 


dh. 


R étant  le  rayon  de  l'arc  décrit  par  son  point  d'application;  et 
les  forces  d'inertie  horizontales  ou  de  rotation  développeront  dans 
le  même  sens,  la  quantité  de  travail 

wd(i)  j r'dm , 

numériquement  égale  à la  moitié  de  la  variation  de  la  force  vive 
de  rotation  pendant  le  même  temps. 

Nous  aurons  donc  pour  exprimer  qu'à  chaque  instant  il  y a 
équilibre  entre  les  différentes  forces  du  système  ou  qu'elles  déve- 
loppent des  quantités  de  travail  égales  en  sens  contraire  l’équation 

“•‘f  y £+°r 

ou  en  remplaçant  q par  sa  valeur 

H Zn  g dl  v 

f .^Ldh  + ^-r* 

qui  en  observant  que  revient  à 

“J“|  frdm+-j  — = 
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ou  on  posant  pour  simplifier 


finr'+h'  2 4 Snr'f+h' 

2nr’-Âr  +TrP“A’  2rrr’ — h'  ' 


:/>=a\ 


«dw  ' f r1dm-\-k,~  ® j -t-  Vdt  = AFdh-  k'Q.dk  j 


«‘quation  qui,  intégrée  pour  toute  la  durée  du  percement,  ou 
depuis  u=û>’  jusqu'à  <>)==^”,  correspondant  respectivement  à à=H 
et  A=H-f-E,  nous  donnera 


(*)• 


(<ü’* «”») 

2 


.VQ 

2s  y 


Nous  ferons  remarquer  que,  dans  les  balanciers  ordinaires, 
où  les  hommes  agissent  sur  des  liraudes  et  impriment  au  système 
une  grande  vitesse  de  rotation,  au  commencement  de  la  première 
période,  en  bornant  là  leur  action  sur  la  machine,  le  terme  j P di 

est  nul  pendant  la  durée  du  percement,  et  que,  dans  les  balanciers 
où  les  hommes  agissent  à la  main  sur  les  bras  du  levier  et  prolon- 
gent ou  renouvellent  leur  effort,  pendant  la  durée  de  la  deuxième 
période,  la  quantité  de  travail  qu'ils  développent,  pendant  cette 
période,  est  très-faible  par  rapport  à celle  qui  correspond  à la 
variation  de  la  force  vive.  De  sorte  que  dans  l’un  et  l'autre  cas, 
on  peut  presque  toujours  négliger  le  terme ^ Pds  par  rapport  au 
premier.  11  en  est  de  même  la  plupart  du  temps  du  terme  QE  relatif 
au  travail  développé  par  le  poids  propre  de  la  vis  et  de  son  équi- 
page, pendant  le  percement,  attendu  que  E est  toujours  une  quan- 
tité très-petite.  Mais  comme  ce  terme  est  toujours  facile  à calculer 
on  pourra  le  conserver  dans  l’équation. 


Équation  à employer  pour  les  balanciers  à tiraudes. 


46.  D’après  cette  observation , l'équation  à appliquer  aux  ba- 
lanciers mus  par  des  hommes  qui  agissent  â l'aide  de  tiraudes, 
pour  imprimer  une  vitesse  au  système  qu’ils  abandonnent  ensuite 
à Iui-méme,  ainsi  que  cela  a lieu,  notamment  pour  celui  de 
l'arsenal  d’artillerie  de  Metz,  se  réduira  à 


(3). 


* — o» 
2 
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d'où  l’on  tirera 


/ 


Fdh 


i E* 

-kc 


— j /rtfin-f-A’- 


27: 


*h 

y» 


Al^ 


Mode  à suivre  pour  déterminer  le  coefficient  kpar  l'expérience. 

47.  Lors  donc  que,  par  des  moyens  particuliers,  on  aura  pu  dé- 
terminer la  vitesse  angulaire  < u”  à la  fin  du  percement,  on  déduira 
de  cette  équation  la  valeur  du  coelficieut  constant  k,  ou  de  la  ré- 
sistance du  métal  découpé,  sur  l’unité  de  surface  de  rupture  et  l'ou 
pourra  vérifier  par  la  comparaison  des  diverses  valeurs  de  k corres- 
pondantes à des  valeurs  différentes  de  c et  de  E , si  la  loi  que  nous 
avons  admise  précédemment  pour  la  résistance  au  percement  est 
effectivement  celle  qui  la  régit.  Cette  loi  étant  une  fois  vérifiée  et 
la  valeur  de  k étant  ainsi  déterminée , on  pourra  en  déduire  la 
quantité  de  travail  que  nécessite  le  percement  d’une  pièce  d'une 
épaisseur  donnée,  selon  un  contour  connu  , et  par  suite  propor- 
tionner la  puissance  des  machines  ou  du  moteur  à employer  aux 
effets  à produire. 


Moyens  à employer  pour  déterminer  lu  vitesse  angulaire  à la  fin 
du  percement. 


48.  il  est  en  général  assez  difficile  de  déterminer  la  vitesse  an- 
gulaire ai”  correspondante  à la  fin  du  percement , mais  on  peut 
cependant  y parvenir  dans  différents  cas,  comme  nous  allons 
l'indiquer. 

Il  arrive  d’abord  quelquefois  que  le  percement  ne  peut  s’effec- 
tuer d’un  seul  coup  de  balancier , et  que  par  conséquent  la  vitesse 
est  totalement  détruite  par  une  impression  ou  un  découpage  partiel 
de  la  pièce.  Dans  ce  cas  on  fera  dans  l'équation  ci-dessus  o , 
en  y mettant  pour  E la  valeur  correspondante  h la  profondeur 
observée  de  pénétration.  Dans  d’autres  cas , le  percement  est  com- 
plet, mais  la  vitesse  est  sensiblement  éteinte  à la  fin,  c'est  ce  qui 
arrive  assez  souvent , quand  des  hommes  ont  à découper  un  grand 
nombre  de  pièces  de  même  matière  et  de  mêmes  dimensions , 
parce  qu’ils  acquièrent  assez  d’habitude  pour  proportionner  leur 
effort  à la  résistance  à vaincre. 

Enfin  , dans  certains  balanciers  et  particulièrement  à celui  de 
l’arsenal  d'artillerie  de  Metz , pour  relever  en  partie  la  vis  après 
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iliaque  coup,  on  a cherché  à utiliser  la  force  .vive  qu'elle  possède 
encore  & la  fin  du  percement  , au  moyen  des  dispositions 
suivantes. 

Disposition  particulière  du  balancier  de  l'arsenal  d'artillerie 
de  Metz. 


49.  Sur  la  circonférence  décrite  par  celle  des  sphères  qui  est 
opposée  au  point  d'action  des  hommes,  on  a disposé  un  ressort  en 
spirale,  contre  lequel  elle  vient  éteindre  graduellement  sa  vitesse. 
Si  l'on  suppose  que  ce  ressort  soit  convenablement  proportionné 
et  que  son  élasticité  ne  soit  pas  notablement  altérée  par  ce  choc , 
ainsi  qu'on  pourrait  facilement  y parvenir , en  lui  donnant  des 
proportions  convenables,  il  en  résultera  que  ce  ressort,  en  se  dé- 
bandant , après  sa  compression  , développera  une  quantité  de  tra- 
vail égale  à celle  que  le  système  aura  exercée  sur  lui  en  le  faisant 
fléchir,  et  que  par  conséquent  la  vitesse  de  retard,  qu'il  commu- 
niquera à lavis,  sera  sensiblement  égale  à celle  avec  laquelle  elle 
sera  venu  le  choquer  et  comme  il  sera  facile  d’observer  jusqu’il 
quel  point  de  la  circonférence  la  vis  ou  le  balancier  revient  dans 
ce  retour,  on  pourra  en  déduire  la  vitesse,  qui  a été  restituée  an 
système  et  qui  est  égale  à la  vitesse  d’arrivée  que  l’on  cherche 
En  effet,  eu  appelant, 

si'”  la  vitesse  angulaire  de  retour  cherchée  , 

H”  la  hauteur  dont  la  vis  s’est  relevée  par  suite  de  l’action  du 
ressort  et  à laquelle  correspond  une  vitesse  angulaire  nulle. 

Il  est  facile  de  voir,  qu’en  conservant  d’ailleurs  les  notations 
précédentes,  on  aura 


4itV*+fc’a  H” 
27Tr’  — fl,'  h' 


d’où  l’on  déduira  w’”. 

Cela  fait , puisque  la  vis  ou  le  balancier  atteint  le  ressort  avec 
une  vitesse  angulaire  w’”  et  qu’à  partir  de  la  fin  du  percement 
jusqu’à  ce  moment,  la  vis  n’est  sollicitée  que  par  son  poids,  et 
par  le  frottement  des  fdets  contre  l'écrou , on  aura  , en  nommant 
H’  la  hauteur  dont  elle  descend  depuis  la  fin  du  percement  jus- 
qu'à l’instant  où  elle  rencontre  le  ressort , hauteur  qui  est  donnée 
par  l’observation  directe 


...-•Ji  tfdm  V ï $-q,iwq*5±£ 


II' 

h' 
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d'où  l'on  déduira  la  vitesse  cherchée  w”  correspondante  à la  fin 
du  percement. 

Cette  méthode  suppose  comme  on  le  voit  que  le  ressort  cou- 
serve  son  élasticité  et  que  pendant  sa  flexion  et  son  débaudcment 
il  ne  développe  pas  de  frottements  ou  de  résistances  capables  d'al- 
térer notablement  la  vitesse  de  retour.  Mais  il  arrive  souvent  dans 
la  pratique  que  les  choses  sont  disposées  d'une  manière  moins 
convenable  et  voici  alors  comment  on  devra  s’y  prendre  pour  tenir 
compte  des  résistances. 

On  observera  d’abord  jusqu'à  quelle  position  le  ressort  renvoie 
le  levier  pendant  le  travail  habituel  de  la  machine,  puis,  en  rele- 
vant la  vis  à diverses  hauteur  et  l’abandonnant  à son  poids , on 
déterminera  par  tâtonnement  jusqu’à  qu’elle  hauteur  il  a fallu 
l’élever  pour  que  le  ressort  renvoyât  le  levier  à la  même  distance, 
que  pendant  le  travail.  Cela  fait,  la  formule 


J 


-J  ï^=Q»’+fQ 


4-V”-f-À’>  H” 
izr+fh'  h' 


dans  laquelle  on  mettra  pour  H”  la  hauteur  de  relèvement,  déter- 
minée comme  ci-dessus,  donnera  la  valeur  de  la  vitesse  angu- 
laire w’”  avec  laquelle  le  balancier  vient  à la  fin  de  chaque  opéra- 
tion rencontrer  le  ressort.  L’on  procédera  ensuite  à la  rechechc 
de  m”  comme  il  a été  dit  plus  haut. 


Appareil»  qui  donnent  directement  la  vitesse  à un  instant  quelconque 
du  mouvement. 


50. 11  existe  d’autres  moyens  plus  commodes  et  plus  précis  de 
déterminer  à un  instant  quelconque  de  l’une  des  trois  périodes 
du  mouvement  du  balancier,  la  vitesse  de  descente  ou  la  vitesse 
angulaire  dont  il  est  animé.  Ils  consistent  en  général,  {voyez  le 
n.  131  de  la  7*  section),  dans  la  combinaison  d’un  mouvement 
connu  avec  le  mouvement  à déterminer  d’où  l'on  en  déduit  une 
courbe  qui  représente  la  relation  contenue  entre  le  temps  et  l’es- 
pace parcouru  et  qui,  par  l'inclinaison  de  ses  tangentes,  permet  de 
déterminer  pour  chaque  position  la  vitesse  angulaire.  A l’aide  de 
ces  appareils,  on  connaîtra  donc  la  vitesse  à la  fin  de  la  première 
période  et  l’on  pourra  déduire  de  l'équation,  qui  y est  relative , 
la  quantité  du  travail ^ P d s imprimée  par  le  moteur  à chaque 
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coup  du  balancier.  Puis  connaissant  la  vitesse  au  commencement 

et  à la  lin  de  chaque  percement  on  conclura  de  l’équation  relative 

/£• 

consommée 

par  la  résistance  <ie  la  matière  et  par  suite  la  valeur  de  k. 

Mais  ces  derniers  moyens  d’observation  n’étant  encore  que  très- 
peu  connus  et  les  appareils  nécessaires  étant  rarement  à la  dispo- 
sition des  observateurs,  il  faudra  dans  les  levers  d'usine,  recourir 
à l’un  des  procèdes  que  nous  avons  indiqués  plus  haut. 

Balancier  à étamper,  à battre  les  monnaies. 

5i . Lorsqu’il  s’agit  des  balanciers  à étamper,  à battre  les  mon- 
naies, la  vitesse  à la  fin  de  chaque  opération  est  toujours  nulle, 
mais  il  faut  observer  qu'alors  la  résistance  F suit  une  loi  différente. 
On  peut  admettre,  dans  ce  cas  qu’elle  est  proportionnelle  à l’aire 
ou  à l’amplitude  de  l’impression  et  à la  profondeur  e de  cette  im- 
pression et  qu’elle  est  alors  représentée  par 

F =kae  et  son  travail  total  par 

dh=kj^a  ed  e^-^-  • 

Le  coefficient  k exprimant  alors  la  résistance  par  mètre  quarré 
de  la  matière  à la  compression  et  e la  profondeur  totale  de  cette 
impression. 

On  procédera  d’ailleurs  au  reste  du  calcul , comme  dans  le  cas 
précédent. 

Nous  terminerons  ce  que  nous  avons  à dire  sur  les  machines  à 
percer  et  à découper  , en  rapportant  ici  succinctement  quelques 
résultats  d’expérience  obtenues  avec  le  balancier  de  l’arsenal  d'ar- 
tillerie de  Metz,  par  M.  Morin,  à l’aide  de  l’observation  de  la  loi 
du  mouvement  vertical  de  descente  de  la  vis,  pendant  les  diverses 
périodes. 

En  laissant  d'abord  descendre  la  vis  sous  la  seule  action  de  son 
poids  et  déterminant  avec  un  appareil  chronométrique  à style 
(voyez  n°  131, 7*  section),  la  vitesse  acquise  après  une  hauteur  de. 
descente  connue,  il  a trouvé  que  le  rapport  du  frottement  à la 
pression  pour  cette  vis  et  son  écrou  enduits  de  suif  durci,  était 
/= 0,10  ainsi  que  le  montrent  les  expériences  directes  faites  sur  le 
frottement  des  surfaces  planes  de  môme  nature  dans  le  même  état; 
ce  qui  vérifie  la  théorie  du  frottement  des  visa  filets  quarrés, 
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développée  au  n*  81  et  suivants  de  la  3*  section.  En  observant  en- 
suite de  la  même  manière,  la  vitesse  que  cinq  hommes,  habituel- 
lement employés  à cette  machine,  lui  imprimaient  à chaque  coup 
et  à l’aide  de  la  formule  (1)  du  n°  44,  il  en  a conclu  que  la  quan- 
tité de  travail  développée  par  chacun  d'eux  et  à chaque  coup  de 
balancier  était  moyennement  de  15l".4 

Enfin,  en  déterminant  la  vitesse  possédée  par  la  vis  avant  et 
après  le  percement  de  plaques  en  fer  et  en  plomb  de  diverses 
épaisseurs  et  à l’aide  de  l’équation  (3)  du  n°  46,  il  a reconnu  que 
l’hypothèse  admise  au  n°  45  sur  la  loi  de  la  résistance  de  ces 
métaux  au  percement  était  vérifiée  par  l’observation  et  que  l’on 


avait  moyennement  pour 

Le  fer  chauffé  au  rouge  brun k - 8206000't>h 

Le  plomb  à froid *=4249000 


FIN  DE  LA  C1NQUIÈHE  SECTION. 
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LEÇOSS  PREPARATOIRES  AC  LEVER  D’DSISES 


Oe.  SECTIOIf. 


DU  MOUVEMENT  PERMANENT  BT  DE  L'ÉCOULEMENT  DES  FLUIDES. 


DES  PETITS  ORIFICES  ET  TUYAUX  DE  CONDUITE  SERVANT  A ÉCOULER  L’EAU 
ET  l’air  DES  RÉSERVOIRS  OU  GAZOMÈTES. 

Notice  historique 

i . Les  équations  différentielles  exactes  et  complètes  du  mouve- 
ment des  fluides  incompressibles  sont  connues  depuis  longtemps, 
pour  le  cas  d’une  fluidité  parfaite,  et  même  M.  Navier  les  a éten- 
dues à celui  où  le  fluide  est  visqueux  et  contracte  de  l’adhérence 
avec  les  parois  du  vase  qui  le  renferme  (1)  ; mais  elles  ne  peuvent 
guère  s’appliquer  aux  cas  usuels  de  la  pratique,  par  suite  des  dif- 
ficultés d’analyse  que  présente  leur  intégration.  Les  géomètres  ont 
cherché  à y suppléer  par  différentes  hypothèses  susceptibles  de 
conduire,  dans  certains  cas,  à des  résultats  conformes  à ceux  de 
l’expérience. 

Daniel  Bernouilli  est  le  premier  qui  appliqua  le  principe  de  la 
conservation  des  forces  vire»  d’Huygens,  à la  recherche  des  lois  de 
l'écoulement  des  fluides (2),  mais  il  estima  mal  la  perte  de  force  vive 
qui  a lieu  dans  les  changemens  brusques  de  la  vitesse  ; d’Alembcrt, 
à l’aide  de  son  principe  général  de  dynamyque  et  en  adoptant 
l’hypothèse  du  parallélisme  des  tranches , établit  une  théorie  plus 
exacte  et  plus  rigoureuse,  qui  fut  généralement  admise.  Plus  tard. 
Borda , (5)  appliquant  le  principe  des  forces  vives  à l’hypothèse  où 
le  mouvement  aurait  lieu  par  filets  indépendants,  fit  voir  en  quoi 
péchaient  les  solutions  de  Bernouilli,  et  les  rectifia,  en  tenant 
compte  convenablement  de  la  perte  de  force  vive  qui  a lieu  dans 


(1)  Mémoire  lu  à l'Académie  Royale  des  sciences,  le  22  mars  1822. 

(2)  Hydrodynamique  de  Daniel  Bernouilli. 

(3)  Mémoire  de  Borda  sur  l'écoulement  des  fluides  ; Mémoire  de  l’Aca- 
demie des  sciences , années  17  G6  et  1708- 
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les  rétrécissements  et  étranglements  brusques  des  vases;  il  con- 
firma, pour  certains  cas,  cette  théorie  par  des  expériences  ingé- 
nieuses et  directes. 

Mais  pour  compléter  les  diveses  applications,  il  restait  à tenir 
compte  de  l’influence  qu’exerce,  dans  certaines  circonstances  la 
résistance  que  les  parois  des  vases  opposent  au  mouvement  des 
liquides,  par  exemple,  dans  les  canaux  et  tnyaux  de  conduite 
d’une  certaine  longueur,  où  cette  influence  devient  très-sensible  et 
produit  des  effets  très-appréciables.  C’est  ce  qui  fut  tenté  par  M- 
Girard , en  admettant  que  la  résistance  dans  le  cas  du  mouvement 
linéaire,  est  proportionnelle  au  quarré  de  la  vitesse  et  au  contour 
de  la  paroi;  mais  Coulomb  ayant  conclu,  de  quelques  expériences 
spéciales  et  délicates,  que  cette  même  résistance  doit  être  repré- 
sentée à la  fois  par  deux  termes  , dont  l'un  est  proportionnel  à la 
simple  puissance  et  l’autre  au  quairé  de  la  vitesse.  M.  de  Prony  (1) 
est  parti  de  là,  pour  établir  les  lois  du  mouvement  de  l’eau  dans 
les  canaux  et  tuyaux  de  conduite  d’nne  grande  longueur;  il  par- 
vint ainsi  à représenter  les  résultats  des  nombreuses  expériences 
de  Couplet , Bossut  (2) , Dubuat  (3) , avec  un  degré  d’approxima- 
tion très-satisfaisant.  Postérieurement  M.  Navier , dans  ses  notes 
sur  la  nouvelle  édition  de  F Architecture  hydraulique  de  Bélidor, 
et  principalement  dans  ses  Leçons  de  Mécanique  appliquée  a l’école 
des  ponts  et  cliuusséss,  a montré  comment  le  principe  des  forces 
vives,  convenablement  employé,  peut  servir  à résoudre  immédia- 
tement les  diverses  questions  relatives  au  mouvement  des  liquides. 
M.  Eytelvein , célèbre  ingénieur  de  Prusse,  reprit,  de  son  côté, 
les  solutions  dcM.  de  Prony  , relatives  anx  canaux  et  aux  tuyaux 
de  conduite,  en  s’appuyant  du  résultat  d'un  plus  grand  nombre 
d'expériences  faites  en  Hollande , en  Allemagne  et  en  Italie  ; sur 
les  canaux  et  les  rivières  : il  introduisit,  dans  l’équation  relative 
aux  tuyaux  de  conduite,  un  terme  de  plus,  servant  à tenir  compte 
des  effets  qui  s’opèrent  à leur  jonction  avec  le  réservoir  de  prise 
d'eau,  mais  dont  l'influence  sur  les  résultats  est  très-faible  pour 
les  cas  des  longs  tuyaux , et  qui  fait  d’ailleurs  rentrer  l’équation 
du  mouvement  dans  celle  qu’on  obtient,  en  appliquant  directe- 

(t)  Mémoires  de  M.  de  Prony  sur  l'écoulement  des  fluides  et  le  jaugeage 
des  eaux  courantes. 

(3)  Hydrodynamique  de  Bossut , 2e  partie. 

(3)  Principes  d'hydraulique. 


Digitized  by  Google 


— 432  — 


ment  à la  question  le  principe  des  forcés  vives,  comme  nous  le 
verrons  plus  tard. 

Quant  à la  théorie  du  mouvemeut  des  lluides  aëriformes , elle  a 
reçu,  dans  ces  derniers  temps  et  de  la  part  de  MM.  Girard  (2) , 
d’Aubtiisson  (1  et  3)  et  Navier  (4) , d’importants  perfectionne- 
ments qui  la  mettent  à peu  près  au  niveau  de  celle  de  l’hydrody- 
namique. Le  premier  de  ces  savants  ingénieurs,  en  s'appuyant  du 
résultat  de  ses  propros  expériences  et  sur  les  lois  du  mouvement 
linéaire,  fut  conduit  à supposer  la  résistance  des  tuyaux  simple- 
ment proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse  et  il  en  déduisit  une 
formule  qui  représente,  avec  un  degré  d’approximation  raisonna- 
ble, les  résultats  concernant  la  dépense  des  tuyaux  d'une  grande 
longueur,  débouchant  librement  dans  l'air  atmosphérique  par 
l’une  des  extrémités,  et  s'alimentant  par  l’autre,  dans  un  grand 
gazomètre  ou  réservoir  à pression  constante.  Le  second  parvint  à 
établir  par  une  série  de  belles  expériences  et  en  se  fondant  uni- 
quement sur  le  principe  de  Toricelli,  relatif  aux  fluides  incom- 
pressibles, des  formules  pratiques  très-simples,  à l’aide  desquelles 
on  peut  trouver  la  dépense  de  gaz  qui  se  fait  par  des  orifices  et 
ajutages  des  différentes  formes,  par  les  tuyaux  de  conduite  d'une 
grande  longueur,  armés  ou  non  de  buses,  les  coefliciens  constants 
qui  entrent  dans  ces  formules,  la  relation  entre  les  pressions  aux 
différents  points,  etc.  Jusque-là  les  solutions  étaient  restreintes  au 
ras  où  la  faible  variation  de  densité  du  fluide  permet  de  le  consi- 
dérer comme  sensiblement  incompressible  ; c'est  à M.  Navier  que 
l'on  doit  d’avoir  montré,  par  une  série  de  beaux  exemples,  com- 
ment, en  tenant  compte  de  l’action  dûc  à la  détente  des  gaz,  on 
peut  ramener  toutes  les  questions  de  cette  espèce  au  principe  posé 
par  lternouilli,  d’Alembert  et  Borda,  que  nous  avons  déjà  cité  à 
l’occasion  du  mouvement  des  liquides  proprement  dits,  mais  en 
négligeant  ici,  conformément  à la  remarque  déjà  faite  par  MM. 
Girard  et  d’Aubuisson,  le  terme  de  résistance  qui  contient  la  sim- 
ple puissance  de  la  vitesse  par  rapport  à celui  qui  en  contient  le 


(I)  Annales  des  mines , tome  X,  années  1824  et  1828. 

(i)  Tome  V,  4891-1822.  des  mémoires  de  l'academie  des  sciences. 
Institut. 

(3)  Annales  dos  mines  , tome  XIII,  1826  id.  2e  série,  tome  III.  1828. 

(4)  Mémoire  lu  à l’académie  royale  des  sciences  de  l'Institut,  le  l,r  juin 
1829. 
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quarré,  et  qui  est  comme  infini  à l’égard  de  l'antre  attendu  la 
grandeur  même  de  la  vitesse  que  prennent  les  gaz  sous  des  pres- 
sions motrices  très-faibles. 

NOTIONS  FONDAMENTALES^ 

Distinction  des  fluides 

2.  On  doit  distinguer  avec  soin  les  fluides  gâteux,  tels  que  l’air, 
les  vapeurs  etc.,  des  liquides  proprement  dits,  tels  que  l’eau,  etc. 
Les  premiers  sont  très-variables  de  volume , très-compressibles , 
très-dilatables,  par  l’application  des  forces  extérieures  ou  du  calo- 
rique; les  seconds,  au  contraire,  sont  sensiblement  incompressibles, 
et  quand  on  les  renferme  dans  les  espaces  limités  de  toutes  parts, 
ils  se  comportent  à peu-près  comme  les  corps  solides.  Nous  ferons 
toutefois  observer,  dès  à présent,  que  quand  la  pression  et  par 
suite  la  densité  des  gaz  varient  en  réalité  très-peu , on  peut  les 
considérer  à leur  toar  comme  sensiblement  incompressibles  et 
leur  appliquer  les  mêmes  raisonnements  qu'aux  liquides. 

Une  autre  distinction  importante  à faire  est-elle  du  mouvement 
permanent  et  du  mouvement  varié  des  fluides-  Le  premier  suppose 
que  la  vitesse  en  chaque  point  déterminé,  reste  la  même  en  gran- 
deur et  en  direction  dans  tous  les  instants  où  l’on  considère  le 
fluide.  C'est  ce  mouvement  que  nous  avons  essentiellement  à étu- 
dier,dans  tout  ce  qui  va  suivre,  parce  qu'il  répond  à presque  toutes 
les  applications  pratiques,  et  nous  renverrons  pour  ce  qui  con- 
cerne la  théorie  du  mouvement  variable,  aux  traités  de  Mécanique 
de  MM.  Poisson  et  de  Prony,  où  les  lois  de  ce  mouvement  se  trou- 
vent exposées.  Nous  nous  contenterons  de  rappeler  que  la  vitesse 
d’écoulement  des  fluides  ne  change  d’une  manière  sensible , que 
dans  les  premiers  instants  où  l’on  a ouvert  les  orifices  des  grands 
vases  qui  les  renferment,  et  qu’après  quelques  minutes,  la  vitesse 
et  le  régime  deviennent  ordinairement  constants;  circonstance  que 
l'on  reconnaît  toujours  dans  la  pratique  à des  signes  certains,  soit 
parce  queles  surfaces  du  liquide  exposées  à l’air  libre,  conservent 
une  forme  invariable,  soit  parce  que  leur  niveau  ou  leur  pression 
en  certains  point  restent  eux-mêmes  constants. 

Hypothèse  du  parallélisme  des  tranches. 

3.  Pour  pouvoir  appliquer  avec  fruit  le  principe  de  d'Alembert 
et  celui  des  forces  vives  à l’écoulement  des  fluides,  on  est  obligé 
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d 'admettre  que,  pour  certaines  sections  planes  faites  en  travers  de 
leur  masse,  les  molécules  sout  animées  d'un  mouvement  parallèle 
et  commun  dans  une  direction  perpendiculaire  à ces  sections,  c’est- 
à-dire,  que  leurs  vitesses  sont  égales  et  parallèles  pour  tous  les 
points  de  ces  mêmes  sections.  Cette  supposition  est  connue  sous 
le  nom  d 'hypothèse  du  parallélisme  des  tranches,  mais  elle  ne  suffit 
pas  pour  qu'on  puisse  résoudre  explicitement  les  problèmes  du 
mouvement  des  fluides , et  l’on  est  forcé  d’admettre  encore  que  la 
pression,  dans  le  sens  du  mouvement,  est  la  même  pour  chaque 
élément  superficiel  et  égal  des  tranches  ; ce  qui  paratt  être  une 
conséquence  nécessaire  de  l’égalité  et  du  parallélisme  des  vitesses. 
Le  fait  est  que  ces  diverses  suppositions  sont  rarement  d'accord 
avec  ce  qui  se  passe  dans  les  expériences,  où  la  résistance  opposée 
par  les  parois  des  vases  et  diverses  autres  causes  produisent  un 
ralentissement  de  la  vitesse  qui  empêche  qu’elles  soient  rigoureu- 
sement applicables.  Mais  en  réfléchissant  au  mode  de  démonstra- 
tion, dont  il  sera  donné  des  exemples  dans  ce  qui  suit,  et  par 
lequel  on  applique  le  principe  des  forces  vives  aux  lois  du  mou- 
vement d’une  masse  fluide  comprise  entre  deux  sections  planes,  on 
concevra  facilement  que  l'hypothèse  du  parallélisme  des  tranches 
doit  donner  des  résultats  suffisamment  approchés  dans  beaucoup 
de  cas;  par  exemple,  dans  celui  d’un  canal  ou  tuyau  d'une  certaine 
longueur,  dont  l’axe  ou  la  directrice  est  une  courbe  continue  pré- 
sentant des  coudes  très-adoucis  et  dont  la  section  transversale 
varie  très-peu.  Elle  l’est  aussi  dans  d'autres  cas  de  la  pratique , 
mais  entre  certaines  limites  qu’il  est  bon  de  faire  pressentir  avant 
d'aller  plus  loin. 

Observation  sur  les  cas  où  il  est  permis  d'employer  cette  hypothèse. 

4.  Pour  en  donner  une  idée,  considérons  un  vase  cylindrique  ou 
prismatique,  qui  se  vide  par  sa  partie  inférieure.  Ou  sait  que,  par 
suite  de  la  forte  convergence  des  filets  fluides  qui  arrivent  de 
toutes  parts  vers  l’orifice  , la  veiue  du  jet , au  lieu  d'avoir  des  di- 
mensions égales  à cet  orifice , se  rétrécit  jusqu’à  une  certaine  dis- 
tance au  dehors  du  réservoir  ; c’est  ce  que  l’on  nomme  la  con- 
traction de  la  veine  fluide,  phénomène  dont  nous  aurons  plus  lard 
l’occasion  de  nous  occuper  en  détail  et  dont  nous  nous  contente- 
rons ici  d’indiquer  l’existence.  Cette  convergence  et  cette  diver- 
gence de  tous  les  filets  fluides  s'étendant  jusqu’à  une  certaine 
dislanœ  en  dedans  et  en  dehors  du  vase  , il  est  clair,  qu’entre  ces 
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limites  , il  ne  peut  pas  être  permis  d’admettre  l'hypothèse  du  pa- 
rallélisme des  tranches.  Mais  en  deçà  et  au  delà,  la  convergence 
cesse  , comme  il  arrive  pour  les  orifices  circulaires,  et  le  mouve- 
ment a sensiblement  lieu  par  filets  parallèles  ; et , comme  la  vi- 
tesse , en  vertu  de  l'adhésion  réciproque  des  molécules,  tend  à se 
mettre  sensiblement  en  harmonie  dans  l'étendue  de  la  section  nor- 
male au  filet  moyen,  on  est  conduit  à admettre  que  le  mouvemeut 
se  fait  par  tranches  vers  ces  mêmes  sections,  ce  qui  permet  alors 
d’appliquer  avec  quelque  certitude  le  principe  des  forces  vives  , 
pour  tout  l’espace  compris  entre  ces  tranches  ; nous  aurons  plus 
d’une  fois  , par  la  suite  . l’occasion  de  signaler  des  circonstances, 
où  il  ne  serait  pas  permis  de  raisonner  de  la  même  ma- 
nière. 

De  la  continuité  des  fluides. 

5.  Une  autre  loi , qui  parait  conforme  à l’observation  , dans 
tous  les  cas  de  la  pratique, c'est  celle  en  vertu  de  laquelle  les  diffé- 
rentes molécules  ne  ce&ssent  pas  d’être  contigiies  les  unes  aux  au- 
tres , de  former  un  tout  sans  lacune  , sans  espace  vide  et  qu’on 
nomme  la  loi  de  continuité  des  fluides  ; or,  tant  qu'il  ne  s'agit  que 
de  liquides  proprement  dits  , ou  de  gaz  soumis  à des  variations  de 
pression  , peu  sensibles  on  peut  admettre  que  la  masse  conserve 
extérieurement  le  même  volume , quelque  soit  d’ailleurs,  le  chan- 
gement de  forme  qu’elle  subit,  llsuitde  là,  et  de  la  permanence  du 
mouvement,  que,  dans  un  temps  donné,  il  passera  par  toutes  les 
sections  d’un  vase  le  même  volume  de  fluide. 

Relativement  aux  gaz,  la  permanence  du  mouvement  supposant 
que  la  densité  et  la  pression  sont  toujours  les  mêmes  aux  mêmes 
endroits,  il  faudra  qu’il  passe  par  toutes  les  sections  d’un  vase, 
dans  un  même  temps,  des  masses  égales  de  fluide. 

Du  mouvement  permanent  d'un  fluide  qui  s'écoule  d'un  vase 
à niveau  constant. 

6.  Ces  préliminaires  établis,  voyons  maintenant  comment  on 
pourra  appliquer  le  principe  des  forces  vives  à la  recherche  du 
mouvement  des  fluides.  Considérons  une  masse  fluide  en  mouve- 
ment dans  un  vase,  d’une  forme  quelconque,  mais  dont  les  sec- 
tions varient  par  degrés  insensibles;  admettons  que  ce  vase  soit 
alimenté  par  sa  surface  supérieure  AB,  de  manière  que  son  niveau 
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reste  constant.  Soit  ABCD  (fig.  121)  la  masse  en  mouvement , com- 
prise entre  deux  sections  AB  et  CD,  pour  lesquelles  le  parallélisme 
des  tranches  est  admissible.  L’écoulement  étant  supposé  avoir  lieu 
par  un  orifice  pratiqué  à la  partie  inférieure  du  vase,  et  le  régime 
établi,  appelons 
O la  surface  de  la  section  AB , 

O’ id. CD, 

Q id. ab  de  la  veine  fluide , à l’endroit  où 

elle  cesse  de  se  contracter  et  où  le  parallélisme  des  filets  est 
rétabli, 

V,V’  et  U les  vitesses  moyennes  respectives  dans  les  sections 
AB,  CD  et  a&, 

Z et  Z’  les  hauteurs  verticales  des  sections  AB  et  CD  au-dessus 
d'un  plan  horizontal  quelconque  de  comparaison , 
p la  masse  de  l’unité  de  volume, 
ÿ=9m,8088. 

Il  la  densité  ou  le  poids  de  l’unité  de  volume  —.pg , 

M la  masse  totale  du  fluide  comprise  entre  AB  et  CD , 

P,  P’  et  p les  pressions  extérieures  exercées  sur  l’unité  de  sur- 
face des  sections  AB,  CD  et  ab  du  fluide,  P agissant  dans  le  sens 
du  mouvement  et  P’  et  p en  sens  contraire. 

Examinons  ce  qui  arrive  quand  la  masse  fluide  ABCD  passe  à la 
position  infiniment  voisine  A'B’C’D’  dans  l’élément  de  temps  dt. 

Nous  aurons,  en  vertu  de  la  continuité  des  fluides  et  en  appli- 
quant d’abord  nos  calculs  au  cas  d’un  liquide,  tel  que  l’eau, 

0V=0’V’=^U 

puisque  les  volumes  qui  s'écoulent  par  chaque  tranche  doivent  être 
égaux. 

Pour  établir  l’équation  du  principe  des  forces  vives,  calculons 
les  quantités  de  travail  développées  par  les  différentes  forces  qui 
agissent  sur  la  masse,  en  négligeant  d’abord  l’influence  de  la  résis- 
tance des  parois,  ce  qui  est  permis,  dans  tous  les  cas  où  les  sections 
du  vase  ont  des  dimensions  comparables  à sa  longueur,  et  nous 
réservant  d’y  revenir  par  la  suite. 

Dans  le  transport  de  cette  masse  liquide  de  ABCD  en  A’B’C’D’ 
la  quantité  de  travail  développée  par  la  gravité,  est  le  produit  de 
son  poids  par  la  hauteur  dont  son  centre  de  gravité  est  descendu  ; 
mais,  dans  ce  déplacement,  on  peut  considérer  la  masse  ABCD 
comme  composée  de  deux  autres,  l’une  A’B’CD,  qui  n’a  pas  changé 
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de  place,  l’autre  ABA’B’,  qui  est  descendue  en  CDC’D’;  c’est  ce 
qu’il  est  facile  de  faire  voir  à l’aide  de  la  théorie  des  momens.  Par 
conséquent  la  quantité  de  travail  développée  par  la  gravité  est 
égale  à n.ABA’B’X(Z-Zy-” 

mais  on  a, 

ABA’B’=OV.  dt=ÛU  dt. 


et,  si  l’on  appelle  dM  la  masse  des  tranches  élémentaires  ABA’B’, 
CDC’D’,  abab',  on  a 

dM=y  QUdt; 


et,  par  suite,  la  quantité  de  travail  de  la  gravité  sur  la  masse  fluide 
pendant  l’élément  du  tems  dt,  peut  être  exprimée  par 

gd  M (Z— Z’)k“  . 


Pendant  le  même  tems,  la  quantité  de  travail  développée  par  les 
pressions  P et  P’,  sera 

P.OVdt — P,0’Ydtl‘m 


et,  à cause  de 


OVdl^O’V’d 


elle  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Æ(p-py. 


Quant  à l’accroisssemcnt  de  la  force  vive,  pendant  l’instant  d l , 
ou  pendant  que  la  masse  ABCD  se  transpor  te  en  A’B’C’D’,  remar- 
quons que,  si  le  mouvement  est  réellement  parvenu  à l’état  de  per- 
manence, la  vitesse  sera  la  même  en  chaque  point,  et  parconséquent 
la  force  vive  de  la  partie  A’B’CD,  commune  au  deux  positions,  sera 
la  même.  Donc,  en  retranchant  la  force  vive  de  ABCD  de  celle  de 
A’B’C'D',  pour  avoir  l’accroissement  cherché,  celle  de  la  partie 
commune  disparaîtra  et  il  restera 

CDC’D’XV’*— A BA’BXV* 

pour  l’accroissement  de  la  force  vive  pendant  le  temps  dt  ; on  ob- 
servera, que  cette  quantité  n’est  autre  chose  que  l’accroissement 
de  force  vive  que  recevrait  la  masse  ABA’B’  en  se  transportant  en 
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CDC'D’;  d’ailleurs  d’après  les  notations  et  les  relations  précédentes, 
elle  revient  à 

pO'YdtY'— pQVdtV', 

ou  à 

dM(V'* — V*j; 

par  conséquent  l'équation  des  forces  vives  sera 

dM(V— V«)^4jrfM(Z— r)+*C^Î(P— P’)  . 

En  divisant  de  part  et  d’antre  par  d M et  se  rappelant  que 
l’on  a 


V = ^U,  V—J.Ü,  et  posant  Z — Z’—  H, 


elle  revient  à 


„ Ja'  “■La.uiît(  p- 

Ut<F-  63riyH_l n 


-P’) 


Valeur  de  la  pression  en  un  point  quelconque  du  vase. 

7.  Si  l’on  désigne  par  A et  A’  les  hauteurs  dues  aux  vitesses 
V et  V,  on  aura 

U‘.ÜJ  U»Qa 

v-~ô^==2^’  v 


et,  par  suite, 


d’ou  l’on  tire, 


2?(A’— A)=2ÿH+2j 


P-P\ 
’ n ’ 


P'=P+11H—  n(A’—  A), 


relation  qui  donnera  la  pression  dans  la  section  CD,  et  qui  mon- 
tre qu’elle  est  égale  à celle  qui  a lieu  sur  AB,  augmentée  de  celle 
qui  est  due  à la  hauteur  du  liquide  au-dessus  de  la  section  CD  que 
l'on  considère,  et  diminuée  de  celle  que  produirait  une  colonne 
d’eau  d’une  hauteur  correspondante  à l’accroissement  de  la  vitesse 
de  AB  en  CD.  On  voit  que,  si  le  mouvement  est  très-lent  dans  le 
vase,  A'— A sera  très-faible  et  la  pression  en  uu  point  quelconque 
sera  sensiblement  la  même  que  si  le  fluide  était  stagnant. 
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Application  <1  la  section  a b de  la  veine  fluide. 

8.  Pour  appliquer  les  formules  précédentes  à la  section  a b de  lu 
veine  et  déterminer  la  vitesse  d’écoulement,  il  suffit  de  faire  P'=j> 
ou  la  pression  extérieure  à l’orifice,  0’«=Û,  et  de  prendre  pour  H 
la  hauteur  du  niveau  AB  au  dessus  de  la  section  ab,  où  les  filets 
recommencent  à devenir  parallèles.  L’équation  des  forces  vives 
donne  pour  ce  cas, 

U'j  1-^ig.E+ig.tzE; 

d'où 

Cas  où  la  surface  du  réservoir  est  très-grande  par  rapport  à l'orifice. 

9.  Dans  la  plupart  des  cas  de  la  pratique,  la  surface  AB  ou  O 
du  réservoir  étant  très-grande  par  rapport  à celle  de  l'orifice,  le 

û*  . , . 

terme -qT- devient  très-petit  et  négligeable.  Si,  par  exemple,  l’ori- 

i û*  \ 

ficeest|^  de  la  surface  du  réservoir La  formule  peut 

alors  être  réduite  à 


II  étant  le  poids  de  l’uuité  de  volume  du  liquide,  ~ et  »•  sont  les 
hauteurs  de  ce  liquide  qui  mesureraient  les  pressions  P et  p. 

Cas  où  l'écoulement  a lieu  d l'air  libre  et  sous  la  pression  atmosphé- 
rique. 

10.  Enfin  s’il  s’agit  de  l’écoulement  à l’air  libre,  de  l'eau  d’un 
réservoir,  dont  la  surface  ne  soit  soumise  qu’à  la  pression  atmos- 
phérique, on  a P —p,  et  l’expression  de  la  vitesse  se  réduit  à 

U—V&tH  ; 

relation  démontrée  en  premier  lieu  par  Toricelli,  et  qui  exprime 
que  dans  l’hypothèse  du  parallélisme  des  tranches , la  vitesse 
moyenne  d’écoulement  est  précisément  celle  qni  est  dûe  à la  hau- 
teur du  niveau  au-dessus  de  la  sertion  contractée. 
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Cas  où  l'écoulement  aurait  lieu  d’un  réservoir  dans  un  autre. 

il.  Si  l’écoulement,  au  lieu  de  se  faire  à l’air  libre,  avait  lieu 
dans  un  vase  dont  le  niveau  fut  à une  hauteur  A , au-dessus  de  la 
section  ab  de  la  veine,  la  pression  p sur  l'oritice  serait  égale  à 
celle  de  l’atmosphère  augmentée  du  poids  de  la  colonne  d’eau  A, 
et  l’on  aurait 


et,  par  suite,  la  vitesse  deviendrait  à l’orifice, 

U = V — h)  ; 

c’est-à-dire  la  vitesse  due  à la  différence  de  hauteur  du  niveau 
supérieur  au  niveau  inférieur. 

Application  de  la  théorie  précédente  au  mouvement  des  gaz,  lorsque 
les  pressions  intérieures  et  extérieures  sont  peu  différentes. 

12.  Ce  qui  précède  peut  s’appliquer  aux  fluides  élastiques, 
toutes  les  fois  que  la  pression  varie  peu  dans  l’intérieur  du  réser- 
voir, parce  qu’alors  la  densité  ne  changeant  pas  non  plus  sensible- 
ment, on  peut  encore  admettre  qu’il  passe  par  les  différentes 
sections  du  réservoir,  des  volumes  égaux  de  fluide.  On  observera 
seulement,  dans  ce  cas,  que  les  gaz  étant  contenus  dans  des  vases 
clos,  la  pression  P du  réservoir  se  mesure  à l’aide  d’un  instrument 
(fig.  122)  appelé  manomètre  à siphon , et  dans  lequel  une  colonne 
d’eau  ou  de  mercure,  indique,  par  sa  dénivellation,  l’excès  ou  ce 
qu’on  nomme  la  hauteur  de  pression. 

Si  l’on  désigne  par  A,  cette  hauteur  de  liquide,  qui  fuit  équi- 
libre à l'excès  de  pression  et  par  n,  la  densité  du  liquide,  on  aura 
évidemment 

P— p-IT.A  : 

n,  est  connue  à priori  et  égal  à tOOO^1,  si  le  liquide  du  manomètre 
est  de  l’eau,  ou  à lSoflSt'1,  si  l’on  se  sert  de  mercure. 

Quant  à H,ou  le  poids  de  l’unité  de  volume  des  gaz  à la  pression 
P et  à la  température,  que  l’on  peut  connaître,  on  sait  que, 
d’après  la  loi  de  Mariotte  et  celle  de  M.  Gay-Lussac,  on  a en 
appelant 

ITo  la  densité  du  gaz  à zéro  sous  la  pression  atmosphérique 
p,.  et  n la  température  en  degrés  centigrades. 
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|[_, 1,oP 

I>.(l-f-0.00.ï75«) 

Pour  l'air,  à la  pression  de  0“.76  de  mercure, 
po=lk.0335  par  centimètre  quarré  1 . 1,2572  P 

’ II.=lk29!)l  le  mètre  cube | 0U  ““t-j- 0,00375 n’ 

formule  dans  laquelle  on  remplace  ordinairement  le  terme 
0,00375n  par  0,004n  quand  il  s’agit  de  l'air  atmosphérique,  afin 
de  tenir  compte  de  l'humidité  qu’il  contient  toujours,  et  dont 
l’effet  est  évidemment  d’augmenter  le  ressort  et  de  diminuer  la 
densité  du  gaz.  D’après  cela,  on  voit  qu’il  sera  facile  de  calculer 
le  terme 

p-p  n,  t 


ri  n 

et  qu’il  représentera  la  hauteur  d’une  colonne  de  fluide , à la  pres- 
sion du  réservoir,  capable  de  produire,  par  son  poids,  cette  même 
pression.  Or,  par  suite  de  la  faible  densité  du  gaz,  cette  hauteur 
sera  très-considérable,  et  celle  du  sommet  du  réservoir  au-dessus 
de  l’orifice,  sera  toujours  négligeable  par  rapport  à cette  hauteur 
de  pression  ; de  sorte  que,  dans  l’application  de  la  formule  (n"  !>). 

u=\A»(H+Vj 

à l’écoulement  des  gaz,  on  pourra  faire  abstraction  du  terme  2jH, 
et  la  valeur  de  la  vitesse  se  réduira  à 


u-y 


— />) 
11 


13.  Des  expériences  faites  en  France,  par  MM.  Girard  et 
d’Aubuisson,  et  en  Suède,  par  M.  Lagerhjelm,  expériences  dont 
nous  aurons  plus  tard  l’occasion  de  parler,  confirment,  en  effet, 
cette  analogie  entre  l’écoulement  des  liquides  et  celui  des  gaz, 
lorsque  les  pressions  varient  très-peu  dans  la  masse  en  mouve- 
ment; c’est,  par  exemple,  ce  qui  arrive  dans  la  plupart  des  ma- 
chines souillantes  , où  l’excès  de  la  pression  intérieure  sur  celle  de 
l’atmosphère,  ne  s’élève  souvent  qu’à  O”, 03  ou  0’",0i , mesurés  en 
colonne  de  mercure,  c’est-à-dire,  où  les  pressions  ne  diffèrent 
que  de  J*  ou  Mais  cette  manière  de  raisonner  n’est  plus  admis- 


se 
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sible,  dès  que  les  pressions  diiïèrenl  notablement,  comme  dans 
les  machines  à vapeur,  etc;  il  faut  alors  examiner  directement 
l'effet  de  la  variation  graduelle  des  pressions , ou  de  la  détente  du 
gaz,  aux  différents  points  de  la  masse. 

Modification  à apporter  aux  formules  pour  l'ccoulement  des  gaz  , 
quand  les  pressions  intérieure  et  extérieure  sont  très-différentes. 

14.  En  raisonnant  sur  un  réservoir,  et  dans  des  circonstances 
analogues  à ce  qui  précède,  on  voit  d'abord,  que  la  quantité  de 
travail  imprimée  par  la  gravité,  ne  changera  pas,  non  plus  que 
l’expression  de  l’accroissement  de  la  force  vive  ; il  n’en  est  pas 
ainsi  de  la  quantité  de  travail  développée  par  la  pression  du  gaz. 

D’après  ce  que  nous  avons  dit , n°  5 , de  la  continuité  dans  les 
fluides  élastiques,  il  ne  passera  plus,  par  chaque  tranche  élémen- 
taire, le  même  volume  de  gaz  dans  le  même  temps,  mais  la  même 
masse , puisque , par  hypothèse  , la  permanence  du  mouvement 
est  établie  ; de  là  résulte  qu’en  conservant  toutes  les  notations  du 
p°  0,  et  appelant  11'  et  ü les  densités  du  fluide  sous  les  pressions 
P'  et  p , qui  ont  lieu  en  CD  et  en  ab , la  masse  élémentaire  de 
fluide  qui  passera  par  chacune  des  sections  AB.VB'  , CDC’D’  , 
aba’b'  sera 

rfM  -5  OVdt  = — O’V’dt  =-  L2  Udt. 

9 9 9 

Si  nous  considérons  en  particulier  ce  qui  a lieu  dans  le  déplace- 
ment de  la  masse  de  ABCD  en  A’B'C’D’  la  quantité  de  travail  dé- 
veloppée par  les  pressions  P et  P’  dans  l'élément  de  temps , aura 
toujours  pour  expression  , 

P.OYrft— P'O’V’dt  ; 

mais  , d’après  les  relations  ci-dessus,  il  est  clair  quelle  sera  nulle 
à chaque  instant,  puisque  la  loi  de  Mariotte  nous  apprend  que  les 
pressions  sont  proportionnelles  aux  densités, on  que 

P _U 
P*  II'' 

La  quantité  de  travail  imprimée  à la  masse  par  les  pressions  P 
et  P’ , danschaqne  élément  du  temps  , étant  nulle,  il  s’en  suit 
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qu'il  eu  sera  de  même  de  la  quantité  de  travail  totale  qu'elles 
développeront  au  bout  d’un  temps  quelconque  ; mais  la  pression 
variant  d’une  tranche  à l’autre  et  allant  en  décroissant  d'une  ma* 
nière  continue , elle  agit  comme  un  ressort  qui  se  débande  et  doit 
produire  une  certaine  quantité  de  travail  qui  remplace  celle  des 
pressions  extrêmes. 

Travail  de  la  détente  det  gaz. 

15  Considérons,  en  effet,  uue  masse  fluide  ABa6  (fig.  123)  ; soit 
Bfi’  le  chemin  parcouru  par  la  tranche  AB  tandis  que  ab  passe  en 
a'b'  et  dans  l’élément  du  temps.  11  est  aisé  de  voir  qu’en  vertu  de 
la  permanence  du  mouvement  et  de  la  lenteur  avec  laquelle  on 
suppose  que  la  détente  a lieu  dans  l’intérieur  de  la  masse,  la  quan- 
tité de  travail  développée  par  cette  détente  dans  l’élément  du 
temps  dt , sera  précisément  égale  à celle  que  développerait  le  vo- 
lume AB  A’B’  en  passant  de  la  pression  P du  réservoir  , en  AB  , à 
la  pression  p de  la  section  contractée  et  en  prenant  le  volume 
aba'b'.  Cela  est  à pea  près  évident  à priori,  mais  on  peut  le  rendre 
plus  sensible  par  un  raisonnement  analogue  à celui  qui  a été  em- 
ployé dans  le  n°  6 , et  en  examinant  ce  qui  se  passe  , à un  instant 
donné , dans  un  filet  élémentaire  mnxa.'&’jStm  supposé  divisé  en 

tranches  égales  en  masse  , mnqp  , pqsr , rsut aafi'fi , par  des 

plans  perpendiculaires  à la  direction  de  son  axe.  On  voit,  en  effet, 
que  si  pq  représente  précisément  la  position  de  tnn  au  bout  du 
temps  dt , ri  représentera  au  bout  de  ce  même  temps  , celle  de  pq, 
tu  celle  de  rs  celle  de  a/3  ; de  sorte  que  chaque  tranche 

aura  pris  la  place  de  la  suivante  à la  fin  de  l'élément  du  temps 
dont  il  s’agit.  Or  , dans  ce  déplacement  simultané  de.  toutes  les 
tranches  , chacune  d’elles  a développé  une  quantité  de  travail  re- 
lative à l’accroissement  de  volume  ou  à la  diminution  de  pression 
qu’elle  a subis , c’est  à-dire , à sa  détente , et  la  somme  de  toutes 
ces  quantités  de  travail  partielles  est  précisément  le  travail  pro- 
duit par  la  masse  entière  du  filet  mnuxfitm  au  bout  du  temps  dt 
pour  lequel  il  a pris  la  position  pq*(5p. 

Mais  si  au  lieu  de  considérer  ce  déplacement  général  et  simul- 
tané des  tranches  fluides  , nous  supposons  que  la  tranche  supé- 
rieure mnqp  prenne  successivement  la  place  de  la  seconde  , puis 
de  la  troisième  , de  la  quatrième  , etc. , jusqu’à  occuper  celle  de 
la  dernière  tranche  a/3 ,3V  , il  est  clair  que  la  somme  des  quanti- 
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tés  de  travail  qu’elle  aura  développées,  dans  sa  détente,  en  occu- 
pant  ces  positions  successives  , sera  précisément  la  même  que  la 
précédente , et  cela  quel  que  soit  le  mode  de  son  action  sur  les 
tranches  voisines  ; donc  enfin  , pour  obtenir  le  travail  demandé , il 
ne  s'agit  que  de  voir  quel  est  celui  qui  peut  être  dû  au  change- 
ment de  volume  ou  de  pression  que  subirait  l’élément  mnpq  en 
passant  au  volume  et  à la  pression  de  a/S|SV.  Donc  aussi  la  quan- 
tité de  travail  totale  développée  dans  l’élément  dt  du  temps,  par  la 
force  élastique  du  gaz  compris  depuis  la  section  supérieure  AB  dans 
le  réservoir  jusqu’à  la  section  contractée  ab  , est  précisément  celle 
que  développerait  la  masse  élémentaire  dM=— OVdf—-^  ûlîdt, 
qui  s'écoule  de  ce  réservoir  pendant  dt , en  passant  du  volume 
ABB’A’  et  de  la  pression  P au  volume  aa'b’b  et  à la  pression  p. 
Celte  démonstration  est  générale , et  elle  s’applique  aussi  bien 
à l'action  de  la  gravité  sur  les  tranches , au  changement  de 
leur  force  vive  (6)  , qu’à  l’action  développée  dans  la  détente  des 
ressorts  moléculaires  du  fluide  , pourvu  cependant  que  le  mouve- 
ment soit  permanent  et  continu  (2  et  suivants). 

Maintenant  il  est  facile  de  démontrer  que  le  travail  développé 
par  la  détente  d'un  gaz  quelconque , contre  les  parois  mobiles 
d’une  enveloppe,  est  indépendant  de  la  forme  de  cette  enveloppe 
et  du  mode  de  la  détente,  dès  qu'elle  se  fait  avec  assez  de  lenteur 
pour  qu’il  devienne  permis  de  négliger  les  forces  motrices  ou 
d'inertie  résultantes  de  ce  changement,  et  de  supposer  que  la  ten- 
sion, la  température  sont  à chaque  instant  les  mêmes  aux  différens 
points  du  gaz  ou  de  l’enveloppe,  conformément  aux  principes  de 
Mariotte  et  de  Pascal  (‘).  Soient,  en  effet,  g et  p,  à un  instant  don- 
né de  la  détente,  le  volume  et  la  tension  du  gaz , d <a  un  élément 
superficiel  quelconque  de  son  enveloppe  mobile,  d e l’espace  qu'il 
décrit  dans  le  sens  normal,  pendant  que  le  volume  q devient  q-\-dq,  le 
travail  développé  sur  l’élément  d ta  le  long  du  chemin  de  sera  évi- 
demment mesuré  par  la  quantité 

p d u d e 

qu’il  faudra  prendre  dans  toute  l’étendue  de  l'enveloppe  mobile 
en  supposant  p constant;  mais  d ta  d t est  précisément  le  volume 


(')  Œuvre  >le  H.  l’aical.  Tome  t,  chop.  8. 
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élémentaire  déerit  par  d ta;  donc 

pdq 

est  l’expression  du  travail  produit  sur  cette  enveloppe  pendant 
que  q s’accroît  de  d q.  Or,  si  l’on  nomme  q'  et  p'  le  volume  et  la 
tension  du  gaz  au  premier  instant  de  la  détente,  on  aura,  d’après 
le  principe  de  Mariotte  , 

p'  q'  d q 

et  pd?=p’  q y; 

intégrant  cette  expression  depuis  q— q'  jusqu’à  une  valeur  quel- 
conque de  q,  on  aura  pour  le  travail  correspondant 

>q 

j pdq—p'  q'j  j—p'q'  iogX,=p'q’  log  ^ ; 
y ï 

qui  est  évidemment  aussi  l’expression  du  travail  que  devrait  déve- 
lopper un  moteur  quelconque  contre  les  parois  mobiles  de  l’enve- 
loppe pour  ramener  le  gaz  du  volume?  et  de  la  tension  p auvolurne 
et  à la  tension  q'  et  p’  qu’il  possédait  en  premier  lieu.  D'ailleurs 
les  logarithmes  ci-dessus  sont  des  logarithmes  népériens  qu’on 
obtient  en  multipliant  par  2,3026  les  logarithmes  ordinaires,  et 
qu’on  trouvera  aussi  tout  calculés  pans  une  table  placée  à la  fin  de 
celte  section  et  que  nous  avons  empruntée  à M.  de  Prony. 

16.  Revenant  à la  question  de  l'écoulement  des  gaz,  il  ne  s’agira 
que  de  remarquer  qu’on  a 

p=P,  p=p,  ?’— ABB’A’=OY'dt=^f~  : 

d’où  il  résulte  pour  le  travail  dû  à la  détente  de  la  masse  dM  pen- 
dant qu’elle  se  transporte  de  A B B’  A’en  abb'a'  (fig.  123),  l'expres- 
sion 


dont  le  double  dev  ra  être  misa  la  place  du  terme  P — p) 
qui  entre  dans  le  second  membre  de  l’équation  des  forces  vives 
(6),  en  observant  qu’on  a ici  d’après  la  continuité 

j,OV-=n’ÜL’. 
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Au  moyens  de  ces  seuls  changemens,  qu'on  répétera  partout  où 
il  sera  nécessaire , ce  que  l'on  dira  de  l’écoulement  des  liquides 
s'appliquera  à celui  des  gaz,  sans  qu'il  soit  besoin  d'entrer  dans  de 
nouvelles  explications. 

Il  eu  résulte,  qu'en  faisant  toujours  abstraction  de  la  résistance 
des  parois,  la  vitesse  d'écoulement  des  gaz  à l’orifice,  sera  donnée 
en  général,  par  la  formule 


On  se  rappellera  d’ailleurs  que  H est  tout  à fait  négligeable  par  rap- 
P P 

port  au  tenue  ^ log.  - . surtout  quand  les  pressions  sont  grandes, 
ce  qui  dans  le  cas  où  O est  aussi  très-grand  par  rapport  à H,  ré- 
duit l’expression  de  la  vitesse  à 


u=V^'bl0g‘>' 

Idée  de  l'approximation  qu'on  obtient  par  V application  au  gaz  de 
la  théorie  établie  pour  les  liquides. 

17.  Pour  donner  nne  idée  du  degré  d’approximation  que  l’on 
peut  obtenir,  en  traitant,  ainsi  que  nous  l’avons  fait  d'abord,  les 
gaz  comme  des  fluides  incompressibles,  et  montrer  jusqu’à  quelle 
limite  on  peut  employer  cette  méthode,  nous  allons  comparer  la 
valeur  obtenue  pour  la  vitesse  d’écoulement  dans  cette  première 
supposition,  avec  celle  que  l’on  déduit  de  la  considération  plus 
rigoureuse  de  la  détente.  A cet  effet,  nous  remarquerons  que  l’on  a 


log.y— log/l-f 


P— p ■ P— p 

•P  P 


</  P-P 
5<  p 


et  si  l’on  a 


ce  qui  a lieu  dans  toutes  machines  soufflantes,  où  la  pression  in- 
térieure n’excède  jamais  d'un  cinquième  celle  de  l'atmosphère,  le 
terme 

(*)  Calcul  différentiel  de  M.  Larroix.  n"  37.  page  57,  4*  édition. 
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t / P-p  \* , . . , t 

— - — J devient  moindre  que  . 

et  Ton  peut  se  borner  à prendre 

tef.-* -!!=£.; 

P P 

la  vitesse  d'écoulement  est  alors  donnée  approximativement  par 

cette  valeur  est  d'ailleurs  évidemment  trop  forte,  et  si  pour  la 
rendre  plus  faible,  on  remplace  n par  fi  elle  se  réduit  à 


n 


ce  qui  est  précisément  la  valeur  qu'on  a trouvée  précédemment , 
n.  12,  pour  la  vitesse  d'écoulement  du  gaz,  en  faisant  abstraction 
de  sa  compressibilité,  et  en  supposant  qu’il  sorte  de  l’orifice  avec 
la  densité  constante  qu’il  a dans  le  réservoir. 


I.a  formule  rigoureuse,  dans  le  cas  de  P =vp,  donnerait, 

i_o,4 


u-l/^î-Ug 

la  dernière  fournit 


(!hV^o’,8?s22= 


u = 


■vW  4=° 


ainsi  la  différence  des  deux  valeurs  de  la  vitesse,  ne  serait  que  de 
ÏÏ7  ou  gj,  pour  cette  supposition  dcP=gP,  au-dessous  de  la- 
quelle se  trouvent  tous  les  cas  de  la  pratique  dans  les  machines 
souillantes. 

Application  du  théorème  de  Thomas  Simpson  au  calcul  approxima- 

p 

tif  de  Log.  - 

18.  Enfin  pour  mettre  à même  de  calculer  la  valeur  dn  loga- 

p 

rithinenépérien  de  - , dans  le  cas  où  l'on  serait  dépourvu  de  tables 
nous  rappellerons  que,  d’après  le  théorème  de  Thomas  Simpson 
(secl.  lre.,n.  9),  si  l’on  partage  seulement  la  différence  entre  P et  p 
en  deux  parties  égales,  on  aura  approximativement, 

P P-p/1  , 4 ,lj  1/T  , 8(P— p)  p) 

HP  P J 

'P  ' 


ff-'- 


r+r 

2 
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et  dans  tous  les  cas  où  le  rapport  de  P à p n'excédera  pas  4,  5,  ce 

qui  a rarement  lieu,  même  pour  les  machines  à vapeur,  cette  mé- 

p I 

tliode  donnera  la  valeur  le  Log.  - à moins  de  ^ près,  re  qui  est 
suffisant  pour  la  pratique. 

Des  effets  de  la  contraction  effective  de  la  veine  fluide. 


19  La  théorie  précédente  nous  a mis  à même  de  déterminer  la 
vitesse  moyenne  d’écoulement  par  la  section  ab  delà  veine  (fig.  121), 
si  on  la  connaissait.  C’est  ici  que  se  font  sentir  les  effets  du  phé- 
nomène de  la  contraction,  dont  nous  n’avons  qu’indiqué  l’existence 
et  qu’il  faut  examiner  plus  en  détail.  Par  suite  de  l'influence  des 
filets  intérieurs  vers  l’orifice,  le  jet  ou  la  veine  fluide  se  rétrécit . 
après  sa  sortie,  jusqu'à  une  certaine  distance,  qui,  pour  les  petits 
orifices  circulaires,  est  environ  une  fois  le  diamètre  et  une  demi 
fois  pour  lesgrands;  c’est  à cet  endroit,  où  le  parallèlisme  des  filets 
se  rétablit  sensiblement,  que  nous  avons  supposé  la  section  ab,  qui 
se  trouve  ainsi  plus  petite  que  l’orifice  réel  percé  dans  la  paroi  ; 
de  plus  la  hauteur  du  niveau  au-dessus  de  ab  est  aussi  un  peu  plus 
grande  que  celle  qui  a lieu  sur  l’orifice. 

Quelques  auteurs  ont  cherché  à déterminer  directement  le  rap- 
port de  la  section  contractée  ab  de  la  veine,  à la  sortie  de  l’orifice, 
et  ont  obtenu  ainsi  le  coefficient  de  la  contraction  effective , c’est-à- 
dire,  le  nombre  par  lequel  il  faut  multiplier  la  surface  de  l’orifice, 
pour  avoir  celle  de  la  section  de  plus  grande  contraction  : ils 
l’ont  trouvé  moyennement  de  0,64  pour  les  orifices  circulaires,  de 
3 à 8 centimètres  de  diamètre. 

Prenant  ensuite  pour  vitesse  celle  \f  igll  que  la  théorie  indique, 
ilsen  déduisaientce  qu’on  nomme  \o  dépense-,  laquelle  aurait  dû  être 
précisément  égale  à celle  que  fournit  l’expérience, si  la  vitesse  dont 
il  s’agit  n’eût  pas  elle-même  différé  de  la  véritable.  Mais  il  ne  tar- 
dèrent pas  à se  convaincre,  et  c’est  Daniel  Bcrnouilli  qui,  le  premier, 
en  fit  la  remarque,  que  les  résultats,  ainsi  obtenus,  étaient  généra- 
lement un  peu  plus  forts  que  ceux  de  l’expérience.  Ils  trouvèrent 
notamment  que,  pour  les  orifices  ci-dessus  mentionnés,  l’aire  par 
laquelle  il  conviendrait  de  multiplier  \/2ÿH,pouravoir  la  dépense, 
u 'était  pas  0,64  de  celle  de  l’orifice, comme  l’avaient  donné  les  me- 
suresdirectes,mais  bien  0,62  raoyenneraent.ee  qui  supposelavitesse 
réduite  aux  = 0,97  de  sa  valeur , et  ce  qu’ils  attribuèrent 
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d’abord  au  frottement  qu’éprouve  le  fluide  de  la  part  des  parois 
de  l’orifice. 

On  fut,  en  effet,  d’autant  plus  fondé  à admettre  cette  cause, 
qu’on  voyait  les  orifices  circulaires  donner  à circonstances  égales, 
de  plus  forts  produits  que  les  orifices  quarrés  ou  rectangulaires  ; 
mais  comme  cette  réduction  de  la  vitesse  suppose  la  force  vive  ou 
la  charge  génératrice  H réduite  elle-même  à (0.97) 2 ou  0.94  de  sa 
valeur,  ce  que  l’expérience  des  jets  d’eau , qui  s’élèvent  très-sensi- 
blement à toute  la  hauteur  de  la  chûte,  ne  confirme  pas,  on  se 
trouve  conduit  à rejeter,  en  partie,  l’altération  prétendue  de  la 
vitesse,  sur  les  erreurs  qui  peuvent  être  commises  dans  la  mesure, 
en  clic-môme  fort  délicate,  de  la  section  contractée  de  la  veine , 
dont  la  véritable  position  n’est  point  d’ailleurs  facile  à découvrir  < 
et  principalement  sur  ce  que  les  molécules  fluides  conservent 
encore,  dans  cette  section,  des  vitesses  inégales  et  divergentes  ; 
car  la  conséquence  nécessaire  de  cette  inégalité  des  vitesses,  est  de 
faire  estimer  la  force  vive  , dans  cette  même  section  au-dessous 
de  sa  véritable  valeur.  On  prouve  aisément , en  effet  (’)  que 
la  somme  des  forces  vives  dues  aux  vitesses  réelles  et  inégales 
surpasse  nécessairement  celle  qui  correspond  à la  vitesse  ou 
à la  charge  génératrice  moyenne , déduite  de  l’hypothèse  du 
parallélisme  des  filets. 

M.  Bidone,  savant  géomètre  Italien,  que  nous  aurons  plusieurs 
fois  l’occasion  de  citer , a prétendu  établir,  dans  un  mémoire  qu’il 
vient  récemment  de  publier  parmi  ceux  de  l'Académie  de  Turin 
(1829),  que  l'aire  de  la  section  contractée  était  à l’aire  de  l’orifice, 
dans  un  rapport  invariable  et  égal  à 0,67 , ce  qui , dans  les  cas  les 
plus  ordinaires,  supposerait  la  vitesse  du  fluide,  dans  cette  section 
réduite  aux  — 0,923  de  celle  V2?11  flue  donne  la  théorie  , et 

indiquerait  que  la  force  vive  ou  la  hauteur  génératrice  le  serait 
elle-même  aux  (0,»25)a-  0,856  de  sa  valeur;  ce  qui  est  d'autant 
moins  admissible , que  les  considérations  théoriques  de  M.  Bidone  , 
peuvent  être  en  elles-mêmes  contestées , et  qu’elles  ne  sont  ap- 
puyées que  d'un  seul  fait  d’expérience  rapporté  dans  le  tome  II  de 
* l'hydrodynamique  de  Bossut , pages  13  et  14,  n»*  322  et  suivants, 

Q Voyez  la  rédaction  des  leçons  de  1838  ou  le  Mémoire  de  MM.  Pontclc' 
et  Leabros  sur  les  expérience»  hydrauliques  faites,  par  eux  , à Metz  , dans  les 
années  1827  et  1828,  Mémoire  qui  s’imprime  actuellement  dans  lu  Collection 
des  savant  étrangers  de  r Académie  des  sciences . 

r>7 
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édition  de  1771  ; fuit  qui  est  contredit  par  le  résultat  des  mesures 
de  veines  relevées  par  Borda , Michelotti , Venturi,  Eytelwein,  M. 
Machette  et  Bossu t lui-même,  lequel,  pour  un  orifice  quarré  de 
35  millimètres  de  côté,  n’a  trouvé  que  le  rapport  0,642  entre  les 
aires  de  la  section  contractée  et  de  l’orifice,  valeur  [qui  répond  à 
fort  peu  près  à la  moyenne  de  celles  qui  ont  été  obtenues  par  les 
autres  auteurs  cités. 

D'ailleurs,  si  ces  résultats  ont  généralement  donné  pour  de  pe- 
tits orifices  carrés  et  circulaires,  qui  ont  rarement  excédé  cinq 
centimètres  de  côté  ou  de  diamètre,  un  coefficient  de  contraction 
effective  assez  approchant  de  0,66,  il  en  est  d’autres,  tels  que  ceux 
obtenus  par  MM.  Brunnaci,  Poncelet  et  Lesbros,  pour  les  orifices 
carrés  et  circulaires  de  O", 20  environ  de  côté  ou  de  diamètre,  qui 
s'en  écartent  notablement,  puisqu’ils  ne  s’élèvent  qu’à  0,563  pour 
les  premiers  et  tout  au  plus  à 0,602  ou  0,608  pour  les  seconds. 

Formule  pour  mesurer  la  dépense  de  fluide. 

20.  Quoiqu’il  en  soit  de  ces  diverses  réflexions,  il  n’en  résulte 
pas  moins  que  l’appréciation  du  produit  des  orifices  par  celle  des 
dimensions  delà  veine  contractée,  est  un  moyen  fort  imparfait,  et 
qui  peut  conduire  à des  erreurs  graves,  dans  tous  les  cas  où  l’on 
opère  sur  de  petits  orifices  , d'autant  plus  que  le  rapport  de  faire 
de  la  section  contractée  à celle  de  ces  orifices  et  l'intervalle  qui  les 
sépare  ne  sont  point  invariables  , et  que  même,  il  n’y  a pas  tou- 
jours, à proprement  parler,  et  notamment  pour  les  orifices  rectan- 
gulaires, de  section  de  plus  forte  contraction.  En  efTet , dans  ces 
orifices,  le  plus  grand  rétrécissement  de  la  veine,  dans  le  sens  des 
longs  côtés , n’est  pas  à la  même  distance  que  le  plus  grand  rétré- 
cissement dans  le  sens  des  petits,  les  filets  y conservent  toujours 
un  mouvement  inégal  et  divergent  ou  convergent,  de  sorte  que 
l’hypothèse  du  parallélisme  des  tranches  (n°  3)  n’est  ici  admissible 
que  comme  moyen  d’approximation  propre  à faciliter  l’application 
du  principe  des  forces  vives  aux  diverses  questions  sur  le  mouve- 
ment des  fluides.  C’est  pourquoi,  on  a été  conduit  à adopter  un 
antre  moyen  plus  simple  et  plus  direct  de  déterminer  les  effets  de 
la  contraction  sur  la  dépense  des  orifices,  en  cherchant,  pour 
chaque  cas,  d’après  la  méthode  de  Daniel  Bernouilli,  le  rapport 
de  la  dépense  effective  à la  dépense  théorique  ou  naturelle,  censée 
représentée  par  la  formule  de  Toricelli 

\\/iq\\  : 
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clans  laquelle  A est  l’aire  de  l’oritice  véritable  et  ü la  charge  du 
fluide  au-dessus  du  centre  de  cet  orifice , qui  est  ici  censé  fort 
petit  par  rapport  à H - Nommant  donc  Q le  volume  de  la  dépense 
effective,  mson  rapport  à celui  que  donne  le  calcul  dev^jH,  on 
pose 

formule  dans  laquelle  m prend  des  valeurs  variables , selon  ce  qui 
sera  exposé  plus  loin  , et  qui  affectent  essentiellement  Faire  A de 
l’orifice , mais  qn'on  peut  aussi  considérer  comme  servant  en  même 
temps  à corriger  la  valeur  de  \/2ÿH , qu'on  substitue  à la  vérita- 
ble vitesse  moyenne  relative  ù la  section  de  plus  forte  contraction 
des  veines,  et  qui  ne  peut  être  considérée  comme  lui  étant  sensi- 
blement  égale , qne  dans  les  seuls  cas  où  rien  ne  gène  le  mouve- 
ment du  fluide,  soit  au  dehors,  soit  au  dedans  du  réservoir. 

A ce  sujet , on  remarquera  qu’afin  d’éviter  toute  influence  de 
la  part  des  parois,  qui  avoisinent  l’orifice  et  de  placer  l’écoulement 
dansdescirconstances  identiques,  sous  ce  rapport, ona  pratiqué  pour 
la  plupart  des  expériences,  ces  orifices  dans  une  plaque  mince  de 
métal,  dont  les  bords  étaient  chanfreinés,  de  manière  que  la  veine 
à sa  sortie  n’en  touchât  les  côtés  que  par  des  arêtes  ; c’est  ce  que 
l’on  a nommé  l’écoulement  en  mince  paroi.  Au  reste  il  arrive 
assez  ordinairement , dans  la  pratique  que , bien  que  les  parois 
aient  une  certaine  épaisseur,  la  veine  se  détache  encore,  comme 
si  l'écoulement  avait  lieu  en  mince  paroi.  C’est  ce  qui  a lieu  , 
notamment , toutes  les  fois  que  l’épaisseur  de  cette  paroi  n’excède 
pas  la  plus  petite  dimension  de  l’orifice,  soit  en  hauteur , soit  en 
largeur. 

Idée  de  V influence  de  la  forme  des  parois  sur  la  contraction. 

21.  Avant  de  rapporter  les  résultats  des  expériences  , nous  fe- 
rons sentir , par  l’examen  de  quelques  figures , l’influence  de  la 
forme  des  parois  du  vase  sur  la  grandeur  de  la  contraction;  qui , 
d’après  les  observations  de  M.  Hachette  et  d’autres  physiciens  , 
parait  dépendre  fort  peu  de  la  forme  même  du  contour  ou  péri- 
mètre, pourvu  qu’il  ne  présente  point  d’angle  rentrant. 

Les  figures  (124)  et  (125)  donnent  une  idée  de  la  manière  dont  les 
filets  convergent,  de  toutes  parts,  vers  l’orifice  , pour  le  cas  où  il 
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est  percé  dans  une  paroi  mince  et  plane  et  où  il  se  trouve  situé  à 
une  certaine  distance  des  faces  verticales  ou  du  fond  du  réservoir. 
Ce  Cas  est  d’ailleurs  celui  qui  se  rapporté  à la  plupart  des  expé- 
riences sur  la  contraction  des  veines  et  pour  lequel  on  a trouvé  le 
rapport  moyen  0,64,  mentionné  ci-dessus  (19) , entre  les  aires  de 
la  section  contractée  et  de  l’orifice. 

l-a  figure (120) indique  que  quand  la  paroi  qui  renferme  l’orifice, 
est  concave  à l'intérieur  , le  nombre  des  filets  Huides  qui  peuvent 
converger  est  moindre,  que  dans  le  cas  d’une  face  plane  et  que  la 
contraction  ne  doit  pas  être  aussi  forte  que  dans  les  figures  124 
et  125;  c’est  ce  que  l’expérience  confirme.  Dans  le  cas  où  la  paroi 
qui  porte  l’orifice  aurait  (fig.  127),  exactement  la  forme  que  tend 
à prendre  la  veine  fluide , c’est-à-dire , serait  terminée  par  un  rac- 
cordement de  cette  forme,  la  contraction  serait  évidemment  la 
plus  petite  possible  ou  nulle,  de  sorte  que  les  filets  sortiraient  de 
l’orifice  dans  des  directions  très-sensiblement  parallèles. 

La  figure  montre,  au  contraire,  que,  si  la  paroi  est  convexe 
vers  l'intérieur,  un  plus  grand  nombre  de  filets  peut  affluer  vers 
l’orifice  que  dans  les  figures  124  et  125,  et  que  la  contraction  doit 
être  ainsi  supérieure  à ce  qu'elle  est  dans  le  cas  de  ces  figures. 

Enfin  la  figure  129  fait  voir  que  la  contraction  doit  être  la  plus 
grande  possible,  lorsque  l'écoulement  se  fait  par  un  bout  de 
tuyau , qui  pénètre  dans  l'intérieur  du  réservoir  et  des  parois  du- 
quel la  veine  tendrait  à se  détacher  de  toutes  parts.  Borda  a 
trouvé,  par  des  considérations  théoriques,  que  l’aire  de  la  section 
contractée  devait  alors  se  réduire  à la  moitié  de  l'orifice.  Ce  ré- 
sultat se  trouve  confirmé  par  les  propres  expériences  de  Cè  physi- 
cien et  par  celles  de  Tenturi;  de  sorte  qu’on  peut  admettre  que  le 
coefficient  de  la  contraction  effective  se  trouve  compris,  dans  tous 
les  cas  possibles , entre  les  valeurs  t et  ^ qui  se  rapportent  res- 
pectivement aux  figures  127  et  129. 

Résultats  d'expérience  sur  la  dépense  des  petits  orifices  percés  en 
mince  paroi  plane,  et  isolés  complètement  des  faces  latérales  du 
réservoir. 

22.  Quant  aux  résultats  des  expériences  relatives  à la  détermi- 
nation du  facteur  rn  (20),  qu'on  nomme  quelquefois  improprement 
coefficient  de  la  contraction , et  que  nous  désignerons  simplement 
par  l’expression  de  coefficient  de  la  dépense,  ils  concernent  princi- 
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paiement  les  orifices  quarrés  ou  circulaires  au-dessous  de  0,,,I0  de 
côté  ou  de  diamètre,  sous  des  charges  généralement  très-fortes. 

Parmi  ces  résultats,  on  doit  distinguer  d’abord  ceux  qui  ont  été 
obtenus  par  Newton,  Mariotte,  Daniel  Bernouilli  et  M.  Hachette, 
pour  des  Orifices  très-petits  ou  d’un  diamètre  compris  entre  0ra,00l 
et  0,015;  ces  résultats  ont  appris  que,  même  sous  les  plus  fortes 
charges,  le  coefficient  m demeure  compris  entre  0.68  et  074  ou  0.78 
Bossut,  il  est  vrai,  pour  des  orifices  circulaires  de  0m,0t3  environ 
de  diamètre,  sous  les  charges  qui  ont  varié  entre  96  et  280  fois  ce 
diamètre,  a trouvé  le  coefficient  égal  à 0m,622  environ,  maison 
n’en  doit  pas  admettre  que,  pour  les  très-petits  orifices  dont  il 
s'agit,  le  coefficient  a une  valeur  qui  différé  généralement  peu 
de  0.70. 

Viennent  ensuite  les  résultats  des  expériences  multipliées,  faites 
par  Bossut  lui-même,  Michclotti,  Borda,  Yenturi,  Eytelwein, 
MM  Hachette  et  d’Aubuisson,  etc,  sur  les  orifices  circulaires  de 
01” ,02  à 0", 16  de  diamètre  et  les  orifices  quarrés  ou  rectangulaires 
de  0m,02  à 0",08  de  côté,  lesquels,  sous  les  charges,  toutes  très- 
fortes,  soumises  à l’expérience,  ont  donné  des  valeurs  du  coeffi- 
cient m qui,  quoique  variables,  sont  demeurées  comprises 
entre  0,60  et  0,63,  et  dont  la  moyenne  générale  peut  être  con- 
sidérée comme  différant  très-peu  de  0,615  soit  en  plus,  soit  en 
moins  et  sans  qu'on  puisse  apercevoir  une  loi  nécessaire  dans  ces 
variations. 

Toutefois  les  auteurs  s’accordent  généralement  à admettre  que 
le  coefficient  décroît  progressivement  des  plus  faibles  aux  plus 
fortes  charges  cortipriscs  entre  tt)  fois  et  2 ou  300  fois  l’ouverture 
de  l’orifice.  Le  fait  qui  le  prouve  est  relatif  à l’expérience  du  pouce 
d'eau  des  fonlainicrs  qui  concerne  le  produit  d’un  orifice  circulaire 
vertical  en  mince  paroi  de  tf.  ou  0m,027  de  diamètre,  avec  une 
charge  de  t*»  ou  0"1, 00225  seulement  sur  le  sommet.  Pour  cet 
orifice,  Mariotte  a trouvé  m =±=0,665,  Bossut  m=0,650  et  M.  Ha- 
chette m=»  0,690,  ce  qui  ne  laisse  aucune  incertitude  sur  l’aug- 
mentation du  coefficient  pour  les  très-petites  charges;  mais  comme 
une  seule  expérience  a été  faite  par  Boida,  sur  la  dépense  du 
même  orifice  sons  une  charge  égale  h 10  fois  seulement  son  dia- 
mètre, on  ne  peut  rien  prononcer  de  positif  sur  la  loi  qui  suit  le 
décroissement  en  question  pour  les  charges  plus  petites,  loi  qui 
parait , d’ailleurs  très-compliquée,  comme  nous  le  verrons  plus 
tard,  lorsque  nous  rapporterons  les  résultats  des  expériences  de 
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MM.  Poncelet  et  Lesbros  sur  des  orifices  tels  que  ceux  qu’on  a 
à considérer  dans  la  pratique  des  usines.  Voici  d'ailleurs  à quoi 
conduit  le  rapprochement  entre  les  résultats  des  expériences  de 
Borda,  Bossul  et  Michelotti  sur  les  orifices  de  l*”.  de  diamètre. 

Charges  en  diamètres  de  l'orifice  ^ 10  48  81  108  141 

Valeurs  correspondantes  de  m 0,65  0,623  0,619  0,618  0,617  0,616 

On  devra  se  rappeler , en  appliquant  ces  résultats  à la  pratique 
qu’ils  ne  conviennent  qu’aux  orifices  percés  dans  une  paroi  plane 
et  mince  d’un  grand  réservoir  et  se  trouvant  totalement  isolés  des 
faces  adjacentes,  de  sorte  que  la  contraction  puisse  être  considé- 
rée comme  se  faisant  d'une  manière  complète,  ainsi  qu’on  le  dit, 
ordinairement,  daus  la  vue  d’abréger.  Du  reste  cette  paroi  peut 
être  horizontale,  verticale  ou  inclinée  d'une  manière  quelconque 
à l’horizon,  elle  peut  même  avoir  une  certaine  épaisseur,  pourvu 
que,  d’après  ce  qui  a déjà  été  observé  précédemment,  (20)  la  veine 
s’en  détache  complètement  à partir  des  bords  intérieurs  ou  qui 
répondent  au  réservoir;  ce  qui,  je  le  répète,  a lieu  généralement 
toutes  les  fois  que  cette  épaisseur  n’excède  pas  une  fois  et  demie 
la  distance  des  bords  opposés  et  les  plus  rapprochés. 

Écoulement  par  un  tuyau  additionnel  ou  à gueule-bie. 

23.  Quant  au  cas  (fig.  130)  où  l’orifice  se  trouverait  prolongé  par 
fépaisseur  des  parois  d’une  quantité  plus  forte,  et  telle  que  l’eau 
venant  rejoindre  ces  parois  au-delà  de  l’orifice,  les  suive  exacte- 
ment et  remplisse  en  entier  l’espèce  de  tuyau  qu’elles  forment,  et 
qu'on  nomme  ajoutage  ou  tuyau  additionnel,  l’expérience  démontre 
que  les  circonstances  de  l’écoulement,  qu’on  dit  alors  se  faire 
à gueule  bée  ou  d plein  tuyau,  se  trouvent  totalement  changées, 
à tel  point  que,  pour  les  tuyaux  cylindriques  d’un  diamètre  égal 
à celui  de  l’orifice  et  dont  la  longueur  est  comprise  entre  une  fois 
et  demie  et  trois  fois  ce  diamètre,  on  trouve  que,  dans  les  mêmes 
cas  pour  lesquels  l’orifice  en  mince  paroi  ne  donnerait  que  le  coeffi- 
cient de  dépense  0,61  environ,  il  devient  0.815  ou  0,820,  quand 
l'écoulement  se  fait  à gueule-bée. 

Ce  résultat  peut  être  considéré  comme  la  valeur  moyenne  qui  se 
déduit  du  petit  nombre  d'expériences  entreprises  à ce  sujet,  et 
qu’on  doit  à Bossul.  Michelotti  , Venturi,  Polcni  MM.  de  Prony, 
Hachette  et  Eytclwcin.  Il  est  d’ailleurs  susceptible  de  varier  avec 
la  forme  de  l'ajutage , et  devient  0.96  environ,  pour  «eux  qui  ap- 
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prochent  le  plus  de  la  forme  naturelle  de  la  veine  fluide  (fig.  151) 
et  0,90  seulement  pour  les  ajutages  pyramidaux  ou  coniques 
(Gg.  132)  dont  le  plus  petit  orifice  serait  à une  distance  de  l'oriflce 
intérieur  au  réservoir,  comprise  entre  une  fois  et  demie  et  trois 
fois  sa  largeur,  et  dont  le  diamètre  ou  les  côtés  seraient  respective- 
ment les  0,80  des  siens  propres. 

Au  sujet  de  ces  derniers  ajutages,  qu’on  nomme  ordinairement 
buses  dans  la  pratique  , il  est  i»  remarquer  que  les  eoefficiens  ci- 
dessus  s'appliquent  seulement  à l'oriflce  extéi  ieur  ou  au  plus  petit 
orifice,  dont  l’aire  doit  être  prise  pour  la  valeur  de  A dans  la  for- 
mule Q—m  A g H. 

On  explique  d'ailleurs  l'augmentation  de  la  dépense  et  du  coef- 
ficient dans  ces  divers  cas , en  observant  que  l’eau  sort  à très-peu 
près,  de  l’orifice  extérieur  en  filets  parallèles  et  n’éprouve  ainsi 
qu’une  contraction  très-faible,  qu’on  doit  même  considérer  comme 
tout-à-fait  nulle,  dans  le  cas  des  ajutages  cylindriques  ; de  sorte 
qu’à  le  bien  prendre,  la  dépense,  dans  le  cas,  devrait  être  précisé- 
ment égale  à celle  que  donne  la  formule  AV2ÿII,  sans  coefficient. 
La  différence  observée  ne  peut  évidemment  tenir  ici  qu’à  la  résis- 
tance que  les  molécules  éprouvent  à se  mouvoir  dans  l’intérieur 
du  tuyau,  et  principalement  aux  pertes  de  force  vive  produites  par 
les  tourbillonnemens  intérieurs , qui  résultent  de  la  rencontre  des 
molécules  avec  les  parois,  après  qu’elles  ont  traversé  la  section  où 
elle  se  contractent  en  sortant  de  l’orifice  intérieur.  L’expérience 
des  jets  d’eau  avec  ajutages  prouve,  en  effet,  que  c’est  bien  la  vi- 
tesse ou  la  force  vive  qui  est  altérée  , car  ces  jets  ne  remontent, 
généralement,  qu’à  une  hauteur  mesurée  par  les  (0,82)*  «**  0,67  en- 
viron de  H ; ce  qui  annonce  une  pertejde  chûte  mesurée  par  le  tiers 
de  la  charge  génératrice  ou  du  travail  de  la  pesanteur. 

Remarque  générale  : T ous  ces  résultats  concernant  les  ajutages 
de  diverses  espèces,  aussi  bien  que  ceux  relatifs  aux  orifices  en 
mince  paroi,  sont  d'ailleurs  applicables  aux  liquides  proprement 
dits,  tels  que  l’eau,  ainsi  qu’aux  gaz  de  diverses  espèces  ; c’est  du 
moins  ce  qu’on  doit  conclure  du  rapprochement  des  belles  expé- 
riences dûes  à MM.  Girard  et  d’Aubuisson  en  France',  avec  celles 
qui  ont'été  faites,  avec  beaucoup  de  soin,  par  M.  Lagerhjelm.enSuède. 

De  f influence  des  rètrécissemens  brusques  ou  des  étranglement  dans 
l'intérieur  des  vases  ou  conduites. 

24.  Quelles  que  soieut,  au  surplus,  les  causes  qui  donnent  lieu  au 
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phénomène  de  l'écoulement  àgueule-bée,  et  pourvu  qu’on  admette 
seulement  le  fait  de  sa  formation  dans  certaines  circonstances,  on 
peut  très-bien  expliquer  les  résultats  de  l'expérience,  eu  ayant 
égard  à la  perte  de  force  vivo , dite  à la  rencontre  du  fluide  avec 
les  parois,  et  qui  se  produit  toutes  les  fois  qu'il  existe,  dans  l’in- 
térieur des  réservoirs  ou  des  tuyaux  de  conduite,  des  élrangiemens 
ou  rétrécissent  eus  quelconques,  qui  obligent  le  fluide  à s'y  mouvoir 
avec  une  vitesse  plus  graude  que  celle  qu’il  possède  un  peu  au-delà 
de  la  section  contractée,  relative  à ces  élrangiemens,  c'est-à-dire, 
dans  les  parties  du  réservoir  ou  l’écoulement  a repris  sa  perma- 
nence (2),  son  régime  uniforme,  et  peut  être  eensé  se  faire  de  nou- 
veau par  traaefaes  parallèles. 

PoHr  montrer  comment  on  doit  prodéder,  en  général,  pour  tenir 
compte  des  pertes  de  force  vive,  qui  surviennent  dans  tous  les  cas 
pareils,  pertes  qui  avaient  été  mal  estimées  d'abord  par  Bernouilli 
et  Borda  et  dont  M.  Navier  a rectifié  l’expression  de  la  manière 
la  plus  heureuse,  nous  nommerons 
IJ’  la  vitesse  moyenne  du  fluide  à sa  sortie  de  l'orifice  rétréci  ou 
dans  la  section  contractée, 
d M la  niasse  d’une  de  ses  tranches  élémentaires, 
u la  vitesse  de  la  masse  fluide  située  en  avant  de  cette  tranche 
et  qui  est  sensée  avoir  pris  un  mouvement  parallèle  et 
uniforme , 

M’ la  valeur  totale  de  cette  masse. 

i>es  choses  se  passeront  d’une  manière  tout-à-faii  analogue  à ce 
qui  arrive  O dans  le  cas  où  un  corps  mou  de  masse  d M et  animé 
de  la  vitesse  U'  vient  en  rencontrer  un  semblable,  de  masse  àl'  et 
animée  de  la  vitesse  u ; ces  corps,  après  s’être  comprimés  récipro- 
quement , en  changeant  de  forme  d’une  manière  quelconque  , 
s'unissent  l’un  à l’autre  et  finissent  par  marcher  avec  une  vitesse 
commune  qui,  ici,  ne  diffère  pas  de  u,  attendu  que  la  masse  d.\l  , 
qui  afflue  de  l’orifice  dans  chaque  élément  du  tems,  est  infiniment 
petit,  par  rapport  à M';  donc  aussi  la  perte  de  force  vive  résultant 
du  changement  de  vitesse  et  qui  est  principalement  occasionnée 
ici  par  les  tourbUlonnemens]et  les  résistances  intérieures  du  fluide, 
a pour  mesure 

d M (U’— «)■; 

valeur  qui  se  rapporte  d’ailleurs  à chaque  élément  du  tems  et  qui 
deviendrait 

(')  Voyez  les  préliminaires  de  la  V*  scelion  de  ee  cours. 
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s’il  s’agissait  d’estimer  la  perte  de  force  vivependant  l’unité  de  teins. 

Si  nous  examinons  maintenant  ce  qui  se  passe  dans  un  réservoir 
(lig.  133)  analogue  à celui  que  nous  avons  considéré  jusqu'ici , et 
où  l’on  peut  admettre,  pour  certaines  sections  ABA’B’  etc.,  l’hypo- 
thèse du  parallèlisme  des  tranches,  mais  qui  offre,  dans  son  inté- 
rieur, un  rétrécissement  subit  a' b',  il  nous  sera  facile  de  trouver 
l’expression  de  la  perte  de  force  vive  qui  résulte  de  cette  disposi- 
tion. 

Soient 

O,  Q les  surfaces  des  sections  AB  et  A’B’, 
û),  O*'  les  surfaces  des  orifices  ab  et  a'b\ 

V et  u les  vitesses  en  AB  et  A’B’, 

U et  U’  les  vitesses  en  ab  et  a’ b', 

P et  p les  pressions  sur  AB  et  ab, 

H la  hauteur  totale  du  niveau  AB  au-dessus  du  centre  de  l’orifice 
ab, 

m et  m’ les  coefficiens  de  la  dépense  relatifs  aux  orifices  ab , et 
a'b'  supposés  connus, 
n lé  poids  de  limite  de  volume  du  fluide, 
dM  la  masse  élémentaire  écoulée  pendant  dt, 
on  aura,  en  vertu  de  la  continuité  du  fluide. 


V 


muü 

K- •» 

O 


maU 

U~' 


U’ 


mfolJ 

'mV 


En  raisonnant  ici  comme  on  l’a  fait  précédemment,  on  trouvera 
que  la  quantité  de  travail  élémentaire  développée  par  la  gravité 
sur  la  masse  dM,  écoulée  dans  dt,  est 


ÿ'dM.H*", 

que  celle  développée  par  les  pressions  P et  p est 

,(P-P)k" 


gd  M- 


n 


qu’enfin  l’accroissement  de  la  force  vive  de  la  masse  dM,  en  pas- 
sant de  AB  en  ab,  est 

/ m* 

d M (U* — \^—d  M U*  ( 1 — “oT-j; 

38 
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à ijuoi  il  faut  évidemment  ajouter  la  perte  de  force  vive  qui  est 
occasionnée  par  l’étranglement  a'b',  et  qui,  d'après  ce  qui  précède, 
a pour  valeur 


d M (U’-«)-=d  M.m* «•  U-  (^7-^).* 


D’après  cela,  l'équation  des  forces  vives  donnera, 

* 2 g d Mitl?’  ; 
II 

, m*u*\  t \ I v*  . * 

«D,l  <— <f)+ ) -*"a+ 


et  en  divisant  par  dM, 


t m3<aa  , t I V ) (P — P ) 

"■)*— <f+“Msv~û)  r-- 


d’où  l’on  déduira  la  vitesse  moyenne  d’écoulement  U par  a 6 et 
ensuite,  la  dépense  de  fluide. 

Q=mfaU , 

pour  l’unité  de  temps. 


Cas  de  l'écoulement  à Pair  libre  et  où  l'orifice  est  très-petit  par 
rapport  aux  sections  du  réservoir. 


25.  S’il  s’agit  de  l’écoulement  de  l’eau  à l’air  libre  et  que  la  sur- 
face O du  réservoir  soit  très-grande  par  rapport  à celle  de  l’orifice 
u ou  ab,  l'équation  se  réduit  à 


d’où 


26.  Dans  le  cas  où  t>»’=ü,ce  qui  arrive,  par  exemple,  lorsqu’un 
tuyau  (fig.  134)  prismatique  ou  cylindrique  a’ù’GD  établit  la  com- 
munication du  réservoir  AB  à l'orifice  ab,  l’expression  de  la  vitesse 
devient  dans  les  hypothèses  précédentes, 


Digitized  by  Google 


459  — 


Ecoulement  à gueule-bée  par  un  tuyau  additionnel. 

27.  Enfin  si  l’orifice  ab  est  égal  à la  section  du  tuyau  (fig.  135),  si 
les  filets  fluides  suivent  les  parois  et  sortent  parallèles,  sans  con- 
traction apparente,  c'est  le  cas  des  tuyaux  additionnels,  dont  il  a 
été  question  au  N°  23,  lorsque  l’écoulement  s’y  fait  à gueule-bée. 
Dans  ces  circonstances , on  a 

, m=l, 

et  la  vitesse  d’écoulement  trouvée  ci-dessus  se  réduit  à 


Le  cas  actuel  est  un  de  ceux  qui  confirment  le  mieux  la  théorie 
basée  sur  l’hypothèse  du  parallélisme  des  tranches.  En  effet,  le 
coeflicient  de  la  dépense  est  alors  (N°  23),  égal  à 0,82,  dans  des 
circonstances  analogues  à celles  où  il  aurait  été  égal  à 0,61  pour 
l’orifice  percé  en  mince  paroi.  Or  , en  faisant  dans  la  formule  ci- 
dessus  m’=0,61,  ou  trouve 

1 =0,84 , 

et  par  suite 

U=(»,8iV^ÏÏ. 

L'orifice  d’écoulement  étant  ici  égal  à Q,  ou  à la  section  du  tuyau 
on  voit  que  la  vitesse  moyenne  d’écoulement  est  diminuée  dans  le 
rapport  de  0,84  à 1 , mais  la  dépense  effective  devenant 

uU=0,84w.\/  2ÿll , 

il  s’en  suit  qu’elle  est  plus  grande  que  celle  qui  aurait  lieu  pour 
l’orifice  a'b\  sans  tuyau  additionnel,  puisque  cette  dernière  serait 
donnée  par  la  formule 

0.61w\/23Ïf, 

comme  on  l’a  vu  précédemment  (N°  20.) 

Ainsi  dans  le  cas  d'un  tuyau  additionnel,  l’expérience  donne  pour 
coeflicient  de  la  dépense  0.82  et  la  théorie  0,84.  La  faible  différence 
qui  existe  entre  ces  nombres,  ou  l'excès  de  celui  qui  est  fourni  par 
la  théorie  sur  l’autre,  peut  être  attribué,  comme  l’observe  M. 
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Navier  (*)>  à 'a  résistance  des  parois,  dont  on  a fait  abstraction  jus- 
qu’ici. 

De  t influence  d’un  élargissement  brusque  du  réservoir. 

38.  Il  se  produit  des  effets  analogues,  dans  le  mouvement  d'un 
fluide  qui  passe  brusquement  d’une  section  d'un  vase  dans  un  autre 
bcaucoupplus!argc:ce  fluide  débouchantdela  partie  MNmnffig.136) 
dans  la  capacité  PQP’Q’,  rencontre  une  massefluideaniméed’une  vi- 
tesse moindre,  s’y  mêle,  et,  après  quelques  tourbillonnements, 
marche  avec  elle,  d’un  mouvement  commun  et  uniforme.  De  là  ré- 
sulte , par  conséquent,  une  perte  de  force  vive  facile  à évaluer. 
Soient  (fig.  136)  ü et  0’  les  surfaces  des  sections  MN  et  PQ,  u et 
V’  les  vitesses  respectives  dans  ces  sections  ; les  filets  de  fluide  af- 
fluent marchant  parallèlement  entre  eux  et  aux  parois  du  tuyau 
MN,  il  n’y  a pas  de  contraction  en  mn,  et  en  appelant iM  la  masse 
élémentaire  écoulée  dans  l’élément  du  temps,  la  perte  de  force  vive 
sera,  d'après  ce  qu'on  a vu  (N°  24) , 

dM(u-V’)*=dM«9(l g,-f  ; 

cette  quantité  devra , s’il  y a lieu,  être  introduite  dans  l’équation 
des  forces  vives  parmi  ses  analogues. 

Influence  de  la  résistance  des  parois. 

29.  Nous  avons  jusqu’ici  fait  abstraction  d’une  force  retardatrice 
qui  n’a,  en  effet , qu’une  influence  négligeable  dans  tous  les  cas  où 
la  vitesse  du  fluide  est  très-petite  et  ses  sections  très-grandes,  mais 
dont  il  faut  tenir  compte  lorsqu'il  s’agit  de  tuyaux  d’une  grande 
longueur,  par  rapport  à leur  diamètre.  Cette  résistance  est  celle 
que  les  parois  opposent  au  mouvement  du  fluide,  par  suite  de  l’ad- 
hérence que  contractent  avec  elles  les  molécules  immédiatement  en 
contact.  On  conçoit,  en  effet,  facilement  que,  par  suite  de  la  visco- 
sité plus  ou  moins  grande  du  fluide  , le  retard  éprouvé  par  ces 
molécules,  doit  se  transmettre  de  proche  en  proche  à toute  la 
masse  et  finalement  altérer  le  mouvement  général.  C’est  ce  que 
l’expérience  vérifie  pour  les  liquides,  comme  pour  les  fluides  élas- 
tiques. 

O Architecture  hydraulique  de  Bélidor , nouvelle  édition,  Tome  1 , page 
200,  note  CK. 
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Des  observations  faites  par  Coulomb  f) , confirmées  par  les  con- 
séquences que  M.  de  Prony  en  a déduites , montrent  que , pour  les 
liquides,  cette  résistance  est  proportionnelle  à y,  Il  étant  le  poids 
de  l’unité  de  volume  du  liquide , au  contour  <3  du  périmètre 
mouillé  de  la  conduite,  à la  longueur  L de  cette  conduite,  que 
nous  supposerons  sans  coudes  brusques  et  d'une  section  constante, 
ayant  pour  aire  la  quantité  Q,  et  à une  fonction  au-j-/3u‘  de  la  vi- 
tesse moyenne  « dans  cette  même  conduite  ; <*  et  /3  étant  des  coef- 
ficiens  constants,  dépendants  de  la  nature  du  fluide  et  indépen- 
dants de  celle  des  parois,  du  moins  pour  toutes  celles  qui  sont  or- 
dinairement en  usage. 

D’après  cela,  la  résistance  des  pafois  sera  représentée  par 
jûUau  f /3u*)l>ll , 

et  le  chemin  parcouru  par  une  tranche  quelconque  dans  le  sens  de 
cette  résistance  et  pour  l'élément  du  temps,  étant  udt,  la  quantité 
élémentaire  de  travail  qu’elle  développe  le  sera  par 

^ûL(aU-f-/3u,)ud{k"  ; 

à cause  de 

<fM=-  audt , 

9 

l’expression  de  cette  quantité  de  travail  devient 

dont  le  double  devra  être  retranché  du  second  membre  de  l’équa- 
tion des  forces  vives  , concernant  les  quantités  des  forces  mo- 
trices. 

Application  à l'écoulement  par  des  conduites  d’une  grande  longueur. 

30.  Appliquons  ces  considérations  et  les  précédentes  à l’écoule- 
ment d’un  fluide  d’un  grand  réservoir  ABCD  (6g.  ^ 37J  dans  un  au- 
tre A’B’C’D’ , à l’aide  d’une  conduite  à section  constante  aba'b' , 
supposée  terminée,  du  côté  du  réservoir  inférieur,  par  un  orifice 
plus  petit  que  les  sections  du  tuyau.  Conservons  toutes  les  nota- 
tions des  N0*  24,  28  et  29  et  appelons  en  outre,  h la  hauteur  du 

(*)  Mémoires  de  Cinstitut,  5me  vol.,  Science*  phyiiquei. 
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niveau  constant  du  réservoir  inférieur  au-dessus  du  centre  de  l'ori- 
fice ab.  Il  est  facile  de  voir  que  la  force  vive  acquise  par  une  tran- 
che élémentaire  dM  qui  provient  de  Afi  en  A’B’  se  compose  de 
celle  qui  lui  a été  imprimée  de  AB  en  ab  et  qui  d’après  le  N*  24 
est 


diminuée  de  celle  qu’elle  perd  en  débouchant  dans  le  réservoir 
inférieur  et  qui  a pour  expression 


dM  U»(  1-  Ç)* 

d’où  résulte  que  l’équation  de  forces  vives  , appliquée  au  cas  ae 
tuel  donnera 


* , (p— P) 


II 


Ü 


( <*u-\-(3u J)  ; 


«1* 

les  vitesses  U et  u ayant  entre  elles  la  relation  suivante 
mwU  =^«. 


Simplifications  relatives  aux  conduites  d'eau  ordinaires. 

31.  Dans  la  plupart  des  conduites  d’eau  ordinaires , cette  rela- 
tion se  simplifie  beaucoup,  parce  que  les  sections  des  deux  réser- 
voirs sont  très-grandes  par  rapport  aux  orifices  co  et  to’ , ce  qui 
rend  les  fractions  g-et^,  négligeables  vis-à-visde  l’unité  ; de  plus 
la  conduite  a le  même  diamètre  que  l’orifice  d’introduction  a'b'  , 
o’=Œ  ; les  pressions  extérieures  sont  égales  entre  elles  et  à celle 
de  l’atmosphère,  on  a donc  simplement 

-1)  =2S(H-fc)  ~ ; 

et  toujours 

m-uU  — Um. 

Si , déplus  , la  contraction  est  nulle  à la  sortie  de  la  con 
duite  , m=H  , u*=U  et  l’équation  se  réduit  à 

u ’(-“f  -l)  ~2$(H-A;-  — («U+/ SU-) ; 
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qui  donnera  la  vitesse  U dans  la  conduite  , quand  on  connaîtra  la 
différence  de  niveau  H— À. 


Cas  où  l' écoulement  a lieu  à Voir  libre. 


32.  Lorsque  la  conduite  débouche  à l'air  libre  par  un  orifice 
(ii  plus  petit  que  la  section  a du  tuyau,  il  n'y  a pas  lieu  à considé- 
rer de  réservoir  inférieur,  A=o,  le  terme  (n.  30)  U3  1 1 — j , 

qui  mesurait  la  perte  de  force  vive  éprouvée  par  le  fluide  en  dé- 
bouchant dans  le  réservoir,  doit  être  supprimé  et  l'équation  de- 
vient alors,  en  supposant  toujours,  &,’=  fi  et  w très-petit,  par 
rapport  à O, 


i m’ùiV  1 \at 


2j(P — p)  2tiL  ( 

1T 


n 


[aU-HSw’j 


Si  de  plus  P=p-  Ia  pression  atmosphérique,  u—  Q,  on  a m=t, 
u=U  et  l’équation  se  réduit  à 

Détermination  des  coefpciens  a.  et  fi  pour  les  conduites  d'eau  ordinai- 
res des  fontaines,  bassins  etc. 

33.  Dans  la  plupart  des  conduites  d'eau,  L=t00  fois  au  moins 
le  diamètre  du  tuyau,  le  terme  relatif  à la  résistance  des  parois 
devient  très-grand  alors,  par  rapport  à U*  j t -f-  -I  ] j;  on 
peut  donc  négliger  celui-ci  et  en  représentant  simplement  H — h 
par  H,  s’il  y a un  réservoir  inférieur,  la  dernière  des  équations  du 
n.  32  se  réduit  à 

C'est  sous  cette  forme  que  M.  de  Prony  l’a  employée  pour  déter- 
miner, à l’aide  du  résultat  des  expériences  de  Dubuat,  de  Couplet 
et  de  Bossut,  les  valeurs  de«  et  /3.  Cet  illustre  ingénieur  a trouvé 
pour  ces  coefliciens  constans  et  pour  l’eau 

2=0,00017,  /3=0, 003416. 

En  substituant  ces  nombres  dans  l’équation  ci-dessus  on  en  tire , 
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toutes  réductions  faites,  avec  une  approximation  suffisante  pour 
la  pratique, 

U =-0",025-f-53,58\  /^ü 

' <jL 

et  par  suite,  la  dépense  Q=  ûlî,  sans  coefficient  de  correction. 


Cas  où  la  section  du  tuyau  de  conduite  est  circulaire. 
34.  Lorsque  la  section  du  tuyau  est  circulaire,  on  a 


3,14160’ 


. <3=3.14160, 


4 ~ q D 

en  appelant  D son  diamètre,  et  la  valeur  de  la  vitesse  devient 


U=— 0", 023  -f  26,79 


Quant  à la  dépense  ou  au  volume  de  fluide  écoulé  en  une  seconde , 
elle  est  évidemment  égale  à 


3.14I6D’ 

4 


U. 


M.  Eytelwein  a repris  les  calculs  de  M.  de  Prony,  en  tenant 
— 1 j |,  dont  l’influence  est  généra- 
lement peu  sensible  et  qu’il  a représentée  par  en  prenant  p — 

=*0,8123;  ce  qui  ne  convient  qu’au  cas  où  la  contraction  à l’orifice 
intérieur,  dont  m’  est  le  coefficient,  serait  complète. 

Cet  ingénieur  a trouvé,  le  mètre  étant  l'unité  linéaire, 
«=0,0002195,  j3  = 0,0027496, 

et  par  suite, 


compte  du  terme  U3}  1 -f- 


— L+V  C3  4-  (560776  L 38617551  D)  DH 
25, 0754L+ 1726,82  D 


Lorsque  L est  très-grand  par  rapport  à D,  100  fois  D,  par 
exemple,  ce  qui  arrive  le  plus  souvent,  on  peut  négliger  le  terme 


(‘)  M.  de  Prony  a donné  dans  ses  recherches  sur  la  théorie  des  eaux  cou- 
rantes, publiées  en  septembre  1828,  une  table  des  valeurs  correspondantes 
DH 

de  U et  de  -jj-  qui  facilite  beaucoup  les  calculs. 
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**n  Ds,  sous  le  radical,  par  rapport  à L3  et  l’expression,  en  divi- 
sant haut  et  bas  par  -25,0754  L,  revient  à 

—0,03988  -f-  V 0.00 1 590  f -f  89 1 . 84  ~ 



1 -(-08.865  ~ 

Enfin  on  obtient  une  formule  plus  simple  encore  et  suffisamment 
exacte  pour  la  pratique  ordinaire  en  négligeant  le  terme  «U  de  la 
résistance  des  parois.  Dans  cette  supposition  et  en  comparant  les 
résultats  de  la  formule  avec  ceux  de  l’expérience,  M.  Eytelwein  a 
trouvé  qu'il  faut  prendre 

(3=0,00349987  ou  environ  (3=0,0035; 
la  valeur  de  la  vitesse  dans  le  tuyau  de  conduite  devient  ainsi, 
réductions  faites, 


U- 


-26,44  ^ 


1)H 


L+54D 


Dépetise  des  conduites  de  gaz  dans  le  cas  où  elles  sont  terminées  par 
un  orifice  ou  ajutage  quelconque. 


35.  Pour  les  conduites  de  gaz,  où  la  différence  des  pressions  qui 
agissent  à leurs  extrémités  est  une  fraction  assez  petite  de  la  plus 
grande  d’entre  elles (17),  les  formules  générales  établies  dans  les  n°* 
30,31  et  32  demeurent  applicables,  mais  il  faut  observer  que,  mal- 

l> - 

gré  la  petitesse  de  cette  différence , la  charge  génératrice  — jp  (12) 
est  toujours  très-grande,  vis-à-vis  de  celles  II  et  h,  qui  répondent 
à la  différence  de  niveau  entre  les  sections  extrêmes,  de  sorte 
qu’on  peut  faire  abstraction  des  termes  ÿH  et  gh,  qui  entrent  dans 
ces  formules  et  se  rapportent  à l’action  de  la  gravité.  D’un  autre 
côté  MM.  Girard  et  d'Aubuisson  ont  été  conduits,  par  les  résultats 
de  leurs  belles  expériences  sur  l’écoulement  des  fluides  élastiques 
dans  les  tuyaux  de  conduite  (*)  à regarder  la  résistance,  dans  ces 
tuyaux,  comme  simplement  proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse; 
ce  qui  suppose  nul  le  terme  en  a de  cette  résistance  et  simplifie 
beaucoup  les  formules  relatives  à la  détermination  de  la  vitesse  et 
de  la  dépense. 


O Mémoires  fie  l’académie  des  seionees  de  Paris,  loin.  V,  1842  ; Annales 
des  mines,  tom.  lit , année  1828. 
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(Considérant,  comme  au  n°  30,  un  tuyau  de  conduite  à section 
uniforme , servant  à établir  la  communication  entre  deux  grands 
réservoirs  ou  gazomètres  à pressions  constantes  P et  p;  supposant 
d'ailleurs  cette  conduite  terminée  par  un  orifice  plus  petit  que  sa 
section  uniforme;  nommant  toujours 
L la  longueur  développée  de  la  conduite, 

Q et  co  les  aires  de  cette  section  et  de  ces  orifices , supposés  cir- 
culaires, 

U la  vitesse  du  fluide  à sa  sortie  de  l’orifice  o>  sous  la  pression  p, 

u sa  vitesse  constante  dans  la  conduite , 

m’ le  coefficient  de  contraction  à l’origine  de  cette  conduite , 

Fl  la  densité  du  fluide  dans  le  réservoir  d’alimentation , 
m le  coefficient  de  la  dépense  qui  se  rapporte  à l’orifice  de 
sortie  «,on  aura  d’après  le  n*  32  et  en  négligeant  le  terme (H — A) 
relatif  à la  pesanteur , 


( m'oi°  1 1 

U*1  4 — -7—1 

( 1 ü > \m 


ou , à cause  de 


mwU  nufU 


«,.Si  , m'dif 1 85Lmad4j  _ 2S(P-p)  . 

$ ^ IX  U’  /"*"  D5  | TI  ’ 

équation  qui  donne  immédiatement  la  vitesse  U à l’orifice  de  sortie 
et,  par  suite,  le  volume 

Q=m'aU 

de  la  dépense  sous  la  densité  n dans  le  réservoir,  quand  on  y met 
pour  fi  sa  valeur  moyenne 

fi  =0,00513, 

déduite  des  données  d’expériences  qui  seront  mentionnées 
plus  loin. 

Dans  cette  équation  on  prendra  d'ailleurs  p égal  à la  pression 
barométrique  extérieure,  si  l’écoulement  se  fait  à l’air  libre, 
m=0,61  ou  0,62  si  la  contraction  est  complète  pour  l’orifice  d’en- 
trée du  tuyau,  ce  qui  est  le  cas  ordinaire  ; m — 0,61  ou  0,62  si  la 
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même  chose  a lieu  pour  l’orifice  de  sorties»  ; m«=0,84  environ  s'il 
est  terminé  par  un  ajutage  cylindrique,  dont  la  longueur  égalerait 
2 à 4 fois  son  diamètre,  supposé  très-petit  par  rapport  à la  section 
de  la  conduite.  Enfin,  si,  comme  il  arrive  presque  toujours  pour 
les  conduites  d’air  qui  alimentent  les  hauts  fourneaux  et  les  feux 
d’afiinerie,  l’orifice  <a  est  situé  à l’extrémité  d’une  buse  raccordée 
avec  ces  conduites,  on  pourra  prendre,  d’après  les  expériences  de 
M.  d’Aubuisson  relatives  à ce  cas,  m=0,96. 

Cas  où  la  conduite  est  entièrement  ouverte  à son  extrémité  opposé* 
au  réservoir. 

36.  Dans  le  cas  particulier  où  la  conduite  est  entièrement  ou- 
verte à son  extrémité,  de  sorte  que  &=<■>,  D=d,  u=U,  m= 1 . 
l'équation  ci-dessus  devient  simplement 

J_  8/3L  | 2g(P-p) 

m’  D ( 11 

et,  si  L est  tellement  grand  par  rapport  à D que  la  quantité 
1+^jjj — tj’  puisse  être  négligé  vis-à-vis  de  ^ , ce  qui  arrive 

toujours  quand  L surpasse  1000  fois  D , la  formule  qui|donne  la 
vitesse  de  sortie  se  réduit  à la  suivante  : 


d’“  fi-m-oywjsffi-- 


Le  cas  dont  il  s’agit  se  rapportant  précisément  à celui  des  expé- 
riences faites  par  M.  Girard  sur  une  conduite  en  fer  de  0ra,0U>8  de 
diamètre,  adaptée  au  gazomètre  de  l’hôpital  de  St.-LouLs  à Paris 
(voyez  le  mémoire  déjà  cité  de  cet  auteur) , on  en  conclut,  pour 
/3,  la  valeur  moyenne  ,3=0,0032,  qui  surpasse  un  peu  celle  qui  lui 
a été  attribuée  ci-dessùs,  et  parait  d'ailleurs  pouvoir  être  apppli- 
quée  indistinctement  à l’hydrogène  carboné  ou  gaz  oléfiant  et  à 
l’air  atmosphérique,  dont  les  densités  sont  entre  elles  à peu  près 
dans  le  rapport  de  0,555  à l’unité,  celle  de  l’air  étant  toujours 
donnée  par  la  formule  (N*  12) 


U.  P 1,25721» 

p„(  1+0,004*)  ~ 1 + 0,004* 
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pour  la  température  centigrade  n et  la  pression  P1,  sur  un  centi- 
mètre carré. 


Relation  entre  la  vitesse  et  la  pression  en  un  point  quelconque  de  la 
conduite,  dans  le  cas  général. 


37.  Revenant  à nos  premières  hypothèses  sur  les  tuyaux  de 
conduite  terminés  par  une  buse  ou  un  orifice  quelconque  plus 
petit  que  les  sections  de  ce  tuyau,  et  nommant 

P’  la  pression  en  un  point  situé  aux  distances  l et  T des  orifices 
d’entrée  et  de  sortie  de  la  conduite,  mesurées  suivant  le  dévelop- 
pement de  celui-ci,  de  sorte  que  /-f-l’=»L, 

l'équation  des  forces  vives  (n.  51)  donnera,  en  considérant  ce  qui 
se  passe  depuis  le  réservoir  jusqu'au  point  dont  il  s’agit, 


* 2g(P — P’) 

— n 


u* 


TD.+-DrU--,J+^1- 


m*d4  j* 
1)5  ) 


puis,  en  considérant  ce  qui  a lieu  depuis  le  même  point  jusqu'à 
l’extrémité  de  la  conduite,  près  l’oritice  de  sortie. 


U* 


8,51V 


OPjl  — 


m'-d< 

D< 


+8/5f 


rn-d * 

~w 


!=% 


(p  -p) 

n 


équations  qui,  ajoutées  entre  elles,  redonnent  celle  du  n.  33,  et 
serviront  toutes  deux  à calculer,  soit  la  dépense  de  fluide. 

Q=i2u—m'i<lJ , 

quand  on  connaîtra  la  pression  P’,  soit  les  différences  de  pression 
P— P’,  P’ — p et  par  suite  P’,  quand  on  aura  déterminé  cette  dé- 
pense où  la  vitesse  U par  la  relation  du  n.  35. 

Cas  particulier  où  la  pression  est  mesurée  près  de  Vori/ice  de  sortie. 


38.  Supposant,  en  particulier,  qu’on  ait  observé  directement  la 
pression  P’  en  un  point  de  la  conduite  situé  très-près  de  l’orifice 
ou  de  la  buse  de  sortie,  de  sorte  que  T soit  très-petit  et  l sensible- 
ment égal  à L,  on  pourra  négliger  le  terme  en  (5f  dans  la  seconde 
des  équations  ci-dessus,  qui  deviendront  ainsi  respectivement, 


m’d* 

TF 


u-j.+fi-, 


(P-P’) 

n 
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et 


(P -P)  . 


u,(4-T?h%Æn 

auxquelles  on  peut  ajouter  cette  autre,  d’après  l'observation  ci- 
dessus  , 


qui  se  rapporte  au  réservoir  et  à l'orifice  de  sortie. 

Substitution  des  hauteurs  manométriques  aux  pressions  dans  Us 

formules. 

39.  Si  d’ailleurs  ce  dernier  orifice  débouche  à l’air  libre,  psera 
égal  à la  pression  barométrique  extérieure  à l’instant  de  l’expé- 
rience, et  si  l'on  nomme  II  et  H’  les  hauteurs  du  manomètre  qui 
mesurent  l’excès  des  pressions  P et  P'  au  même  instant  sur  p,  on 
aura,  pour  le  manomètre  à mercure, 

P— p=lk,3598H,  P’ — p=lk3o98H’  d’où  P — P’— .1", 3598  (H— H’); 
et,  pour  le  manomètre  à eau , 

P— p=ûk,  t II,  P’— p=0t,  I H’  d’où  P-P’=Ok,  I (H— H’)  ; 

les  pressions  p,  P et  P’  se  rapportant  au  centimètre  carré  pris  pour 
l’unité  de  surface  et  les  hauteurs  H,  II’  étant  mesurées  en  mètres 
fractions  de  mètre.  Substituant  donc  ces  valeurs  de  P — p,  P’ — p, 
et  P — P'  dans  les  équations  et  formules  trouvées  ci-dessus,  ainsi 
que  celle  de  la  densité  n (33)  qui  se  rapporte  au  réservoir,  elle 
se  convertiront  en  d’autres  relatives  aux  hauteurs  manométriques 
II  et  H’. 

Loi  entre  les  hauteurs  manométriques  aux  différens  points  des 
conduites. 

40.  L’un  des  résulats  les  plus  remarquables  que  M.  d’Aubuisson 
ait  déduit  de  ses  nombreuses  expériences  sur  l'écoulement  de  l’air, 
dans  les  tuyaux  de  conduite  d’une  grande  longueur  (Voye*  le  n.  43 
de  son  mémoire  déjà  cité),  consiste  en  ce  que,  si  l'on  nomme 

II  et  h les  hauteurs  manométriques  à mercure  dans  le  réservoir 
de  pression  et  près  la  buse  ou  l’orifice  de  sortie, 

L la  longueur  développée  de  la  conduite  entre  ces  deux  endroits, 
en  supposant  qu’il  n’existe  pas  de  coude  sensible, 
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D et  d les  diamètres  de  cette  conduite  et  de  l’orifice  de  sortie 
on  a approximativement,  entre  ces  quantités,  la  relation 


h—- 


Jf 

1+0, 0238g 


H—* 


ou- 


=0,0238  L 


di 

D* 


Pour  comparer  ce  résultat  de  l'expérience  avec  celui  qu’on  dé- 
duirait de  la  théorie  précédente,  il  suffit  d’observer  que  les  équa- 
tions du  n.  37,  qui  nous  ont  occupé  en  dernier  lieu,  conviennent 
aux  hypothèses  dans  lesquelles  M.  d'Àubuisson  a opéré,  en  y sup- 
posant que  la  pression  P’  près  de  l’orifice  de  sortie , réponde  à la 
hauteur  manométrique  À que  nous  avions  représentée  par  H’.  Or, 
on  déduit  immédiatement  de  la  première  et  de  la  seconde  d’entre 
elles 


et  par  suite. 


P— P’  H— A 


P ’-P 
d’où  l’on  tire 


m' 


1)4 


8/3 V _ Il  ( m°d*) 

D V P— D«  ) 

1+(i-'  )’+8'iL 

i—é! 


1-m3  ÿ 

H 

1-fm3 

D4  < 

(A-i 

\m  J 

■ .8,9  L 

+-5-| 

formule  qui  s'accorde  avec  celle  de  M.  d’Aubuisson , quand  on  y 

néglige  | I j vis-à-vis  de-^au  dénominateur  et  vis-à- 

vis  de  l’unité  au  numérateur;  ce  qui  est  permis  pour  toutes  les 
expériences  en  grand  nombre  de  ce  savant  ingénieur,  où  L a sur- 
passé 1000  fois  D et  D deux  fois  au  moins  d. 


Valeur  moyenne  du  coefficient  {3  de  la  résistance,  déduite  du  résultat 
des  expériences  de  M.  <T Aubuisson. 

41.  En  comparant  dans  la  rédaction  des  leçons  de  l'hiver  de 
1828,  les  résultats  obtenus  par  M.  d’Aubuisson  dans  le  n.  39  de 
son  mémoire,  avec  ceux  qui  se  concluent  de  la  formule  ci-dessus, 
dans  laquelle  on  avait  supposé  m=0,93  ou  m3-=0,865,  on  en  avait 
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déduit  pour  /S  la  valeur  /S— 0, 00308  qui  est  un  peu  faible  par  rap- 
port à celle  que  donnent  (35)  les  expériences  de  M.  Girard  et  qui 

résulte  du  coefficient  0,0238  de  —,  de  L auquel  s’est  arrêté  M.  d’Au- 

buisson  à l’endroit  déjd  cité.  Dans  son  mémoire  sur  l'écoulement  des 
fluides  élastiques,  lu  le  1"  Juin  1829  à l'Académie  des  sciences 
(voyez  le  n.  26  de  ce  mémoire),  M.  Navier  est  arrivé  à la  valeur 
/5=0, 00324,  en  admettant  également  le  coefficient  0,0328  dont  il 
s'agit  et  supposant  m=0,94,  mais  cette  valeur  parait  à son  tour 
un  peu  trop  forte. 

En  effet,  on  tire  à l’équation  générale  posée  ci-dessus 


H— A D*D/  1 d\  D , , 1 .y* 

3®“  A'd^m3  DC"  l /***(»  M 


expression  dans  laquelle  ce  dernier  géomètre  néglige  complète- 
ment le  terme  négatif  du  second  membre;  ce  qui  conduit  à attri- 
buer à (5  des  valeurs  d’autant  plus  fortes  que  le  rapport  de  L à D 
est  moindre  et  dont  l’excès  sur  la  véritable  n’est  pas  toujours  très- 
petit. 

I,a  formule  trouvée  par  M.  d'Aubuisson  donnant  moyennement 

H-A  D*  D,  1 d\  H d*, 

h D<H’0238L’  D<) 

on  aura,  pour  détermimer  (3  dans  la  formule  générale, 


8/S-O,0258(^~)-  - >)•( 

Supposant  m’=0,6I,  D égal  à 0,001  L seulement  et  adoptant,  avec 
M.  Navier,  pour  la  valeur  moyenne  de  0,0238  ^ le  chiffre 

0,02594,  auquel  il  est  arrivé  par  le  rapprochement  de  divers  ré- 
sultats d’expérience  de  M.  d’Aubuisson,  on  trouve 

8/3=0,02594 — 0,001 41—  0,02453  d’ou  /3=-0, 00307; 
au  lieu  delà  valeur  /3=0, 00308  admise  dans  les  leçons  de  1828  et 
celle  /5  — 0,00324  adoptée  en  dernier  lieu  par  M.  Navier. 

Les  expériences  directes  de  U.  Girard,  sur  la  dépense  des  longs 
tuyaux  de  conduite  (36)  donnent  pour  (3  la  valeur  (3=0,0032;  on 
voit  qu'on  ne  risquera  pas  de  se  tromper  de  quantités  appréciables, 
en  prenant  pour  moyenne  générale 

(3=0,00315, 

' *jT  . 
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comme  cela  a été  proposé  au  n.  35  ci-dessus. 

Observation  relative  à la  variation  de  densité  et  de  pression  dans 
les  tuyaux  de  conduite. 

42.  Lorsque,  dans  la  vue  d’obtenir  la  vitesse  et  la  dépense  avec 
un  plus  grand  degré  de  rigueur,  on  remplacera  suivant  ce  qui  a été 
prescrit  au  n.  16,  le  facteur  P — P’  ou  P— p de  l'équation  des  for- 

p p 

ces  vives  (n.  34  et  suivans)  par  log  pT  ou  log  — » il  faudra  aussi 

avoir  égard  à la  variation  de  densité  et  de  pression  du  gaz  aux 
différens  points  de  la  conduite,  dans  le  calcul  des  quantités  de 
travail  déduites  par  la  résistance  des  parois  du  tuyau;  cela  est  sur- 
tout indispensable  quand  il  s'agit  de  rechercher  la  loi  des  pressions 
aux  différens  points  de  ce  tuyau;  mais  comme  la  solution  de  cette 
question  conduit  à des  développemens  analytiques  d'une  applica- 
tion difficile  à la  pratique,  où  la  variation  de  densité  du  fluide  est 
toujours  en  elle-môme  très-faible  (17),  nous  renverrons,  pour 
ces  développemens,  aux  numéros  compris  de  20  à 23,  du  beau 
mémoire  de  M.  Navier  sur  T écoulement  des  fluides  élastiques  , déjà 
souvent  cité. 

DES  PERTE tS , COURSIERS  ET  CAXAUX  d’lSISES, 

Différences  principales  entre  les  pertuis  des  écluses  et  les  petits 
orifices  considérés  jusqu'ici. 

43.  Il  existe  dans  les  usines  et  les  écluses , pour  l’aménagement , 
la  conduite  et  la  distribution  des  eaux,  un  grand  nombre  de  dis- 
positions qui  diffèrent  notablement  de  celles  que  nous  avons 
j'usqu'ici  examinées,  et  dans  lesquelles  il  importe  de  savoir 
apprécier  la  vitesse  d’écoulement  et  les  quantités  de  fluide 
dépensées.  Les  circonstances  du  mouvement  s’éloignent  alors 
davantage  des  hypothèses  sur  lesquelles  est  fondée  la  théorie 
précédente  ; cependant  en  comparant  les  résultats  avec  ceux 
de  l’expérience,  on  peut  encore  parvenir  à des  règles  assez 
exactes  pour  les  besoins  ordinaires  de  la  pratique.  Nous  allons 
examiner  successivement  les  différentes  dispositions  le  plus  en 
usage,  et  indiquer  les  moyens  de  calculé  employer  dans  chaque 
cas. 

Les  pertuis  des  écluses  et  usines  sont  généralement  verticaux , 
pratiqués  dans  des  parois  plus  ou  moins  épaisses,  limités  vers 
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la  partie  supérieure  par  une  vanne  mince  mobile,  accompagnés, 
du  côté  d'amont  ou  du  réservoir,  de  radiers  horizontaux,  de 
bajoyers  ou  de  murs  en  ailes  verticaux,  plus  ou  moins  rapprochés , 
plus  ou  moins  inclinés  par  rapport  à l’axe  de  l’orifice  d’écoulement; 
de  cette  manière,  le  pertuis  se  trouve  précédé  d’un  canal  d’ar- 
rivée, d’une  étendue  souvent  fort  petite,  qui  y amène  l’eau 
par  filet»  horizontaux  en  la  recevant  d’un  grand  réservoir 
d'alimentation.  Cette  circonstance  jointe  à ce  que  la  hauteur  de 
l’orifice  est  très-comparable  à la  charge  sur  son  centre,  rend, 
sous  le  point  de  vue  théorique,  beaucoup  moins  exacte  la 
suposition  d'après  laquelle  on  prend  pour  vitesse  moyenne 
d'écoulement  du  liquide,  celle  qui  répondà  cette  charge,  ainsi  que 
l’hypothèse  du  parallélisme  des  tranches  ou  de  l’égalité  du 
parallélisme  des  vitesses  dans  tout  les  points  de  l’orifice. 

Formule  pour  calculer  la  dépense  des  orifices  qui  ne  sont  pas 
très-petits  par  rapport  à la  charge  du  liquide. 

44.  Pour  procéder  d’une  manière  plus  rigoureuse  , les  géo- 
mètres ont  limité  la  supposition  des  vitesses  égales  aux  filets 
fluides  qui  se  trouvent  à une  même  hauteur  au-dessous  du 
niveau,  et  partageant  l’orifice  rectangulaire  en  tranches  horizon- 
tales infiniment  minces,  ils  ont  calculé  la  dépense  qui  se  fait 
par  chacune  de  ces  tranches,  et  par  suite  la  dépense  totale, 
en  tenant  compte  de  la  variation  de  la  charge. 

Soient  en  effet, 

l la  largeur  constante  de  l’orifice, 

h la  charge  sur  une  tranche  élémentaire  dont  l'épaisseur 
sera  dh,  la  dépense  de  fluide  par  cette  tranche  sera,  d'après 
les  considérations  et  hypothèses  des  numéros  20  et  précédents, 

Idh  \]  ‘igh  ; 

• et  pour  avoir  la  dépense  par  l’orifice  entier,  il  faudra  intégrer 
cette  expression , depuis  la  charge  h sur  le  sommet  de  l’orifice , 
jusqu'à  la  charge  H sur  la  base , ce  qui  donne 


CSJb<Jc--Ji3§à 
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Comparaison  de  cette  formule  avec  elle  du  A*.  20.  relative  aux 
petits  orifices 

il.  La  formule  que  no'.:s  avons  exposée  N°  20,  pour  les 
petits  orifices,  revient,  d’après  les  notations  actuelles,  à 

U=i(H-h)  y'a,JS±fi; 

pour  la  comparer  à celle  que  nous  venons  de  trouver,  Mr. 
de  Prony  (*)  a fait  voir  qu’elle  n’en  différait  que  par  un  coefficient 
variable,  qui  s’éloigne  généralement  fort  peu  de  l’unité  et 
dont  il  a donné  la  table  toute  calculée  dans  l'ouvrage  cité. 
Mais  dans  la  réalité,  les  résultats  des  expériences  sur  l’écoulement 
sont  représentés  avec  autant  de  continuité  et  de  régularité  par  la 
plus  simple  de  ces  deux  formules;  les  coefficients  de  correction  à 
employer,  ne  sont  pas  plus  constants  pour  l’une  que  pour 
l’autre,  et,  sauf  le  cas  d’une  charge  extrêmement  petite  sur  le 
sommet  des  orifices,  ils  ne  diffèrent  presque  point  entre  eux, 
ainsi  qu’on  pourra  le  voir  au  tableau  du  N°.  48  ci-après. 

Nous  bornant  doncà  la  formule  la  plus  facile  à calculer, 
appelant  m le  coefficient  de  correction  de  la  dépense  qu’elle 
fournit , dans  le  cas  où  la  contraction  est  complète  (21  et  22) 
nous  déterminerons  la  dépense  effective  par  la  relation 


Q=m/(H-A)^/2ÿüd±. 

Résultats  des  expériences  sur  la  dépense  des  orifices  à contraction 
complète. 

A6.  Jusqu’à  ces  derniers  tems,  les  expériences  sur  les  effets  de  la  con- 
traction complète  dans  les  orifices  carrés  et  rectangulaires  en  mince 
paroi,  étaient  en  petit  nombre  et  se  bornaient  fi  celles  de  Bossut 
et  de  Michelolii  , que  nous  avons  déjà  citées  (22),  sur  des  orifices 
de  0".10  à 0m.08  de  largeur  ou  de  côté  , avec  de  très-fortes  char- 
ges ; les  valeurs  qu’elles  ont  donné,  pour  le  coefficient  de  la  dé- 
pense ne  diffèrent  pas  sensiblement  de  celles  qui  ont  été  fournies 


(*)  Mémoire  sur  le  jaugeage  des  eaux  courantes. 


Digitized  by  Google 


— 475  — 

par  les  orifices  circulaires  considérés  dans  des  circonstances  analo- 
gues (22),  et  paraissent,  en  général , dépendre  fort  peu  du  rapport 
des  dimensions  de  l’orifice.  Dans  des  expériences  récentes  sur  un 
orifice  rectangulaire  de  0“.009  de  hauteur  et  dont  la  largeur  hori- 
zontale a varié  de  0.018  à 0".144 , sous  des  charges  comprises  en- 
tre 24  (bis  et  40  fois  sa  hauteur  (Mémoires  de  f Académie  de  Turin  , 
1835, pages  93  et  suivantcs)M.  Bidone  a trouvé,pour  le  coefficient 
de  la  dépense,  des  valeurs  sensiblement  constantes,  et  qui  sont 
demeurées  comprises  entre  0.620  et  0.625  ; mais  M.  D’Aubuisson 
dans  des  expériences  plus  récentes  encore  (Annales  de  Chimie  et 
de  Physique,  tome  44,  année  1830,  page  225),  sur  un  orifice  verti. 
cal  de  0m.02  à 0".06  , est  arrivé  à une  conséquence  différente  et 
qui  lui  fait  admettre  que  pour  les  orifices  rectangulaires  allongés  , 
le  coefficient  est  en  général  plus  fort  que  pour  les  orifices  circulai- 
res et  carrés,  de  sorte  qu'étant  0.65  environ  pour  l’orifice  carré 
de  0m.01  de  côté  sous  les  charges  ci-dessus , il  devient  0.70  moyen- 
nement, pour  un  orifice  de  O’. 30  de  base  , avec  même  charge 
et  même  ouverture,  et  0.71  à 0.72  quand  la  base  est  réduite 
à 0-.10. 

La  contradiction  apparente  entre  ces  résultats  ne  peut  évidem- 
ment tenir  qu’à  une  différence  dans  le  dispositif  des  appareils  , et 
notamment  à ce  que  , pour  les  derniers , la  largeur  horizontale 
des  orifices  , aurait  été  fort  comparable  à celle  du  réservoir  ; ce 
qui  tend  évidemment  à diminuer  la  contraction  et  à augmenter  la 
dépense  (21).  La  même  cause  explique  aussi  pourquoi  les  orifices 
accolés  soumis  à l’expérience  par  M.  D’Aubuisson  , ont  donné  des 
produits  plus  grands  que  les  onlices  simples  de  même  largeur  con- 
trairement aux  résultats  d'autres  < xpériences  en  grand  dont  il  sera 
fait  mention  plus  loin. 

Expériences  de  MM.  Poncelet  et  Lesbros. 

47-  Depuis  l’année  1827,  MM.  Poncelet  et  Lesbros  ont  entrepris, 
sur  une  échelle  bien  plus  vaste  qu’on  ne  l'avait  fait  jusqu'à  eux  , 
de  nouvelles  expériences , qui  sc  rapprochent  beaucoup  plu» des 
circonstances  de  la  pratique.  Les  soins  les  plus  minutieux  et  les 
moyens  d’ubservation  les  plus  exacts , ainsi  que  de  nombreuses  vé- 
rifications ont  été  employés  pour  donner  aux  résultats  toute  la 
certitude  possible.  Ces  recherches  sont  loin  d’être  terminées,  mais 
déjà  d’utiles  résultats  ont  été  consignés  dans  un  Mémoire  lu  le  16 
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novembre  1829,  à l’Académie  des  Sciences  de  l'Institut,  et  s’im- 
prime dans  le  recueil  des  savants  étrangers  de  cette  illustre  so- 
ciété (année  1832).  Ils  sont  relatifs  à des  orifices  verticaux  rectan- 
gulaires , en  parois  minces  , de  0".20  de  base , débouchant  à l’air 
libre  avec  contraction  complète  et  dont  la  hauteur  ou  l’ouverture 
a varié  depuis  0".0I  jusqu’à  0“.20,  sous  des  charges  d’eau  compri- 
ses entre  les  plus  faibles  et  celles  de  1».70  sur  le  côté  supérieur  , 
charge  au-delà  de  laquelle  le  coetlicient  de  la  dépense  ne  parait 
plus  éprouver  de  variations  sensibles. 

Nous  nous  bornerons  à rapporter  ici  les  tableaux  de  ces  résultats 
étendus  par  interpolation  jusqu’aux  charges  de  3"  et  qui  donnent 
les  coefficients  de  correction  de  la  dépense  pour  l’une  et  l’autre 
des  formules  ci-dessus  (N**  40  et  41). 
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18.  Table  des  coefficients  des  formules  de  la  dépense  des  orifices  rectangu- 
laires verticaux  en  mince  paroi,  avec  contraction  complète  et  versant 
librement  dans  l'air. 


I".  table;  les  charges  étant  mesurées  en  un  point  du  réservoir  où  le  liquide  soit 
parfaitement  stagnant. 

Charges 

sur 

le  sommet  des 
orifices. 

Cocfficienlsdc  la  formule  Q=! (H — h)  \’  pour 

2 

des  hauteurs  d'orifices  de 

O»,20 

0«>,!0 

0»,05 

0»,03 

0",02 

0“,0I 

m 

0,000 

1* 

* B 

B 

B 

B 

» 

0,005 

B 

a 

B 

» 

B 

0,705 

0,010 

4 

B 

0,607 

0,630 

0,660 

0,701 

0,015 

B 

0,593 

0,612 

0,632 

0,660 

0,697 

0.02 

0.572 

0,596 

0,615 

0.034 

0.659 

0,694 

0,05 

0,578 

0,600 

0,620 

0,658 

0,659 

0,688 

0,04 

0,582 

0.603 

0,623 

0,640 

0,658 

0,683 

0,05 

0,585 

0,605 

0,625 

0,640 

0,658 

0,679 

0,06 

0,587 

0,607 

0,627 

0.640 

0.657 

0,676 

0,07 

0,588 

0.609 

0,628 

0,639 

0,656 

0,673 

0,08 

0,589 

0.610 

0,629 

0,058 

0,656 

0,670 

0,09 

0,591 

0,610 

0,629 

0,637 

0,655 

0,668 

0,10 

0,592 

0.611 

0,650 

0,637 

0,654 

0,t>üt> 

0.12 

0.595 

0.612 

0,630 

0,636 

0,653 

0,663 

0.14 

0,595 

0.613 

0,630 

0,635 

0,651 

0.660 

0,10 

0,596 

0,614 

0,631 

0.654 

0,650 

0,658 

0,18 

0,597 

0.615 

0,630 

0.634 

0,649 

0,657 

0,20 

0,598 

0,615 

0,630 

0,633 

0.618 

0,655 

0.25 

0,599 

0.616 

0,630 

0,632 

0,646 

0,653 

0,30 

0,600 

0,616 

0,629 

0,632 

0,644 

0,650 

0,40 

0,602 

0,617 

0,628 

0,631 

0,642 

0,647 

0,50 

0.605 

0,617 

0,628 

0,630 

0,640 

0,644 

0,60 

0,604 

0,617 

0,627 

0,630 

0,638 

0,042 

0,70 

0.604 

0,616 

0,627 

0,629 

0,637 

0,640 

0.80 

0.605 

0,616 

0,627 

0,629 

0,656 

0,637 

0,00 

0,605 

0,615 

0,626 

0.628 

0,634 

0,635 

1,00 

0,605 

0,615 

0,626 

0,628 

0,633 

0,632 

MO 

0.604 

0,614 

0,625 

0,617 

0,651 

0,629 

1.20 

0.004 

0.614 

0,624 

0,626 

0,628 

0,626 

1,30 

0,605 

0.613 

0,622 

0,624 

0,b25 

0,622 

1,40 

0,603 

0,612 

0.621 

0,622 

0,622 

0,618 

1.50 

0.602 

0,611 

0.620 

0,620 

0,619 

0.615 

1,60 

0.602 

0,611 

0,618 

0.618 

0,617 

0,613 

1.70 

0.602 

0,610 

0.617 

0,616 

0,615 

0,612 

1.80 

0,601 

0,609 

0,615 

0,615 

0,614 

0,612 

1,90 

0,601 

0.608 

0,614 

0.013 

0,612 

0,611 

2.00 

0.601 

0,607 

0,613 

0,612 

0,612 

0,611 

3,00 

0,601 

0,603 

0,606 

0,608 

0,610 

0,609 
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48.  Table  des  coefficients  des  formules  de  la  dépense  des  orifices  rectangu- 
laires verticaux  en  mince  paroi,  arec  contraction  complète  et  versant 
librement  dans  l'air. 


I".  table;  lesebarges  étant  mesurées  en  un  point  du  réservoir  où  leliquides 
parfaitement  stagnant. 


Charges  Coefficients  de  la  formule  Q = _ f (W\Jï,j\\  —h'\Jïgh 
sur 

ommel  des  pour  des  hauteurs  d'orifices  de 


le  sommet  des 
orifices. 


m 

0,000 

1» 

0,00b 

» 

0,010 

» 

0,01b 

1» 

0,02 

0,592 

0,03 

0,b94 

0,04 

0,b96 

0,0b 

0.597 

0,06 

0.598 

0,07 

0.598 

0,08 

0,599 

0.09 

0,599 

0,10 

0,599  ' 

0,12 

0,600 

0,14 

0,600 

0,16 

0,600 

0,18 

0.601 

0,20 

0,601 

0,2b 

0,601 

0,30 

0,40 

0,002 

0,603 

0,50 

0.604 

0,60 

0.604 

0,70 

0,60b 

0.80 

0 605 

0,90 

0.605 

1,00 

0,60b 

1,10 

0,60b 

1,20 

0,604 

1,50 

0,604 

1,40 

0,603 

' 1,50 

0,603 

1,60 

0,602 

1,70 

0.602 

1.80 

0,602 

1,90 

0,601 

2,00 

0,601 

3,00 

0,601 

0m,10  0“,05  0“,03  0m,02 
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18.  Table  des  coefficients  des  formules  de  la  dépense  des  orifices  rectangu- 
laires verticaux  en  mince  paroi,  avec  contraction  complète  et  versant 
librement  dans  l'air. 


2".  table;  les  charges  étant  relevées  immédiatement  au-dessus  de 
l’orifice. 

Charges 

sur 

le  sommet  des 

Coefficients  de  la  formulcQ=i(H — h) 
des  hauteurs  d'orifices  < 

i’pour 

c 

orifices. 

O»  ,20 

0-.10 

0m,05 

0*»,05 

0-,02 

0",01 

■1 

0,000 

0,619 

0,667 

0,713 

0,766 

0,783 

0.795 

0,00b 

0,b97 

0,630 

0,668 

0,725 

0,750 

0,778 

0,010 

0,b9b 

0.618 

0,642 

0,687 

0,720 

0.762 

0,0)5 

0,b94 

0.615 

0,659 

0,674 

0,707 

0,745 

0,0-2 

0,594 

0,614 

0,658 

0,668 

0,697 

0.729 

0,05 

0,593 

0,613 

0,637 

0,659 

0.085 

0.708 

0,04 

0,593 

0,612 

0,636 

0,654 

0,678 

0,695 

0,0b 

0,593 

0,612 

0,636 

0.631 

0.672 

0,686 

O.Ofi 

0,594 

0,613 

0,635 

0,647 

0,608 

0.681 

0,07 

0,594 

0,613 

0,635 

0,648 

0,665 

0,677 

0,08 

0,594 

0.613 

0,635 

0,643 

0,662 

0.675 

0,00 

0,595 

0,611 

0,634 

0,641 

0,65!) 

0,672 

0. 10 

0,595 

0,614 

0,634 

0,640 

0,657 

0,669 

0.12 

0,596 

0,614 

0,633 

0,637 

0,685 

0,668 

0,)4 

0.597 

0,614 

0,632 

0,636 

0,655 

0,601 

0.16 

0,597 

0.615 

0,631 

0.633 

0.631 

0.659 

0.18 

0,598 

0,615 

0,631 

0,634 

0,650 

0,657 

0.20 

0,599 

0,615 

0,630 

0,633 

0,619 

0,656 

0,2b 

0,600 

0,616 

0,030 

0,632 

0,646 

0.653 

0,30 

0,601 

0,616 

0,029 

0,632 

0,614 

0,651 

0,40 

0,602 

0,617 

0,629 

0,631 

0,642 

0,647 

O.bO 

0,603 

0,617 

0,628 

0,650 

0.640 

0,645 

0,60 

0,604 

0,617 

0.627 

0,630 

0,638 

0.643 

0.70 

0,604 

0,616 

0,627 

0,629 

0,637 

0.640 

0,80 

0,605 

0,616 

0,627 

0,629 

0,636 

0,657 

0,90 

0,605 

0,615 

0.626 

0,628 

0,634 

0,635 

1.00 

0,605 

0,615 

0.626 

0,628 

0,653 

0,632 

4,10 

0,604 

0,614 

0,625 

0,627 

0,631 

0,629 

1,20 

0,604 

0.614 

0,624 

0,626 

0.628 

0,626 

1,30 

0,603 

0,613 

0,622 

0,624 

0,625 

0,622 

1,40 

0,603 

0,612 

0,621 

0,622 

0,622 

0.618 

l,bO 

0,602 

0,611 

0,620 

0,620 

0,619 

0.615 

1,60 

0,602 

0.611 

0,618 

0 618 

0,017 

0.613 

1,70 

0,602 

0,610 

0,617 

0,616 

0,615 

0.612 

1,80 

0.601 

0,609 

0,615 

0.615 

0,614 

0,612 

1,90 

0,601 

0,608 

0,814 

0,613 

0,613 

0,611 

2,00 

0,601 

0,607 

0,614 

0,612 

0.612 

0.611 

3,00 

0,601 

0,603 

0,606 

0,608 

0,610 

0,609 
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Conséquences  dérivant  de  ce  tableau  et  qui  fervent  à en  étendre  les 
applications. 

49.  La  comparaison  des  cliifTres  de  ce  tableau  avec  ceux  qui  se 
déduisent  du  résultat  des  expériences  faites  par  les  divers  autres 
observateurs,  que  nous  avons  souvent  cités  dans  ce  qui  précède, 
a conduit  MM.  Poncelet  et  Lesbros,  à conclure  i.  que  pour  tous 
les  orifices  circulaires  carrés  ou  rectangulaires,  avec  des  charges 
sur  le  sommet,  surpassant  1“,30,  le  coefficient  de  la  dépense  de- 
meure sensiblement  le  même  et  parait  être  indépendant  de  la 
forme  etdes  dimensions  absoluesde  l’orifice,  pourvu  toujours  qu’elles 
soient  fort  petites  par  rapport  à celles  du  réservoir  et  que  la  con- 
traction soit  complète.  D'après  le  tableau  ci-dessus  , cette  valeur 
ne  varierait  qu’entre  0“,600  et  0m,625  ce  qui  donne  à moins  de  ^ 
près  le  coefficient  moyen  0“,615  conforme  au  résultat  général  ob- 
tenu par  les  autres  observateurs,  qui  ont  opéré  sur  de  fortes  char- 
ges ; 2.  que,  pour  les  charges  beaucoup  au-dessous  de  l”1, 30,  le 
collicient  de  la  dépense,  dépend  bien  moins  de  la  forme  ou  de  l'al- 
longement de  l’orifice,  que  du  plus  petit  écartement  de  ses  bords 
opposés  et  de  la  grandeur  absolue  de  la  charge,  de  sorte,  par 
exemple,  que  l’orifice  circulaire  de  0“,02  de  diamètre  et  l’orifice 
carré  de  même  côté,  ont  sous  les  mêmes  charges,  des  coefficients 
sensiblement  égaux  à ceux  d’un  orifice  rectangulaire  de  0“,02  de 
hauteur  ou  d'ouverture,  quelle  qu'en  soit  l’autre  dimension , sup- 
posée toujours  fort  petite,  par  rapport  à la  largeur  correspon- 
dante du  réservoir,  de  sorte  que  la  contraction  soit  complète. 

D’après  cela,  en  attendant  la  publication  des  expériences  déci- 
sives que  MM.  Poncelet  et  Lesbros  ont  entreprises  à ce  sujet , l’ap- 
plication des  nombres  du  tableau  pourra  facilement  être  étendue 
à des  orifices  ou  plus  petits  ou  plus  grands  qne  ceux  qu’il  concerne 
en  observant  relativement  à ces  derniers,  que  les  coefficients  pour 
des  ouvertures  au-dessus  de  O", 20  doivent  peut  différer  de  ceux 
que  donne  le  tableau  pour  cette  même  ouverture,  à en  juger  d’a- 
près leur  faible  différence  avec  ceux  de  l’orifice  de  0”,10. 

Valeurs  du  coefficient  de  la  dépense,  lorsque  la  contraction  est  in- 
complète. 

Lorsque  l'un  des  côtés  de  l’orifice  se  trouve  compris  dans  U; 
prolongement  d’une  des  parois  intérieures  du  réservoir,  perpendi- 
culaire au  plan  de  cet  orifice,  les  filets  fluides  sortent  de  ce  côté 
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parallèles  entre  eux,  et  la  contraction  y est  supprimée.  La  même 
chose  a lieu  pour  chacun  des  côtés  qui  se  trouve  dans  une  position 
semblable.  On  possède  fort  peu  d’expériences  sur  ce  cas  de  l’écou- 
lement; les  principales  sont  dues  à M.  Bidonef)  qui  a opéré  sur  de 
petits  orifices  de  O™ ,015  environ  de  hauteur  et  de  largeur,  sous  des 
charges  très-grandes  par  rapport  à ces  dimensions.  On  en  conclut, 
et  nous  admettrons  jusqu'à  de  nouvelles  expériences  que  m étant 
le  coefficient  de  la  dépense  en  mince  paroi  avec  contraction  com- 
plète, relatif  àl’oriûce  et  à la  charge  que  l’on  considère,  il  devient 
m (1-f 0,035)  si  la  contraction  n’a  lieu  que  sur  trois  côtés, 

m(l-{-0,072) sur  deux  côtés; 

m (1+0,125) suruncôté. 

Valeur  du  coefficient  de  la  dépense  pour  les  cannes  d'écluses  ordi- 
naires. 

51.  Ona  aussi  quelques  expériences  faites  sur  de  grands  orifices, 
où  la  contraction  était  à très-peu  près  supprimée  sur  le  côté  infe- 
rieur. Elles  sont  relatives  aux  vannes  des  écluses  et  ont  été  faites, 
sur  le  canal  du  midi  par  MM.  Pin  et  Lesplnasse  ; au  vieux  bassin 
dt%Hàvre  par  M.  Lapeyre;  sur  le  canal  de  Brornberg  par  M.  Kypke. 
inspecteur  des  travaux  publics  en  Prusse  (").  Toutes  ces  expérien- 
ces, dans  lesquelles  les  charges  ont  été  très-fortes  et  où  les  orifices 
avaient  jusqu’à  l“.s.  de  surface,  s’accordent  pour  assigner  au 
coefficient  de  la  dépense  la  valeur  moyenne 
m=M),625, 

qu’on  pourra  adopter  avec  confiance , pour  l’appliquer  aux  per- 
mis des  portes  d’écluses,  situés  ordinairement  très-près  des  radiers 
et  pour  lesquels  par  conséquent  la  contraction  est  à-peu-près  nulle 
sur  la  base.  Ce  coefficient  s’accorde  d’ailleurs  sensiblement  avec 
celui  qu’on  déduirait  du  résultat  ci-dessus  de  M.  Bidone,  combiné 
avec  ceux  que  contient  la  colonne  du  tableau  relative  à l’orifice  de 
O”, 20  de  hauteur. 

Remarque  relative  au  cas  où  V orifice  est  noyé. 

52. 11  est  à remarquer  que  dans  les  expériences  de  M.  Kypke, 

(’)  Mémoire  de  l’Académie  de  Turin  , Tome  25  . années  1820  et  182t. 

('*)  Ces  dernières  expériences  se  trouvent  rapportées  par  M.  Eytelweyn  , 
dans  son  excellent  Manuel  de  Mécanique  et  d' Hydraulique.  Leipsick,  ISÎ3, 
page  147.  * 
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sur  les  écluses  de  Broniberg,  les  orifices  étaient  complètement 
noyés  dans  l'eau  du  bief  inférieur , de  sorte  que  le  coeflicient  est 
le  même  pour  ce  casque  pour  celui  où  l’orifice  débouche  librement 
dans  l'air,  pourvu  qu’on  estime  alors  la  vitesse  d’écoulement  d'a- 
près ce  qui  a été  dit  au  N°  11.  Ce  résultat  est  d’ailleurs  conforme 
aux  observations  faites  par  Dubuat  et  d’autres  observations  sur  les 
orifices  noyés  dans  l’eau  d’un  bassin  inférieur. 

Quant  au  cas  où  l'orifice  ne  se  trouverait  qu'en  partie  noyé,  on 
le  supposerait  partage  en  deux  autres,  l’un  débouchant  librement 
dans  l'air,  l’autre  sous  l'eau  du  bief  inférieur  et  l'on  appliquerait 
séparément  à chacun  les  formules  qui  s’y  rapportent,  en  adoptant 
un  même  coefficient  pour  la  dépense. 

Enfin,  il  peut  être  utile  de  remarquer,  pour  certaines  applica- 
tions, que  dans  les  expériences  de  MM-  Pin  et  de  Lespinasse.  deux 
orifices  accolés  et  ouverts  en  même  temps,  ont  donné  le  coefficient 
0m,oo  beaucoup  au-dessous  par  conséquent  de  celui  0m,825  qui 
concerne  un  seul  orifice. 

\ 

Expérience  de  M.  i fAuhvisson , sur  un  grand  orifice  où  la  contrac- 
tion n'avait  lieu  que  sur  deux  côtés. 

53.  A l'occasion  de  ses  belles  recherches  sur  les  -machines  souf- 
flantes, M,  d’Aubuisson  rapporte  (*)  une  expérience  qu’il  a faite 
sur  un  orifice  rectangulaire  de  0m,02  à 0™,04  d’ouverture,  sous  des 
charges  qui  ont  varié  de  0”,40  à O”, 70  , et  placé  près  du  fond  et 
d’un  des  côtés  du  réservoir.  Il  a trouvé  pour  le  coeflicient  de  la 
dépense 

m— 0,696. 

Danscescirconslances,  le  coeflicient  pour  la  contraction  complète, 
serait  (tableau  du  N°  48)  environ  0,635,  et,  en  appliquant  la  règle 
du  N°  50,  on  trouverait,  pour  l’orifice  en  question  . m=l,072X 
0,633=0,681;  ce  qui  s’éloigne  assez,  peu  du  résultat  moyen  obtenu 
par  M.  d’Aubuisson. 

Cas  où  la  contraction  n'est  supprimée  qu'en  partie  sur  un  ou  plu- 
sieurs côtés  : buses  et  tuyaux  additionnels. 

54,  Lorsque  dans  les  usines,  une  des  parois  du  réservoir  sera 
assez  rapprochée  de  l’orifice,  pour  diminuer  sensiblement  la  con- 

(’)  Annales  îles  mines.  2“'  série  . année  1828. 
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traction  sans  cependant  l'annuler  tout  à fait  sur  ce  côté,  on 
pourra,  comme  simple  approximation,  prendre  pour  valeur  du 
coefficient  de  la  dépense,  la  moyenne  arithmétique  entre  celles 
qu’il  prendrait  si  la  contraction  était  totalement  supprimée  sur 
ce  côté,  ou  si  elle  avait  lieu  librement.  Enfin,  dans  les  cas  rares, 
où  l’orifice  serait  prolongé  extérieurement  par  un  tuyau  addi- 
tionnel où  une  buse  sans  rétrécissement  intérieur  et  dont  l’eau 
sortirait  à gueule-bée , on  adoptera  pour  coefficients  ceux  qui  ont 
été  indiqués  au  N°  25  ou  qui  se  déduisent  des  théories  des  N0’  25 
et  suivants. 

Ecoulement  de  Peau  par  des  déversoirs. 

55.  Quant  un  orifice  rectangulaire  pratiqué  dans  la  paroi  verti- 
cale et  mince  d'un  réservoir  est  entièrem  ent  ouvert  par  la  partie 
supérieure,  ou  que  la  charge  sur  le  sommet  est  nulle,  il  forme 
alors  ce  qu’on  nomme  un  déversoir  ou  quelquefois  un  réservoir. 
Les  circonstances  de  l’écoulement  sont  totalement  changées,  at- 
tendu que  le  niveau  s'abaisse  au-dessus  et  en  amont  de  l'orifice,  et 
qu’on  ne  peut  connaître  la  grandeur  de  la  section  de  cet  orifice 
que  par  des  expériences  spéciales. 

Dans  ces  circonstances  nommant 

H la  charge  totale  a B (fig.  138)  au-dessus  de  la  base  a de  l'ori- 
fice mesurée  en  un  endroit  du  réservoir  où  le  fluide  est  sen- 
siblement stagnant, 

l la  largeur  de  l'orifice, 

l’expérience  montre  que  le  volume  de  fluide  écoulé,  peut  être  cal- 
culé par  la  formule 

Q=m  1 H^/àyïï 


qui  se  conclut  de  celle  du  n.  45  en  y écrivant  que  la  charge  sur  le 
sommet  de  l’orifice  est  nulle,  et  qui  revient  à celles  admises  [tar 
Bernouilli  et  Dubuat. 


Résultats  d expériences. 

♦ 

Les  observations  de  ce  dernier,  celles  de  Brindley  et  deSineaton, 
enfin  quelques  autres  observations  plus  récentes,  dues  à MM.  Eytel- 
wein  et  d’Aubuisson  (’;  et  dans  lesquelles  la  charge  II  a varié  de (*) 

(*)  Annales  îles  mines.  2e  Série.  1828. 
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0'",02j  à 0“,40,  assignent  à m,  lorsque  la  contraction  a lieu  com- 
plètement sur  les  côtés  et  sur  le  fond  et  que  la  veine  est  libre  à sa 
sortie,  des  valeurs  comprises  depuis  0“,40  jusqu’à  0", 47  et  d’au- 
tant plus  fortes  que  la  charge  est  plus  faible:  leur  moyenne  géné- 
rale s’écarte  fort  peu  du  nombre  0,42. 

Influence  de  la  contraction. 

Quant  à l’influence  de  la  contraction  ou  de  la  proximité  des  bords 
de  l’orifice  et  des  parois  dit  réservoir,  elle  paraitrait,  d’après  les 
expériences  dont  il  s’agit,  être  très-faible,  du  moins  toutes  les  fois 
que  la  section  du  réservoir  demeure  encore  fort  grande,  par  rap- 
port à celle  de  l’orifice  et  notamment  lorsque  le  fond  du  réservoir 
est  situé  à une  certaine  distance  du  bord  inférieur  de  ce  dernier. 

M.  Bidone,  quia  fait  àce  sujet  des  expériences  spéciales,  a trouvé 
que  le  coefficient  m demeurait  0,4  à fort  peu  près,  que  les  bords 
verticaux  de  l’orifice  fussent  ou  non  dans  le  prolongement  des 
faces  latérales  et  parallèles  du  réservoir  formant  ici  une  sorte  de 
« anal  dont  le  fond  était  abaissé  d'une  certaine  quantité  au-dessous 
du  bord  inférieur  du  réservoir.  Mais  le  mode  de  mesurer  les  char- 
ges employé  par  cet  auteur,  est  sujet  à quelques  difficultés,  et  sup- 
pose, tout  au  moins,  qu’après  avoir  relevé  la  hauteur  du  niveau 
du  liquide  à une  certaine  distance  en  amont  de  l’orifice,  on  ajoute 
à cette  hauteur  celle  qui  est  dûe  à la  vitesse  moyenne  d’écoulement 
dans  la  section  d’arrivée  correspondante  à la  distance  dont  il 
s’agit. 

Le  peu  d’influence  exercée  par  la  suppression  de  la  contraction 
latérale  des  orifices  eu  déversoirs,  peut  d’ailleurs  s'expliquer  par 
l’augmentation  sensible  des  résistances  opposées  par  les  parois 
verticales  du  réservoir  ou  canal  d’arrivée  et  dont  l'effet  est  de  dé- 
truire une  certaine  portion  de  la  charge  génératrice  ou  de  la  vitesse 
d’écoulement  au  sortir  de  l’orifice. 

Quant  à la  loi  suivant  laquelle  varie  la  dépense  ou  le  coefficient 
m avecles  charges,  MM.  Poncelet  et  Lesbros  l’ont  étudié  avec  beau- 
coup de  soin  et  de  précision,  pour  le  cas  d’un  déversoir  fort  petit 
par  rapport  aux  dimensions  transversales  du  réservoir  et  pour 
lequel  la  contraction  était  complète  sur  les  trois  côtés.  Cette  loi 
est  indiquée  par  la  table  suivante,  qui  se  rapporte  à l’orifice  de 
la  largeur  mentionnée  au  n.  47. 

Valeurs  de 

H...  0”, 01,0», 02, 0“,03.  O», 04.  O“,O0, 0“,08,  0»,t0,  0»,13,  0"\20,0>»,22. 
m...  0,424.  0,417,  0.412.  0,407,  0,401,0,397,  0,395,  0,393,  0,390,  0,386. 
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On  pourra  donc,  dans  la  pratique,  adopter  pour  valeur  moyenne 

m=  0,405, 

comme  l'a  proposé  M.  Bidone,  et  calculer  la  dépense  des  déversoirs 
par  la  formule 

Q =0,4051  H V*  ÿH; 

pourvu  toujours  que  la  section  du  réservoir  soit  fort  grande  par 
rapport  à celle  de  l’orifice. 

Relation  entre  la  charge  sur  le  côté  inférieur  du  réservoir  et  l'epais- 
seur  de  la  lame  d'eau. 

57.  Lorsque  l’on  n’a  pas  à sa  disposition  d’instrument  de  nivelle- 
ment pour  déterminer  H,  on  est  réduit  à mesurer  directement 
l'épaisseur  moyenne  {’)  ab=h  (fig.  138)  de  la  lame  d'eau,  au-dessus 
du  bord  intérieur  a du  réservoir.  Cette  hauteur  h est  liée  à la 
charge  H et  dépend  aussi  du  rapport  de  la  longueur  1 de  l'orifice 
à celle  L du  réservoir. 

En  comparant  entre  eux  les  résultats  des  mesures  prises  par 
MM.  Bidone  et  Eytelwein  et  les  leurs  propres  , MM.  Poncelet  et 
I^esbros  sont  parvenus  à représenter  la  relation  entre  H et  h,  cen- 
sés exprimées  en  millimètres  et  fractions  de  millimètres,  par  la 
formule  d'interpolation 

II=A-f  0,9-j- V K A-f  0,81  ' 

OU 

A-H-fJ  K— 0,9- y/  kji-K-f  H - 0.9  j-f-0,81; 
dans  laquelle 

K=0,0196^9-f|  100  £ — 15,5  ]’j 

et  qui  n’est  d’ailleurs  applicable  qu'autant  que  les  bords  de  l’ori- 
fice ne  sont  pas  très-près  des  faces  adjacentes  du  réservoir,  elle 

(’)  .Nous  disons  moyenne,  parce  que,  le  profil  de  la  surface  supérieure  de  la 
veine  dans  le  plan  du  réservoir  n’est  point  une  droite  horizontale , mais  une 
courbe  à double  inflertion  ; d'apres  le  résultat  des  opérations  géométriques, 
entreprises  par  M.  Lcsbros,  pourdéterminer  la  forme  de  eette courbe, on  pour- 
rait, sans  erreur  sensible  , prendre  pour  épaisseur  réduite  de  la  lame  d’eau, 
relie  qui  répond  au  point  situé  à égale  distance  des  côtes  verticaux  de  l’orifice. 
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donnerait  notamment  des  valeurs  de  ^beaucoup  plus  grandes  que 
celles  de  l’expérience,  toutes  les  fois  que  £ serait  au-dessus  de  0,4. 

Dans  ces  circonstances,  on  suppléera  à la  formule  cidessus,  en 

prenant,  d’après  une  expérience  d’Eytelwein,~=  1,178  quand 

l H ? 

j-=086  environ  et  d'après  M.  fiidone  ^-=1,25  quand  y— 1 

Dépense  des  perluis  accompagnés  de  coursiers  qui  conduisent  l'eau 
sur  les  récepteurs- 

58.  L’eau  qui  s’écoule  des  pertuis  des  usines  est  souvent  con- 
duite sur  les  roues  ou  récepteurs , au  moyen  de  canaux  découverts 
d'une  certaine  longueur  , qu'on  nomme  coursiers  ou  coursières.  Le 
cas  le  plus  ordinaire  est  celui  (tig.  139)  où  le  coursier  a une  petite 
longueur  et  une  pente  assez  rapide  et  où  son  fond  et  ses  côtés  sont 
dans  le  prolongement  des  bords  intérieurs  de  l’orifice.  Bossut  affirme 
(hydrodynamique  , tome  II , N*  584)  que  la  dépense  est  la  même 
que  si  le  canal  était  enlevé  et  Dubuat  a admis  ce  fait  (Principes 
d’hydraulique,  tome  I,  ehap.  VII,  N*  189)  sans  vérification  préa- 
lable, pour  tous  les  cas  où  l’eau  du  coursier  ne  vient  pas  refluer 
vers  l’orifice,  de  manière  à recouvrir  la  veine  ; mais  ce  résultat  ne 
paraitétre  vrai  que  pour  les  fortes  charges  dans  le  réservoir  avec  de 
fortes  ouvertures.  Lorsque  la  charge  est  faible,  la  vitesse  d’écou- 
lement l’est  aussi,  et  il  paratt,  d’après  des  expériences  récentes  de 
MM.  Poncelet  et  Lesbros  , que  la  dépense  est  altérée  par  la  pré- 
sence du  coursier,  de  façon  que  le  coefficient  décroit  sans  cesse 
avec  les  charges , au  lieu  d'augmenter  à mesure  que  les  charges 
diminuent , comme  il  arrive  (47  et  suivants)  pour  les  orifices  en 
minces  parois  et  débouchaut  librement  dans  l’air. 

Le  cas  des  fortes  charges  étant  le  plus  général  dans  les  usines 
que  MM.  les  élèves  ont  à lever,  ils  n’éprouveront  pas  de  difficulté 
pour  calculer  les  quantités  de  fluide  écoulées. 

Vitesse  vers  la  naissance  de  coursier. 

59.  Quant  à la  vitesse,  on  admet  encore  qu’elle  est  sensiblement 
égale  à celle  qui  est  due  à la  hauteur  de  charge  au-dessus  du  cen- 
tre de  l’orifice,  à l’endroit  où  a lieu  la  plus  grande  contraction  de 
la  veine;  mais  au-delà  c’est-à-dire,  à une  distance  d’environ  deux 
fois  la  largeur  de  l’orifice  , il  s’opère  un  effet  analogue  à celui  que 
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nous  avons  apprécié  pour  les  tuyaux  additionnels,  N”  27-  La  veine 
sollicitée  par  la  pesanteur  et  la  résistance  du  fond  du  coursier  s'é- 
largit et  finit  bientôt  par  rencontrer  les  parois  latérales  de  ce  der- 
nier , la  vitesse  est  diminuée  et  le  fluide  perd  une  portion  de  sa 
force  vive  , qu'il  est  ici  très  - difficile  d'évaluer  directement,  at- 
tendu que  le  fluide  ne  reprend  pas  immédiatement  un  régime 
uniforme  , comme  cela  a lieu  sensiblement  pour  le  cas  des  tuyaux 
fermés  et  complètement  remplis  ou  versant  l’eau  à gueule-bée. 

On  se  contente  ordinairement  d’admettre  que  la  vitesse  est  alté- 
rée dans  la  même  proportion  que  pour  les  tuyaux  dont  il  s’agit 
et  que  notamment  elle  se  réduit  aux  0,82  environ  de  celle  qui  est 
due  à la  charge  correspondante  du  réservoir , quand  la  contraction 
est  complète  dans  l’orifice  et  généralement  suivant  le  rapport  (27) 
1 

V 

lorsque  le  coefficient  m relatif  à cette  contraction  est  quelconque. 
Mais  cette  règle  est  sujette  à contestation , attendu  que  le  fluide  est 
libre  à la  surface  supérieure  et  n’y  éprouve  aucune  perturbation 
dans  son  mouvement. 

Si  d’ailleurs  la  pente  du  coursier  et  ses  dimensions,  ainsi  que 
la  vitesse  du  fluide  à sa  sortie  de  l'orifice  étaient  telles  que  la  veine 
n'en  rencontrât  pas  les  parois , il  est  clair  qu’il  n’y  aurait  pas  de 
|>erte  de  vitesse  ni  de  force  vive. 

Cas  où  le  remou  dans  le  canal  recouvre  complètement  la  veine. 

60.  Lorsqu'au  contraire  la  pente  du  coursier  et  la  charge  dans 
le  réservoir  sont  assez  faibles  , pour  que  la  résistance  des  parois 
ou  des  obstacles  extérieurs  quelconques  forcent  le  liquide  a s’a- 
monceler , à gonfler  le  long  du  coursier  et  près  de  l'orifice , de 
manière  à recouvrir  entièrement  la  veine  contractée  , la  pression 
sur  cette  veine  est  augmentée  et  la  vitesse  sensiblement  altérée 
aussi  bien  que  la  dépense  qui  se  ferait , si  le  calcul  n’existait  pas. 

Soient , 

e»  l’aire  de  l’orifice  et  Q celle  de  la  section  du  canal  en  un  point 
où  le  régime  puisse  être  censé  devenu  sensiblement  uniforme. 

V et  U la  vitesse  dans  la  section  contractée  et  dans  il , 

m le  coefficient  de  contraction  de  la  dépense  pour  l’orifice  oi , 

H— A la  différence  de  hauteur  entre  le  niveau  dans  le  réservoir 
et  dans  le  canal , 


Digitized  by  Google 


— 488  — 


Q la  dépense  par  seconde. 

D’après  Dubuat  ( Principe  d'hydraulique , tome  l , page  189  et  sui- 
vantes) on  aura  pour  calculer  la  dépense  dans  ce  cas  , 

Q=0,85Q  V 2ÿ(H— A)  ; 

le  coefficient  0.83  affectant  essentiellement  la  vitesse  ^2ÿ(H — A). 
Mais  le  principe  des  forces  vives  conduit  à une  règle  plus  générale 
et  qui  parait  plus  sûre. 

En  effet , on  aura  évidemment  (N**  11 , 24  et  suivants)  l'équa- 
tion 

qui  donne 


formules  auxquelles  il  n’est  pas  nécessaire  d'appliquer  le  coefficient 
de  correction , et  que  confirment  aussi  bien  les  résultats  , non  en- 
core publiés,  des  expériences  de  M.  Lesbros,  relatives  à ce  cas. 

On  aura  donc  aussi 


et  si  l’on  suppose  , en  particulier,  que  Ü soit  très-grand  par  rap- 
port à u,  on  tombera  sur  la  formule 


V=V2ÿ(H-A), 

qui  se  rapporte  (N**  1 1 et  46)  au  cas  où  l’orifice  est  noyé  dans 
l'eau  d’un  bassin  ou  réservoir  inférieur  , très-grand  par  rapport  à 
ses  dimensions  propres. 

L’expression  générale  de  V conduit  encore  au  même  résultat, 
quand  on  y suppose  , et  de  plus  on  a alors  IJ=V  ; mais 
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celte  supposition  est  incompatible  avec  celle  d’où  nous  sommes 
partis,  et  d’après  laquelle  l’eau  éprouverait  dans  le  canal  un  remous 
qui  viendrait  refluer  vers  l’orifice  et  recouvrir  entièrement  la  veine 
contractée  : elle  ne  pourrait  se  réaliser  d’ailleurs  qu’aulant  qu’on 
aurait  donné  la  forme  de  cette  veine  (fig.  140)  à l’origine  du  canal , 
dont  le  surplus  en  serait  le  prolongement  exact  et  aurait  une 
pente  telle  que  l’action  de  la  gravité  suflit  pour  anéantir  conti- 
nuellement l'effet  des  résistances  passives , qui  tendent  à ralentir 
la  vitesse  ou  à augmenter  les  sections  de  l’eau  ; or,  le  veine  con- 
tractée s’écoulant  en  dehors  du  réservoir  comme  si  elle  était  par- 
faitement libre  et  soumise  seulement  à la  pression  atmosphérique, 
il  ne  parait  pas  qu’on  doive  calculer  la  vitesse  par  la  formule 
VâÿfH-A),  mais  bien  par  celles  qui  ont  été  données  aux  N“‘  iiet  4.’>. 

Observations  relatives  aux  cas  où  la  veine  contractée  n'est  quen 
partie  recouverte  par  le  remous. 

6t.  Lorsque  la  contraction  a lieu  sur  le  fond  et  les  côtés  de  l’o- 
rifice et  que  le  coursier  n’affecte  pas,  à son  origine,  la  forme  de 
la  veine  liquide  (fig.  4 41),  il  arrive  ordinairement  que , sous  de 
grandes  charges  dans  le  réservoir,  cette  veine  se  détache  complè- 
tement des  parois  latérales  et  de  son  fond , du  moins  aux  environs 
de  la  section  de  plus  forte  contraction,  et  alors,  comme  nous  l’a- 
vons vu  (58) , la  vitesse  et  la  dépense  sont  les  mêmes  que  si  le  canal 
était  supprimé,  malgré  le  gonflement  ou  l'amoncèlement  d’eau, 
qui  se  lait  au-delà  de  cette  section  et  qui  est  occasionné  par  les 
chocs  et  résistances  de  toute  espèce  ; mais  lorsque  la  charge  est 
très-faible,  la  veine  se  déprime  et  s’élargit,  le  gonflement  se  rap- 
proche de  l’orifice , l’eau  qui  le  forme  se  précipite  dans  les  vides 
latéraux  dont  elle  est  d’abord  et  successivement  repoussée,  et 
qu’elle  finit  bientôt  par  remplir  plus  ou  moins  parfaitement,  en 
altérant  ainsi  la  pression  éprouvée  par  la  veine  et  le  mode  de  l’é- 
coulement. 

Telle  est  la  cause  qui  produit  la  diminution  de  la  dépense  ou  du 
coefficient  m de  la  formule  N°  45  pour  les  petites  charges,  dimi- 
nution qui,  d’après  les  expériences  inédites  de  M.  Lesbros,  peut 
faire  descendre  ce  coefficient  au-dessous  de  0,40  pour  le  même 
orifice  et  la  même  charge  qui,  d’après  le  tableau  n°  48,  donnerait, 
par  exemple,  m= 0,65  ou  m=0,70.  Aussi  le  cas  des  petites  charges 
et  du  recouvrement  incomplet  de  la  veine,  est-il  un  de  ceux  qui  lais- 

62 
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seul  le  plus  d'incertitude  sur  la  véritable  mesure  de  lu  dépense  ef- 
fective , attendu  la  difficulté  de  saisir  un  caractère  physique  du 
phénomène  de  l’écoulement , assez  prononcé  pour  permettre  d’as- 
signer la  diminution  du  coefficient  qui  correspond  à chaque  cas- 
Cette  incertitude,  au  surplus,  est  absolument  la  même  que  celle 
qui  se  manifeste  pour  des  tuyaux  additionnels  (23  et  27) , toutes 
les  fois  que  la  charge  d'eau  est  très-faible  ou  que  la  longueur  du 
tuyau  est  fort  petite.  Il  arrive  en  effet  alors  que  le  coefficient  peut 
varier  entre  0,82  et  0,61  selon  que  le  liquide  suit  plus  ou  moins 
bien  les  parois  de  ce  tuyau,  ou  sort  avec  une  vitesse  moyenne  plus 
ou  moins  altérée. 

Cas  des  orifices  découvris , prolongés  par  un  canal  ou  coursier. 

62.  Quant  au  cas  des  orifices  découverts  à la  partie  supérieure 
ou  en  déversoir  (35),  et  qui  sont  prolongés  extérieurement  par  un 
canal  ou  coursier  rectangulaire , les  mêmes  circonstances  sc  re- 
produisent encore,  comme  on  peut  le  voir  par  les  expériences  de 
M,  Christian  (Mécanique  industrielle  tome  fer),  qui  ont  donné, 
dans  ce  cas,  pour  la  formule 

Q=m  / II,  * 

des  valeurs  du  coefficient  m généralement  au-dessous  de  celle  qui 
se  rapportent  aux  déversoirs  versant  librement  diras  l’air,  et  qu’a 
obtenu  le  même  auteur  par  des  procédés  qui  d’ailleurs  laissent 
quelqu'incertitude  sur  le  degré  de  précision  des  résultats.  Tout  ce 
qu'il  est  permis  d’en  conclure,  c’est  que  k coefficient  pour  l’orifice 
avec  canal , est  au  coefficient  pour  l’orifice  sans  canal,  à peu 
près  dans  le  rapport  de  0,96  à l’unité;  ce  qui  lui  donnerait  pour 
valeur  moyenue  (36) 

0,405X0,96-0,39, 

qui  probablement  est  un  peu  trop  forte,  et  répond  d’aillenrs  à un 
eas  où  la  largeur  horizontale  de  l'orifice  égalait  celle  du  réservoir, 
ce  qui  annulait  les  contractions  latérales. 

Il  ne  parait  pas  d’aillenrs  que,  dans  ce  cas,  la  veine  ait  été  re- 
couverte par  le  gonflement  de  l’ean  dn  canal.  Dans  celui  où  elle  le 
serait,  comme  il  arrive  pour  certaines  prises  d’eau,  sans  vunne  de 
retenue,  on  pourrait  d’après  Dubuat  continuer  à prendre  pour 
calculer  la  dépense,  la  formule  ci-dessus  (60). 

Q“  Ü l’=mo  Va  g (H — A),” 
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dans  laquelle  on  supposerait  au  coefficient  la  valeur 

n»=0,90, 

déduite  du  résultat  de  ses  expériences  qui  se  rapportent  essentielle- 
ment au  cas  où  le  fond  du  réservoir  et  du  canal  sont  dans  le  pro- 
longement l'un  de  l'autre,  et  où  la  largueur  de  ce  dernier  diffère 
assez  peu  de  celle  de  l’orifice  de  prise  d’eau. 

Mais  il  sera  probablement  plus  exact  de  procéder  d’après  la 
méthode  qui  a été  indiquée  au  n.  82,  en  considérant  l'orifice  comme 
partagé  en  deux  autres,  (Gg,  1 42),  dont  l’un  AD  entièrement  noyé 
sur  une  hauteur  déterminée  par  le  prolongement  de  la  surface  de 
pente  LM  des  eaux  dans  le  canal,  et  l’autre  BD  pour  lequel  l’eau 
s’écoule  librement  dans  l’air,  ainsi  qu’il  arrive  pour  les  déversoirs 
sans  canal. 

Avantage  que  l'on  trouve  à diminuer  la  contraction. 

63.  Pour  éviter  les  pertes  de  force  vive  qui  se  font  (53)  à l’en- 
trée dans  le  coursier,  par  suite  du  rétrécissement  de  la  veine  au 
sortir  de  l’orifice,  on  termine  quelquefois  ce  dernier  par  une  sorte 
de  buse,  qui  approche  plus  ou  moins  de  la  forme  qu’affecte  natu- 
rellement le  jet  (60),  et  qui  est  exactement  prolongée  par  les 
parois  du  coursier;  mais  cette  disposition  est  vicieuse,  attendu 
qu’il  en  résulte  toujours  une  perte  de  force  vive  comparable  à 
celle  qui  répond  à la  charge  génératrice  du  liquide  (n*  23 , et 
suivants)  dans  le  réservoir,  perte  qui  augmente  d’ailleurs  considé- 
rablement quand,  ainsi  que  cela  se  pratique  dans  certaines  usines, 
la  buse  est  fermée  de  toutes  parts,  et  que  l’ouverture  de  son  ori- 
fice d'entrée  est  réglée  par  une  vanne  mince  (fig.  445);  il  arrive 
alors  que  l’eau,  après  avoir  subi  une  première  contraction  sous 
cette  vanne,  vient  choquer  les  parois  de  la  buse  et  ne  pouvant  en 
sortir  librement,  se  gonfle,  en  remplit  toute  la  capacité  et  perd 
ainsi  l’excès  de  sa  vitesse  primitive  sur  celle  quelle  est  obligée 
de  prendre  en  se  disséminant  sur  une  plus  grande  étendue  de 
section  (24). 

En  disposant  au  contraire  les  choses  vers  l’intérieur  du  réser- 
voir, c’est-à-dire,  en  amont  de  la  vanne,  de  façon  que  la  contrac- 
tion latérale  du  fond  soit  à-peu-près  annulée,  au  moment  où  l’eau 
s’écoule  par  dessous  cette  vanne,  pour  se  rendre  dans  le  coursier 
qui  forme  le  prolongement  exact  des  bords  de  l'orifice,  on  sera 
certain  que  la  perte  de  force  sera  absolument  insensible  puis- 
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qu'elle  ne  dépendra  que  des  alternations  de  vitesses  subies  par  le 
liquide  dans  l’intérieur  du  réservoir;  c’est-à-dire , dans  des  sections 
fort  grandes  et  où  la  vitesse  est  elle-même  fort  petite  par  rapport 
à celle  qu’r  a lieu  au  sortir  de  l’orifice. 

Dispositions  employées  pour  diminuer  la  contraction. 

64.  Pour  remplir  ce  but,  on  place  le  fond  de  l’orifice  et  du  cour- 
sier dans  le  prolongement  de  celui  du  réservoir  ; ou , si  cela  n’est 
pas  possible,  on  raccorde  ces  deux  fonds  (tig.  144)  par  une  surface 
courbe  tangente  à chacun  d'eux,  ou  enfiu,  s’ils  sont  trop  distants, 
on  se  contente  de  terminer  celui  de  l’orifice  par  un  arrondissement 
présentant  la  forme  naturelle  du  rétrécissement  de  la  veine.  Ou 
pratique  des  raccordements  ou  des  arrondissements  analogues 
pour  les  côtés  verticaux  de  l’ouverture,  ainsi  qu'il  suit  : cd  étant 
la  largeur  réelle  que  doivent  avoir  le  coursier  et  l’orifice  ou  la 
veine  à sa  sortie,  on  prendra  ab=~cd  environ  ef=ab=~cd au 

ô ù 

moins,  ou  ef=^ab  = 2cd  au  plus,  puis  on  réunira  a et  à aux 
parois  du  coursier  prolongé  vers  l'intérieur  du  réservoir,  au  moyen 
de  courbes  ayant  la  forme  indiquée  sur  la  figure  et  qui  leur  soient 
tangentes. 

Les  choses  étant  ainsi  disposées , la  contraction  se  trouvera  sen- 
siblement détruite  sur  trois  des  côtés  de  l’orifice,  la  vitesse  à l’ori- 
gine du  coursier  sera  à très  peu  près  égale  à celle  qui  est  dûe  à la 
charge  génératrice  moyenne  dans  le  réservoir  etde  coefficient  de  la 
dépense  aura  pour  valeur,  même  dans  le  cas  de  charge  ou  d’ou- 
vertures assez  fortes. 

1°  Si  la  vanne  mince,  placée  en  cd  est  verticale 0,70, 

2*  Si  elle  est  inclinée  (fig.  145)  ainsi  que  la  retenue  à 1 
de  base  sur  2 de  hauteur 0,74 

5»  Si  elle  est  inclinée  ....  à 1 de  base  sur  1 de  hauteur  0,80, 
Sous  de  faibles  charges  et  de  petites  ouvertures  de  vanne,  on 
devra,  dans  les  mêmes  circonstances,  augmenter  ces  nombres  de  ~ 
environ  de  leurs  valeurs  ci-dessus,  en  observant  d’ailleurs  que  la 
hauteur  de  l’orifice,  quand  la  vanne  est  inclinée,  doit  être  prise 
perpendiculairement  au  fond  du  coursier. 

Ces  nombres  ont  été  d'ailleurs  déduits  du  résultat  moyen  de 
diverses  ex|iériences  faites  par  M.  Poncelet,  à l’occasion  de  ses 
recherches  sur  les  roues  à aubes  courbes  avec  vannes  inclinées 
(Mémoire  sur  les  roues  hydrauliques  à aubes  courbes, etc, Metz,  1827) 
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On  peut  voir  dans  les  nM  37  et  44  de  ce  mémoire  comment  la  pré- 
sence du 'coursier,  même  assez  fortement  incliné,  peut  faire 
décroître  le  coefficient  de  la  dépense  théorique  (6i)  à mesure  que 
la  charge  diminue. 

Quant  à l'utilité  d'incliner  la  vanne  et  la  retenue  vers  le  dehors 
du  réservoir,  elle  n’a  pas  pour  objet  précisément  de  diminuer  la 
contraction  supérieure  de  la  veine,  mais  bien  de  rapprocher  le  plus 
possible  dans  certains  cas  l’orifice  des  récepteurs  hydrauliques,  ce 
qui  diminue  les  altérations  de  la  vitesse  du  liquide,  produites  par 
la  résistance  des  parois  du  coursier. 

Mouvement  de  Veau  dans  les  canaux  d'une  grande  longueur  à régime 

constant. 

63.  Les  usines  sont  souvent  précédées  de  canaux  d’une  grande 
longueur  destinés  à y amener  les  eaux  ; dans  la  plupart  des  cas,  la 
pente  est  uniforme,  assez  faible,  le  profil  est  constant,  la  surface 
d«  l’eau  est  parallèle  au  fond  du  canal  et  la  vitesse  moyenne  est 
sensiblement  la  même  dans  les  diverses  sections;  ce  qui  fait  dire 
alors  que  le  régime  du  canal  est  uniforme. 

Un  admet  encore  ici , et  l’expérience  confirme  que  la  résistance 
des  parois  peut  être  représentée,  comme  dans  le  cas  des  tuyaux  de 
conduite  n°  29,  par  une  fonction  de  la  forme 

•^ùLfaU+iSU’) 

dan  s laquelle  II,  L,  g,  U,  ont  les  mêmes  significations  que  ponr  les 
tuyaux;  mais  où  ù est  le  périmètre  mouillé  de  la  section  du  canal  ; 
a e t fi  étant  encore  des  coefficiens  constants. 

Le  régime  étant  supposé  uniforme,  l’équation  du  mouvement 
du  fluide  sous  la  seule  pression  de  l’atmosphère  se  réduit  n.  34,  à 

SH— ^(«U+/3U*)=o 

il  étant  la  pente  du  canal  sur  la  longueur  L que  l’on  considère  et 
£2  l'aire  constante  du  profil. 

Valeurs  des  coefficients  a et  fi  calculées  par  M.  de  Prony. 

66.  M.  de  Prony  représente  le  rapport  de  l’aire  de  la  section 
à son  périmètre  mouillé  par  R qu’il  appelle  avec  Dubual,  le  rayon 
moyen,  et  par  [ le  rapport  ^ de  la  pente  totale  à la  longueur  ; 
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I étant  alors  la  pente  par  mètre  courant  ou  la  déclivité,  cequi  donne 
a l'équation  ci-dessas , la  forme 

g R U-H3  U*. 

hn  comparant  les  résultats  donnés  par  cette  formule  avec  ceux 
qu  a obtenus  directement  Dubuat  d'après  31  expériences  sur  les 
canaux  découverts , M.  de  Prony  en  déduit  pour  a et  fi  les  va- 
leurs 


«'=•0,000436  d’ou  —==0,00004445, 

/3=  0,003034  d'ou  -=0,00030931 
9 

et  par  suite 

U- — 0,n,07 1 85-f- Y/o,003  1 03 + 3253,428-|^ 

OU 

U=— 0m,07 185  f V0-0031 63  + 3233,428  RI.' 

* « 

sx  H 

en  remplaçant  — par  R et  - par  I (*)  si  l’on  néglige  le  premier 

terme  sous  le  radical  par  rapport  au  second , cette  expression  de 
la  vitesse  se  réduit  à 

U=— 0»,071 85-+56,$6\  ËT 

Y aleurs  des  coefficients  x et  fî  calculées  par  M.  Eytelwein.  Observa- 
tion importante  de  M.  de  Prony  à ce  sujet- 

67.  M.  Eytelwein  (mémoire  déjà  cité)  reprenant  l'équation  de 
M.  de  Prony  et  se  servant  du  résultat  d'expériences  récentes  faites 
sur  des  grandes  rivières  par  MM.  Funck,  BrunningsetWoltermann, 
a déterminé  de  nouvelles  valeurs  de  « et  ,3  qui  sont 

«^0, 000238,  d’où  -^—0,0000243, 

/3= 0,003586,  d'où  & =0,00036554. 

Par  suite  la  vitesse  moyenne  devient 

U—  — 0®,033 1 0.00110163+2735,66  RI. 

D'après  la  comparaison  faite  postérieurement  par  M.  de  Pronyf) 

(*)  Recherche  sur  la  théorie  des  eaux  courantes , par  M.  de  Prony. 

(")  Recueil  de  cinq  tables,  pour  faciliter  et  abréger  les  calculs  etc.  impri- 
merie royale , septembre  1825. 
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entre  les  résultats  de  cette  derrière  formule  et  de  la  précédente,  il 
a trouvé  que  l'une  et  l’autre  représentaient  avec  un  degré  d’exac- 
titude à peu  près  pareil,  ceux  des  expériences  tant  anciennes  que 
nouvelles;  de  plus  il  a remarqué  que  ces  résultats  étaient  égale- 
ment bien  représentés  par  la  formule  du  n.  54  relative  aux  tuyaux 
de  conduitcct  même  avec  un  degré  d’exactitude  comparable  à celui 
de  la  formule  ci-dessus  de  M.  Eytelwein , quoique  celle-ci  soit  dé- 
duite d’une  variété  plus  grande  d'expériences.  Cette  observation 
peut  être  importante  pour  beaucoup  de  cas. 

La  relation 

g R I— « U+/3  U* 

servira  donc  à déterminer  la  vitesse,  comme  on  vient  de  le  voir, 
lorsque  l’on  connaîtra  la  déclivité,  ou  la  pente  par  mètre  courant, 
du  canal  et  son  rayon  moyen,  ou  le  rapport  de  l'aire  de  la  section 
an  périmètre  mouillé;  elle  servira  aussi  5 faire  l’établissement  du 
canal  sous  des  conditions  relatives  à la  vitesse  à la  forme  et  la 
ponte  qu'on  peut  se  donner  selon  les  cas,  en  observant  que,  si  l’on 
nomme  Q la  dépense  par  seconde,  on  a 

Q=Ûü. 

Pour  faciliter  les  calculs  M.  de  Prony  a donné  (voyez  l’ouvrage 
cité  en  dernier  lieu)  une  table  des  valeurs  du  terme  RI  et  des  vi- 
tesses correspondantes  calculées  d’après  ses  formules  et  celles  de 
M.  Eytelwein. 

Relations  entre  la  vitesse  moyenne,  la  vitesse  à la  surface  et  la  vitesse 

au  fond. 

08.  Lorsque  l'on  n’a  pas  à sa  disposition  les  instrumens  néces- 
saires pour  déterminer  avec  l'exactitude  suffisante,  la  pente  du 
canal  sur  une  longueur  convenable,  on  cherche  à mesurer  la  vitesse 
moyenne  par  observation  directe.  Les  expériences  de  Dubuat  prou- 
vent que  la  vitesse  est  loin  d’être  la  même  dans  tous  les  endroits 
d'un  canal  ou  d’un  cours  d’eau  à régime  uniforme,  qu'elle  est  la 
plus  grande  vers  le  milieu  et  un  peu  au-dessous  de  la  surface  et 
qu’elle  diminue  depuis  cet  endroit  jusqu’au  fond  et  en  s'approchant 
des  rives.  Cet  habile  observateur  en  a déduit  une  relation  entre  la 
vitesse  V à la  surface  dans  le  plus  fort  courant,  la  vitesse  W au 
fond  et  la  vitesse  moyenne  U.  M.  de  Prony  en  a proposé  une  autre 
plus  simple,  plus  exacte  et  qui  ne  dépend  ni  de  la  figure  ni  de  la 
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grandeitr  absolue  des  sections:  on  a d’après  ce  célèbre  ingénieur 


V (¥+2,371 87) 
¥+3,15312 


et  W=2U — Y. 


On  peut  s'épargner  le  calcul  de  la  première  de  ces  formules  au 
moyen  de  la  labié  suivante  : 

YaleursdeY....O*  0m,5  lm  i"*,5  2”  2m,5  3m  3ra,5  4m 

Yaleursdey...0,752, 0,786, 0,812, 0,852,0,848, 0,802,0,873, 0.883, 0,891. 

Dans  les  cas  les  plus  ordinaires  de  la  pratique , où  la  vitesse 
moyenne  est  comprise  entre  0”.20  et  1 “.50  par  seconde  , on 
pourra  se  contenter  de  prendre  simplement  , d’après  M.  de 
Prony , 

U=0,816Y  , ou  U=0,8Y. 


Moyens  de  mesurer  la  vitesse  à la  surface. 


69.  Quant  aux  moyens  à employer  pour  mesurer  directe- 
ment la  vitesse  dans  le  plus  fort  courant , on  en  a proposé  et 
mis  plusieurs  en  usage  , dont  nous  allons  indiquer  les  princi- 
paux. 

Tube  de  Pilot. 

Le  tube  de  Pilot  consiste  en  un  tube  recourbé  ordinairement 
en  fer-blanc  , coudé  à angle  droit  ; l’une  des  branches  se  place 
horizontalement  dans  le  sens  du  courant,  l’ouverture  dirigée 
en  amont;  dans  l'autre  branche,  alors  verticale,  le  fluide 
s'élève  à une  hauteur  en  rapport  avec  la  vitesse  du  courant  et  que 
l’on  mesure  à l’aide  d’un  flotteur  gradué.  Les  oscillations  conti- 
nuelles du  niveau  dans  la  branche  verticale  et  la  nécessité  de  tarer 
l'instrument  dans  un  courant  bien  connu  sont  des  inconvéniens 
qui  le  rendent  d’un  usage  peu  commode. 


Moulins  à ailettes. 


On  a imaginé  aussi  de  se  servir  d’un  moulinet  léger  à axe  hori- 
zontal portant  des  ailettes  en  partie  immergées  à la  surface  de 
l’eau  , dont  on  observait  la  vitesse  de  régime  , soit  directement 
soit  à l’aide  d’un  compteur  ; mais  la  difficulté  d'installer  l’instru- 
ment et  de  tenir  compte  des  résistances  provenant  du  frottement 
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sur  les  tourillons  et  de  l’air  sur  les  ailettes  , a forcé  d’y  renoncer 
dans  la  plupart  des  cas. 


Strommesser. 

Un  autre  instrument  à axe  horizontal  avec  ailettes  inclinées  , 
que  l’on  plonge  dans  l’eau  à différentes  profondeurs  et  qui  porte 
un  compteur,  a aussi  été  employé  en  Allemagne,  sous  le  nom  de 
Slrommesser  ; mais  la  difliculté  de  le  tarer  exactement  est  la  même 
que  pour  les  précédents. 


Flotteurs . 

Le  moyen  le  plus  simple  et  le  plus  exact  encore , consiste  à je' 
ter  dans  le  milieu  du  courant  un  flotteur  léger  en  bois  de  chêne  , 
par  exemple,  qui  dépasse  très-peu  la  surface  du  liquide,  afin  d’of- 
frir peu  de  prise  à l'action  de  l’air.  On  le  jette  à l’eau  un  peu  en 
amont  du  point  où  l’on  commence  à mesurer  la  longueur,  et  on  le 
suit  avec  une  montre  sur  la  plus  grande  étendue  possible.  En  ré- 
pétant les  opérations  plusieurs  fois,  on  parvient  à déterminer  avec 
une  exactitude  suffisante  la  vitesse  à la  surface  , d’où  l’on  déduit 
ensuite,  d'après  ce  qui  a été  dit  ci-dessus  (68),  la  vitesse  moyenne 
U et  par  suite  la  dépense  Q— OU  ; ce  qui  suppose  d’ailleurs  le  ré- 
gime uniforme  ou  les  sections  constantes,  sur  une  certaine  éten- 
due du  canal. 


Vitesse  de  régime  des  cours  d'eau. 

70.  Quant  à la  vitesse  au  fond,  s’il  n’est  pas  nécessaire  de  la  con- 
naître pour  calculer  le  produit  dn  cours  d’eau , il  importe  dans  l’é- 
tablissement des  canaux  de  la  renfermer  entre  des  limites  conve- 
nables. En  effet , si  elle  est  trop  grande  elle  peu  t détériorer  le  ca- 
nal en  entraînant  les  matériaux  qui  le  constituent , et  si  elle  est 
trop  faible  les  vases  et  les  limons  apportés  par  les  pluies  d’orage 
se  dé[>oseraient  en  abondance  et  obstrueraient  le  lit- 
il  résulte  des  observations  de  Dubuat , que  les  vitesses  sous  les- 
quelles, les  substances  qui  composent  le  lit  des  canaux  commen- 
cent à être  entraînées  sont  données  par  le  tableau  suivant,  extrait 
de  ses  Principes  d'hydraulique,  tome  2. 

63 
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DÉSIGNATION  DES  SUBSTANCES. 

Vitesses  par 
seconde  au  fond. 

Argile  brune  propre  à la  poterie. 

m 

0,081 

Gros  sable  jaune. 

Gravierde  la  Seine,  gros  comme  un  grain  d’ams. 

■n 

id.  id.  id.  un  pois,  au  plus, 

id.  id.  id.  une  fève  de  marais. 

Ki  y| 

Galets  de  mer  arrondis  de  0“, 027  de  diamètre. 

0,650 

Pierre  à fusil  anguleuse  du  volume  d’un  œuf  de 

0,975 

poule. 

A ces  données  qui  peuvent  servir  à l’établissement  des  canaux 
et  fournir  des  indications  approximatives  et  précieuses  sur  leur 
vitesse  de  stabilité  ou  de  régime , quand  ils  sont  construits , nous 
joindrons,  d’après  M.  Navier  , les  données  suivantes  extraites  de 
1 Encyclopédie  d’Edimbourg  article  Bridge  rédigée  par  MM.  Tel- 
ford  et  Nimmo. 


DÉSIGNATION  DES  SUBSTANCES.’ 

Limite 

de  la  vitesse 
de  stabilité. 

Terre  détrempée,  brune. 

ni 

0,076 

Argile  tendre. 

0,152 

Sable. 

0,505 

Gravier. 

0,609 

Cailloux. 

0,614 

Pierres  cassées,  silex. 

1,22 

Cailloux  agglomérés,  schistes  lendres. 

1,52 

Roches  en  couches. 

4,83 

Roches  dures. 

3,05 

Jaugeage  des  cours  d'eau. 


71.  L’opération  par  laquelle  on  évalue  le  produit  ou  la  dépense 
d'un  cours  d’eau  par  seconde,  ou  dans  un  temps  donné  est  ce  qu’on 
appelle  le  Jaugeage  de  ce  cours  d’eau. 

On  peut  opérer  ce  jaugeage  par  différents  moyens,  soit  en  re- 
cueillant directement  le  volume  du  liquide  écoulé,  dans  un  temps 
donné,  au  moyen  de  vases  ou  de  bassins  d’une  capacité  connue, 
soit,  si  le  courant  possède  un  régime  uniforme,  en  observant  la 
vitesse  à sa  surface  pour  en  conclure  la  vitesse  moyenne  (59  et  60) , 
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soit  en  barrant  directement  le  cours  d’eau , s'il  ne  l’est  déjà , et 
pratiquant  dans  ce  barrage  un  orifice  de  fond  ou  de  superficie  dis- 
posé de  manière  à ce  que  les  règles  des  nM  47  et  suivants,  puissent 
recevoir  une  application  certaine,  puis  observant  la  hauteur  à la- 
quelle se  maintient  le  niveau  du  liquide  dans  le  réservoir  supérieur, 
quand  le  mouvement  est  devenu  exactement  psrmanent  (2) , ou  tel 
qu’il  y arrive  précisément  autant  d’eau  qu’il  s’en  écoule  par  l’ori- 
fice dont  il  s’agit. 

C’est  ainsi  que  les  fontainiers  employaient  pour  les  faibles  pro- 
duits d’eau,  un  moyen  qui  consiste  à barrer  le  courant  avec  une 
planche  mince  dans  laquelle  on  perce  sur  une  même  ligne  horizon- 
tale, une  suite  d'ouvertures  circulaires  de  lp°.  (37  millimètres)  de 
diamètre  qu’on  ferme  d’abord  avec  des  tampons , puis  qu'on  dé- 
bouche successivement  et  en  nombre  suffisant  pour  que  le  niveau 
en  amont  devienne  constant  et  s’établisse  exactement  à une  ligne 
au-dessus  du  sommet  de  tous  les  orifices,  auquel  cas  chacun  d’eux 
débitait  environ  14  pintes  de  48p°.  cubes  par  minute,  ce  qui  re- 
vient à 19"°  195  par  24  heures. 

Du  pouce  des  fontainiers  et  du  module  d'eau  métrique. 

72.  C’est  là,  en  effet,  ce  qu’on  nomme  encore  de  nos  jours , quoi- 
qu’improprement,  le  pouce  d’eau  des  fontainiers,  pouce  qu’on  sub- 
divise en  144  lignes  d’eau,  et  dont  les  évaluations  faites  par  Mu- 
riotte,  Couplet  et  Bossut  sont  loin  de  s’accorder  entre  elles  (22)  , 
ni  avec  celle  que  vous  avons  rapportée  ci-dessus,  et  qui  est  assez 
généralement  adoptée  depuis  quelque  temps. 

Ces  incertitudes  sur  la  valeur  du  pouce  d’eau,  qui  proviennent 
essentiellement  de  l’influence  variable  de  la  paroi  de  l’orifice, 
quand  il  n'est  pas  pratiqué  dans  une  plaque  mince  de  métal , et  de 
la  difficulté  de  mesurer  avec  précision  d’aussi  faibles  charges  ont 
engagé  M.  de  Prony  (voyez  l’ouvrage  cité  au  N°  58,  note  des  pages 
25  et  26)  à prendre  pour  module  d'eau  !0*°  censés  écoulés  en  24 
heures , et  dont  le  double  est,  d’après  les  expressions  de  ce  célèbre 
ingénieur  fourni  par  un  orifice  circulaire  de  0“’,02  de  diamètre 
pratiqué  dans  une  paroi  de  O™, 01 7 d'épaisseur  , sous  une  charge 
d’eau  de  0",05  sur  le  centre.  Ces  proportions,  comme  on  voit,  font 
rentrer  l’orifice  qui  donne  le  double  module  métrique  dans  la 
classe  (23)  des  ajutages  ou  tuyaux  additionnels  dont  l’eau  sort  à 
gueule-bêe. 
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Détermination  de  la  vitesse  avec  laquelle  l'eau  arrive  sur  le  récepteur. 

73.  Nous  avons  vu  précédemment , aux  N**  59  et  suivants,  com- 
ment on  peut  déterminer  la  vitesse  moyenne  du  liquide  à une 
distance  de  l'orifice  égale  à 2 ou  3 fois  sa  largeur  ; il  nous  reste  à 
indiquer  la  marche  à suivre  pour  déduire  du  calcul  et  de  l'obser- 
vation , la  vitesse  absolue  que  possède  l’eau  en  arrivant  sur  le 
récepteur.  Nous  allons  à cet  effet,  examiner  les  cas  principaux  qui 
se  présentent  dans  la  pratique. 

Considérons  d'abord  un  coursier  mnpq  (fig.  146) , tel  qu'il  s’en 
rencontre  fréquemment  dans  les  forges  , incliné  à 30°  ou  40",  assez 
court  pour  que  l’on  puisse  faire  abstraction  de  la  résistance  de  ses 
parois  , et  qui  dirige  l’eau  sur  un  récepteur  quelconque  ; soit  a le 
point  d’arrivée  du  liquide  sur  ce  récepteur,  et  h la  hauteur  de  ce 
point  au-dessous  du  centre  de  la  section  cd  pour  laquelle  U est  la 
vitesse  moyenne  estimée  approximativement , comme  il  a été  dit 
dans  les  N"  59  et  suivants  ; on  aura  évidemment , d'après  le  prin- 
cipe des  forces  vives  et  en  appelant  V la  vitesse  absolue  cherchée 
avec  laquelle  le  fluide  atteint  le  point  a. 

v-Vüm^a  = \J^g[~  +*j. 

Cas  où  le  coursier  a une  certaine  longueur  et  peut  être  abordé 
par  le  dessus. 

Si  la  pente  du  ccursier  n’est  pas  assez  raide  et  sa  longueur  assez 
petite  (fig.  147),  pour  qu’on  puisse  négliger  la  résistance  des  parois, 
il  se  présente  deux  cas  à examiner.  Le  premier  est  celui  où  l’on 
peut  aborder  le  dessus  et  l’extrémité  inférieure  du  coursier  ; alors 
on  mesurera  l’aire  Q’  du  profil  de  la  lame  d’eau  vers  cette  extré- 
mité , en  un  point  pour  lequel  la  dépression  qui  caractérise  le  dé- 
versoir (55)  est  prête  à se  manifester  d’une  manière  sensible;  ayant 
d’ailleurs  calculé  la  dépense  Q,  qui  se  fait  par  l’orifice , d’après  les 
méthodes  précédemment  exposées , on  prendra  approximative- 
ment 


Mesurant  ensuite  la  hauteur  A du  centre  de  cette  section  û’  au- 
dessusdu  point  a d’arrivée  de  l’eau  sur  le  récepteur,on  aura, comme 
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ci-dessus,  pour  la  vitesse  avec  laquelle  le  liquide  atteint  le  point  a 

V»=VU”  + 2ÿA.' 

Comme  moyen  de  vérification , on  pourra , dans  certains  cas  fa- 
vorables et  notamment  dans  ceux  où  le  liquide  aurait  un  régime 
sensiblement  uniforme  dans  une  grande  partie  du  canal , considé- 
rer la  section  relevée  Q comme  celle  d’un  déversoir  et  appelant 
11'  la  hauteur  moyenne  de  l’eau  dans  cette  section , calculer  de 
nouveau  la  dépense  par  la  formule  du  N°  49 , mais  en  tenant 
compte  de  la  vitesse  moyenne  IT  obtenue  ci-dessus,  ce  qui  donnera 

Q=0.401H’\/U’*+2ÿHi 

qui  devra  être  satisfaite  par  les  valeurs  déjà  obtenues  de  Q cl  U’. 

Cas  où  le  coursier  ne  peut  pas  être  abordé  par  dessus. 

74.  Le  second  cas  des  longs  coursiers,  est  celui  où  l’on  ne  peut 
pas  atteindre  le  dessus  du  canal  et  y mesurer  diectement  des  profils, 
il  faut  alors  se  contenter  des  moyens  suivants,  en  eux-mômes  fort 
imparfaits,  mais  qui  ne  sauraient  entraîner  à des  erreurs  graves. 
Ayant  déterminé,  par  la  formule  du  n.  59,  la  valeur 


de  la  vitesse  moyenne  U,  dans  une  section  située  en  avant  de  l’ori- 
fice et  à 2 fois  environ  sa  largeur,  on  calculera  une  première  va- 
leur approchée  de  la  vitesse  moyenne  U’  dans  la  section  Q'  placée 
vers  le  bout  du  coursier,  en  négligeant  la  résistance  des  parois  et 
ne  tenant  compte  que  de  la  hauteur  de  pente  h\  comprise  entre 
ces  deux  sections  et  l’on  aura 

IT—  W-W; 

prenant  ensuite,  pour  la  vitesse  du  régime,  censé  uniforme,  dans  le 
coursier,  une  vitesse 

U+U’ 

U 2 ’ 

on  s’en  servira  pour  calculer  une  seconde  valeur  U”  de  la  vitesse 
vers  l’extrémité,  au  moyen  de  l’équation 

dM  (U”a — U’)=2ÿdMA’ — 2dM.  -f/3u')  ; 
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d'où,  eu  divisant  par  dM  et  négligeant  le  terme  au,  on  tirera  pour 
la  vitesse  approchée  dans  la  section  Q',  située  vers  le  bout  du 
coursier, 

expression  dans  laquelle  on  fera  d’ailleurs  /3=  0,0035  et  on  mettra 
pour  w et  fl  , les  valeurs  correspondantes  à la  vitesse  moyenne  u 
qu'on  a prise  pour  celle  du  régime  uniforme  et  qui  se  déduisent 
facilement  de  la  dépense  connue  Q et  de  la  largeur  du  coursier. 

Au  moyen  de  la  valeur  de  U”  on  conclura  ensuite,  comme  dans 
le  cas  précédent,  la  vitesse  absolue  V avec  laquelle  l'eau  atteint  le 
récepteur.  Pour  plus  d'exactitude,  on  pourrait  considérer  ce  qui 
se  passe  dans  chaque  tranche  élémentaire  du  liquide  comprise 
entre  la  section  a et  celle  qui  est  située  à une  petite  distance  de 
l’orificeet  pour  laquelle  la  vitesse  moyenne  est  U,  puis  déterminer, 
à l’aide  du  calcul  intégral  et  en  tenant  compte  de  la  résistance 
des  parois , la  valeur  de  la  vitesse  ou  de  la  section  en  chaque 
point,  en  fonction  de  celles  qui  se  rapportent  à un  point  donné  ; 
mais  une  telle  rigueur  serait  ici  sans  objet  et  nous  renverrons 
pour  tout  ce  qui  concerne  les  recherches  de  cette  nature,  aux  ad- 
ditions qui  terminent  cette  section. 

Des  cabinets  d’eau. 

75.  11  nous  reste  à parler  d'nne  disposition  mise  en  usage  dans 
quelques  usines,  notamment  dans  les  forges,  pour  amener  l’eau 
sur  le  récepteur,  lorsque  le  réservoir  principal  en  est  très-éloigné. 
On  établit  alors,  près  du  récepteur,  un  petit  réservoir  particulier 
|Tig.  148),  nommé  cabinet  d'eau  , que  l’on  met  en  communication 
avec  le  bassin  pricipal.au  moyen  d’un  tuyau  de  conduite  cylindri- 
que ou  prismatique;  la  vanne  de  service  de  la  roue  est  placée  en 
mn.  Lorsqu’elle  est  fermée,  le  niveau  est  à la  même  hauteur  dans 
les  deux  réservoirs,  mais  quand  on  l'ouvre  pour  faire  marcher  la 
roue,  les  pertes  de  forces  vives,  que  nous  avons  appris  à calculer 
au  n.  30,  occasionnent  une  dénivellation,  qui  équivaut  à une  di- 
minution réelle  de  la  chute  totale  et  dont  il  importe  de  tenir 
compte. 

Admettant,  pour  la  simplicité  des  formules  et  ainsique  cela  a 
effectivement  lieu  dans  la  plupart  des  cas,  que  les  orifices  d'entrée 
et  de  sortie  de  la  conduite  soient  égaux  entre  eux  et  à la  section 
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constante  Q de  cette  conduite,  appelant 
U la  vitesse  moyenne  dans  la  conduite , 
mie  coefficient  de  contraction  de  la  dépense  à son  origine, 
m’  celui  qui  répond  à l’orifice  de  sortie  mn,  du  cabinet  d’eau, 

A l'air  de  la  section  transversale  de  ce  cabinet, 
a)  et  u l’air  et  la  vitesse  moyenne  de  sortie  du  fluide  par  l’ori- 
fice mn, 

H la  hauteur  du  niveau  du  réservoir  principal  au-dessus  du 
centre  de  cet  orifice, 

h la  hauteur  du  niveau  du  cabinet  d'eau  au-dessus  du  même 
point, 

<3,  L,  a et  /3  ayant  les  mêmes  significations  qu'aux  n.  30  et  sui- 
vants, on  aura  évidemment  (30  et  suiv.) 

en  considérant  à part  ce  qui  se  passe  dans  le  cabinet  d’eau,  on 
aura,  en  appelant  a l’aire  de  l'orifice  mn, 


et  en  éliminant  V entre  ces  deux  équations,  on  en  tirera  une  rela- 
tion entre  la  différence  H — h des  niveaux  des  réservoirs  et  la  vi- 
tesse moyenne  U dans  la  conduite,  qui  d'ailleurs  peut-être  déduite 
du  volume  de  fluide  écoulé  par  mn. 

Dans  la  plupart  des  cas  de  la  pratique,  Q et  u sont  assez  petits, 
par  rapport  à A,  pour  que  l’on  puisse  négliger  ^ et  ^ m’3  vis-à- 
vis  de  l’unité , les  deux  équations  ci-dessus  se  réduisent  ainsi  aux 
suivantes 

t>’+U3(-~  i ^ («U+/GU3} 

et 

2 g h -, 


d’où  l’on  tire  cette  troisième 


H-‘-f  S(ï-</+«  j+w(“WB-) 

à laquelle  on  doit  ajouter  celle-ci 


m’<»  c=»£!U 
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qui  exprime  que  la  dépense  par  l'orifice  mn  est  la  même  que  celle 
qui  sc  fait  par  chacune  des  sections  du  tuyau. 

Eliminant  U et  v entre  ces  diverses  équations,  on  obtiendra  la 
valeur  de  h en  H ; mais  afin  de  simplifier  les  calculs,  on  pourra 
sans  inconvénient  supposer  ici  a=o  et,  prenant  pour  (3  la  valeur 
/3  =0,0033  (34),  ou  obtiendra  ainsi  l’équation 


H— k 


C / I 
ITI  ( m 


) +1 


qui  servirai  calculer  la  perte  de  chute  H — h en  fonction  de  H. 


Observations  relatives  à V application  de  ces  formules  à la  pratique. 


76.  On  remarquera  que,  dans  cette  application  de  l’hypothèse  du 
parallélisme  des  tranches  et  du  principe  des  forces  vives,  on  admet 
nécessairement  que  les  dimensions  du  cabinet  d’eau  sont  assez, 
grandes,  pour  qu’après  les  tourbillonnemcns  qui  ont  lieu  au 
débouché  de  la  conduite  , le  parallélisme  se  rétablisse  en  avant 
de  l’orifice  mn,  ce  qui  exige  que  le  cabinet  ait  au  moins  en  largeur, 
dans  le  sens  du  mouvement,  deux  à trois  fois  le  diamètre  de  la 
conduite. 

L’expression  ci-dessus  met  à même  d’apprécier  les  inconvéniens 
des  cabinets  d’eau  et  montre  l’influence  des  dimensions  de  la  con- 
duite, que  l’on  doit  faire  aussi  courte  et  aussi  large  que  possible. 

Nous  ajouterons  que  plusieurs  élèves  ayant  observé , avec  soin 
la  différence  de  niveau  H — h et  ayant  ensuite  recherché  sa  valeur 
par  la  formule  ci-dessus,  ils  ont  constamment  obtenu  du  calcul,  le 
même  résultat  que  de  l'observation  ; ce  qui  montre  la  confiance 
que  doivent  inspirer  les  formules  ci-dessus  dans  les  applications  à 
la  pratique. 

Perte  de  force  vive  occasionnée  par  les  coudes  ou  changements 
brusques  de  direction  des  conduites  ou  canaux. 

77.  Dans  l'établissement  des  équations  relatives  aux  tuyaux  de 
conduite  ou  aux  canaux,  nous  avons  supposé  jusqu’ici  qu’ils  ne 
présentaient  pas  de  coudes  ou  de  changemens  brusques  de  direc- 
tion capables  de  produire  une  altération  sensible  de  la  vitesse. 
Lorsqu’il  en  existe,  on  peut  tenir  compte  de  la  perte  de  force  vive 
qui  en  résulte  par  la  formule  suivante,  déduite  de  M.  Navier  , du 
résultat  des  expériences  de  Dubuat. 

En  appelant 
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e la  longueur  développée  du  coude. 

r son  rayon  de  courbure , 

U la  vitesse  moyenne  dans  la  section  supposée  constante,  la 
perte  de  force  vive  dûe  à chaque  coude , peut  être  représentée  par 

dM.U*.(0.0039+0.0!86r)^ 

et  l’on  devra  dans  les  applications  l'ajouter  aux  autres  pertes  de 
force  vive , autant  de  fois  qu’il  y aura  de  coudes  dans  l’étendue  du 
canal  ou  de  la  conduite  que  l’on  considère. 

Cas  où  la  vanne  est  précédée  d'un  canal  découvert  qui  comunique 
librement  avec  le  réservoir 

78.  Une  disposition  qui  a quelqu’analogie  avec  la  précédente  et 
qui  occasionne  aussi  une  perte  de  chute,  est  celle  d’un  canal 
découvert  ou  coursier  étroit,  (fig.  149)  employé  pour  mettre  le 
réservoir  en  communication  avec  l’orifice.  Lorsque  le  régime  s’est 
établi  dans  ce  canal  dont  la  pente  et  le  profil  sont  censés  constants 
la  surface  supérieure  AC  des  eaux  y prend  une  légère  pente,  qui 
est  employée  à vaincre  la  résistance  de  ses  parois  ; de  plus , il  se 
forme  î>  son  entrée  ou  à la  prise  AB,  un  ressaut  ou  une  chute,  qui 
est  nécessaire  pour  imprimer  au  tluide  la  vitesse  do  régime  qu’il 
prend  dans  le  canal  et  dont  la  variation,  pour  les  différentes 
sections,  est  ici  supposée  très-faible,  de  sorte  qu’elle  peut  être 
remplacé  par  sa  valeur  moyenne  aussi  bien  que  l’aire  variable  de 
ces  sections.  On  pourra  donc  assimiler  ce  cas  au  précédent,  en  cou^ 
sidérant  le  canal  comme  une  sorte  de  tuyau  dans  lequel  la  sur- 
face supérieure  de  l’eau  n’éprouve  aucun  frottement,  et  se  trouve 
simplement  soumise  à la  pression  atmosphérique  ordinaire  ; con- 
servant d'ailleurs  les  notations  précédentes,  on  aura 

(i_1),=2ÿH~  ïfL(*U  'W 

et 

— U*=  1 — m’tüo=i2U=Q: 

équations  dans  lesquelles  on  devra  suposerù  m la  valeur  qui  cou- 
vient  au  cas  où  la  contraction  est  nulle  sur  le  sommet  de  l'orifice 
d’entrée  AB  du  canal. 

Cl 
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Quant  à la  chiite  qui  se  forme  wn  peu  au-delà  de  cet  orifice , ou 
en  aval  de  la  prise  d'eau,  on  pourra  la  calculer  direct  tweut,  d’après 
ce  qui  a été  dit  au  N*.  62.  Supposant  cil  effet  ttàg.  149)  la  surface 
supérieure  des  eaux  dans  le  canal , prolongée  jusqu'en  A,  et  nom- 
mant H la  hauteur  de  ce  point  au-dessus  du  centre  de  l’orifice  mn , 
on  aura  d’après  Dubuat  (62)  pour  le  cas  où  le  fond  du  canal  forme 
la  continuation  de  celui  du  réservoir 

U =6,9  \/%g[ Il — H’)  ,d’où  H— H’= 1,25  ~ 

Ces  valeurs  diffèrent  d’ailleurs  trés-peu  de  celles  qu’on  obtien- 
drait de  l’équation 

ü‘l1+(i_1R==2ÿ(H~ir) 

dans  laquelle  on  supposerait  m— 0,C7,  et  qui  se  conclut  de  l'é- 
quation du  n”.  32  en  y supposant  w=i>. 

De  plus,  la  pente  H’ — h qui  se  fait  à la  surface  des  eaux  du 
canal,  étant  ici  censée  employée  uniquement  à vaincre  la  résis- 
tance de  ses  parois,  on  a aussi 

2?(H*-ft)  = ÿL(aU-f)3U*); 

cette  nouvelle  équation  étant  combinée  avec  la  précédente,  re- 
donne celle  que  nous  avons  posée  en  premier  lieu,  en  observant 
que  »’  y est  égal  à U ’gk  , de  sorte  qu’on  peut  lui  donner  cette 
forme 

sous  laquelle  elle  ne  diffère  en  rien  de  l’équation  qui  a été  ob- 
tenue dans  le  n“.  67 , pour  le  cas  des  cabinets  d’eau  avec  tuyau  de 
conduite. 

Ce  résultat  auquel  on  devrait  bien  s'attendre,  prouve  d’ailleurs 
qu’à  circonstances  semblables , il  est  à-peu-près  indifférent  d’a- 
dopter l’une  ou  l’autre  disposition  en  dérivant  ainsi  l’eau  par  le 
fond  ou  par  la  surface,  et  la  même  conséquence  aurait  lieu  encore 
pour  le  cas  où  l’orifice  m se  trouverait  précédé  d'un  petit  réservoir 
ou  cabinet  d’eau  dans  lequel  déboucherait  une  conduite  décou- 
verte, car  on  arriverait  aux  mêmes  formules  que  pour  celui  où 
elle  est  entièrement  fermée. 
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ADDITIONS  RELATIVES  Al)  RÉGIME  VARIABLE  DES  EAUX  DANS  LES  CANAUX 
OU  CONDUITES  DÉCOUVERTES. 

Observation  préliminaire 

79.  Lorsque  le  régime  d’un  courant  d’eau  est  uniforme  dans 
toutes  ses  parties,  ce  qui  suppose  ses  sections,  sa  pente,  sa  direction 
et  les  vitesses  de  chacun  de  ses  filets  invariables,  l'inertie  ne  jouant 
absolument  aucun  rôle,  la  pression  en  ses  différens  points  est  évi- 
demment la  même  que  pour  l’état  d’équilibre  ou  de  repos  ordinaire; 
c'est-à-dire,  qu'elle  se  compose  de  la  pression  atmosphérique  or- 
dinaire augmentée  de  celle  qui  est  dûe  à la  hauteur  verticale  du 
point  considéré  au-dessous  de  la  surface  de  niveau  correspondante 
du  liquide;  de  plus,  en  raisou  des  résistances  du  lit,  il  s’établit  en- 
tre les  vitesses  des  divers  points  des  rapports,  qui  demeurent  inva- 
riables pour  tontes  les  autres  sections,  et  en  vertu  desquels  il 
devient  permis  de  substituer  les  considérations  d’une  vitesse 
moyenne  unique  à toutes  celles  dont  il  s’agit,  et  de  supposer  ainsi 
que  le  mouvement  se  fait  par  tranches  planes  parallèles;  C’est  ce 
que  Dubuat  exprime  en  disant  que  le  courant  est  réglé.  Quant  à la 
force  vive,  dans  chaque  section,  il  est  aisé  de  voir  qu’elle  surpasse 
nécessairement  d’une  certaine  quantité,  celle  qui  se  déduit  de  la 
considération  dé  la  vitesse  moyenne  relative  à la  dépense  du  cou- 
rant , ce  qui  n’empéche  nullement  les  équations  du  N”  65  d’avoir 
lieu,  puisqu’elles  sont  indépentantes  de  cette  force  vive. 

Mais  les  choses  se  passent  différemment  lorsque  la  direction, 
le  profil  et  la  pente  du  lit  varient  en  chaque  point  dn  courant,  ou 
si  seulement  cette  dernière  se  trouve  être  plus  forte  ou  plus  faible 
que  celle  qui  convient  au  régime  uniforme;  les  forces  d’inertie  et 
centrifuge  (sect.  ï,  N°  13  et  14)  jouant  alors  un  rôle  tout  particulier, 
pour  altérer  les  vitesses  et  les  pressions  en  chaque  point , altéra 
tion  auxquels  correspondent  à la  surface  supérieure  et  libre  du 
courant  des  dénivellations,  qui  mentionnent  l’équilibre  entre  le 
pressions  dues  aux  forces  motrices  et  celles  qui  proviennent  du 
poids  seul  du  liquide.  Toutefois,  lorsque  les  changeraens  s’opèrent 
avec  lenteur  et  graduellement,  de  sorte  que  les  sections  et  le  ré- 
gime-varient  peu  dans  une  étendue  assez  grande  du  courant,  cir- 
constances qui  se  présentent  fréquemment,  tant  pour  les  canaux 
artificiels  que  pour  les  rivières , on  ne  risquera  probablement  pas 
de  se  tromper  d’une  manière  appréciable,  en  admettant  encore  que 
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le  régime  se  trouve  réglé  à peu  près  comme  s'il  était  rigoureuse- 
ment uniforme  et  que  la  pression  en  chaque  point  y est  mesurée 
comme  on  vient  de  le  lire.  Considérant  d’ailleurs  le  mouvement 
comme  se  faisant  toujours  par  tranches  planes  perpendiculaires  à 
la  direction  du  courant  et  animées,  en  tous  leurs  points,  d’une  vi- 
tesse moyenne  égale  à celle  qui  se  déduit  de  la  dépense  divisée  par 
leur  aire,  on  parvient  par  l’application  du  principe  des  forces  vives,  . 
à plusieurs  résultats  utiles  pour  la  pratique  et  que  confirme  plei- 
nement l’expérience. 

Application  du  principe  des  forces  vives  aux  courons  à régime 

variable. 

80.  Soient  AB,  CD  (fig.  150)  deux  sections  transversales  d'un 
pareil  courant,  perpendiculaire  à la  directrice  B6B’  de  son  lit  et 
dont  O etO’  sont  les  aires,  U et  U’  les  vitesses  moyennes  respecti- 
ves. Soit  ab  une  section  intermédiaire  quelconque  ayant  pour  aire 
o>,  pour  périmètre  mouillé  <3,  pour  vitesse  moyenne  u et  dont  la  * 
distance  B 6 à AB,  mesurée  sur  le  développement  de  la  directrice 
du  lit,  soit  représentée  par  l,  celle  de  CD  à AB  l’étant  par  L.  Nom- 
mant de  plus 

dSi  la  masse  liquide  qui  s'écoule  par  chaque  tranche  pendant d t , 

Il  la  densité  ou  le  poids  de  l’unité  de  volume  du  liquide, 

Q la  dépense  par  seconde, 

H et  H’  les  hauteurs  du  niveau  supérieur  A et  C de  l’eau, 
dans  les  sections  AB  et  CD,  au-dessus  d’un  plan  horizontal 
inférieur  quelconque , 

H,  et  H’,  celles  des  centres  de  gravité  G et  g de  AB  et  CD  au- 
dessus  du  même  plan  , 

h cl  K leurs  hauteurs  respectives  au-dessous  des  po  ints  supé- 
rieurs A et  C. 

Lu  quantité  d'action  imprimée  par  la  gravité  au  fluide  pendant 
dt  et  depuis  la  section  AB  jusqu’à  celle  CD  aura  évidemment  pour 
valeur 

ÿdM(H,-ir.)  ; 

quant  à celles  que  lui  impriment,  en  sens  contraire  et  dans  le  même 
temps,  les  pressions  exercées  perpendiculairement  à la  surface  des 
sections  dont  il  s’agit , on  remarquera  que  la  somme  de  ces  pres- 
sions a respectivement  pour  valeur 

en  AB  flOA , en  CD  flO’A’, 
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développant  les  quantités  de  travail  élémentaires 

nOAüdt=n0d‘-*=9rfMA  et  — nO’VUd<= — gdMh' 
dont  la  somme , censée  agir  de  bas  en  haut,  est  ainsi  égale  à 
g<M{h — h')  ; 

cette  quantité  devant  s'ajouter  à celle  qui  se  rapporte  à l’action 
de  la  gravité  , on  aura  pour  la  travail  dû  à la  fois  à toutes  ses 
forces 

H’,— A’)=srfM(H— H’) 

résultat  qui , à la  rigueur,  pourrait  être  considéré  comme  évident 
<i  priori. 

La  quantité  de  travail  détruite  pendant  l’instant  dt  par  la  résis- 
tance des  parois  du  canal  sur  la  tranche  en  ah,  pouvant  être  encore 
ici  exprimée  par  la  formule 

dM  . au-f/5"2]» 

il  est  clair  qu’on  aura  (29)  d’après  l'équation  des  forces  vives  et  en 
supprimant  le  facteur  dM  commun  à tous  les  termes  , 


^4a  (a  -*.■><«. 

équation  dont , pour  plus  d’exactitude  , (71)  le  premier  membre 
devrait  être  multiplié  par  un  facteur  constant , à déterminer  par 
expérience,  et  qui  en  attribuant  à a et  13  les  valeurs  rapportées  au 
N*  66  , donnerait  U en  fonction  de  L,  si  l'on  connaissait  la  loi  qui 
lie  entre  elles  les  quantités  û,  &> , u et  l de  manière  à pouvoir  in- 
tégrer immédiatement  la  touction  sous  le  signe  qui  représente  le 
travail  des  résistances. 

Pour  découvrir  cette  loi  on  observe  qu’en  remplaçant  les  sec- 
tions quelconques  AB  et  CD  , par  deux  sections  infiniment  voisi- 
nes ab  et  a’6’ , le  principe  des  forces  vives  donne  également , 

-i-  du  —udu=gdU — j-  (zu-j-/3uQ)dJ; 


dll  représentant  la  hauteur  verticale  du  point  o au-dessus  du 
point  a'  du  niveau  supérieur,  de  sorte  qu'elle  est  négative  lorsque 
a se  trouve  situé  plus  bas  que  a’  et  positive  dans  le  cas  contraire. 


Equation  différentielle  du  mouvement  des  tranches  et  remarque 
à ce  sujet. 

81.  Nommons  (fig.  151)  f l’angle  que  forme  avec  l’horisontale 
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l’élément  bb'=dl  de  la  directrice  du  canal  , y la  profondeur  ab  du 
courant  au-dessus  du  point  b , mesurée  suivant  la  perpendiculaire 
à cette  directrice.  Par  le  point  a menons  à 66’  la  parallèle  ac , 
rencontrant  en  c l’ordonnée  o’6’  voisine  de  ab  et  par  le  point  a’ 
l’horizontale  a’a’,  rencontrant  en  a’,  la  verticale  du  point  a r on 
aura  évidemment 


ac=dl , a'c^dy  et  aa\~—  dH. 

Projetons  également  le  point  c en  c,,  sur  la  verticale  de  a par  l'ho- 
rizontale cc , ; on  aura  finalement 

— dH=aa’,~ c—ae=a'c  cos  y— oc  sin  f~dy  cos  y— dl  sin  y 
et  par  suite 

udu=gdl  sin  a — gdy  cos  a — — (xu-j-Su')dl. 

Mais  on  a 

Q^oiu,  u=  ~ • du= — ; 

b)  £0* 

d’ailleurs  tu  , â>  et  y sont  des  fonctions  données  de  l et  y , donc 
l’équation  ci-dessus  établit  une  relation  nécessaire  entre  l,  y,  dl  et 
dy  qui  , étant  intégrée  dans  chaque  cas  particulier , donnera 
la  forme  du  profil  Aae  (fig.  loi)  de  la  surface  supérieure  du  cou- 
rant. 

Cette  équation  est , aux  notations  près  , celle  qui  a été  obtenue 
par  M.  Bélanger  , dans  un  fort  beau  mémoire  ayant  pour  titre  ; 
Estai  sur  la  solution  numérique  de  quelques  problèmes  relatifs  au 
mouvement  permanent  des  eaux  courantes  (Paris  1828)  et  dont  il  a 
déduit  plusieurs  conséquences  ntiles  , conformes  aux  résultats  des 
expériences  faites  par  M.  Bidonc  , sur  les  remous  ou  gonflements 
d’eau  produits  par  le  barrage  des  courants  (Mémoire de  l'Académie 
de  Turin  , tome  25  , année  1820).  Cette  môme  équation  se  trouve 
rapportée  dans  la  rédaction  des  leçons  de  I’Iiiver  de  1828  , époque 
à laquelle  le  travail  de  M.  Bélanger  n'avait  point  encore  paru  et 
elle  y est  spécialement  appliquée  aux  canaux  à profils  rectangu- 
laires constants  avec  pente  uniforme  , qui  intéressent  plus  parti- 
culièrement les  usines  hydrauliques  et  donnent  d’ailleurs  lieu  à 
des  solutions  faciles  (*). 

(*)  L’Académie  royale  de  Metz  avait  proposé  pour  sujet  du  concours  en 
1 827  , la  question  suivante  : Déterminer  la  court*  que  forme  une  eau  cou- 
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Intégration  par  approximation  dt  l'équation , dans  le  cas  où  le 
profil  du  lit  et  la  pente  du  courant  sont  constants. 

82.  Supposant,  en  effet,  le  profil  transversal  du  lit,  invariable 
et  la  pente  uniforme  de  sorte  que  f soit  donné,  nommant  d'ailleurs 
x la  largeur  horizontale  du  lit  h la  surface  supérieure  de  la  section 
&>,  on  aura  évidemment 

dta—xdy  et  par  suite  du  — dy= — xdu ; 

1 tu*  or  17  u J 

substituant  cette  dernière  valeur  dans  l’équation  générale  dont  il 
s'agit , on  en  déuira 

II*  ^ 

x — g co  s f 

d/= — - — 

~ (ocu-f£u3)  — g sin? 

Pour  intégrer  le  second  membre  de  cette  équation , on  se  don- 
nera une  série  de  valeurs  équidistantes  [de  y,  à compter  de  celle 
y’ qui  répond  à la  section  du  canal  pour  laquelle  l—o  et  qui  est 
censée  connucà  priori  ; on  eu  déduira  facilement  les  valeurs 
correspondantes  de  u,  ù,  u et  par  suite  celle  de  la  fraction  qui 
multiplie  dy  ; appliquants  ces  résultats  la  méthode  de  Thomas 
Simpson  (sect.  I,  N°.9)  on  obtiendra,  sans  beaucoup  de  peine,  les 
valeurs  de  l qui  correspondent  à celles  dont  il  s'agit,  ce  qui  fera 
connaître  la  loi  môme  du  mouvement, 

S’il  s’agit  en  particulier,  d'un  canal  à section  rectangulaire  et 
constante,  dont  6 soit  la  largeur  horizontale,  on  aura, 

\r=6,  w=6y,  ü—  5f2y,  «==^7-==^-»  ii,—  bdy= 

et  par  suite 

■■  6Q9— gcosy&>,  = *Q  — geoey^y» 

Q(è’‘+2'a)(a'')-f-/;Q)-ÿsin'.6'.i3  ' Q(6-j-2y)(«frÿ-):/:Q)-3sin^y 

L’intégrale  générale  de  chacune  de  ces  équations  donnerait  la 
loi  qui  lie  les  valeurs  de  l à celles  de  u on  de  y.  Quant  à la  relation 
entre  I et  u elle  serait  donnée  par  l’intégration  de  cette  3e.  équation. 

rantc  en  amont  d'un  barrage  ; question  qui  se  rattache  à celle  dont  il  s'agit 
ici  et  qu’a  parfaitement  résolue  M.  Bclanger  dans  son  mémoire  , mais  que 
l'Acadcmie  désirait  voir  accompagnée  d’expérience»  spéciales  sur  la  forme 
de»  remous. 
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QtQgcos? — bu’) . 

uJ{(6’u-|-2Q)(att-f /Su)— ysin^ùQ 

mais  cette  intégration,  aussi  bien  que  les  précédentes,  exigeant  la 
résolution  d’une  équation  du  3e.  degré,  tant  que  sin  f ou  la 
hauteur  de  pente  par  mètre  courant  ne  sera  pas  nulle,  il  sera 
plus  simple  de  procéder,  comme  il  a été  indiqué  ci-dessus,  par 
voie  d'approximation. 

On  trouvera  d’ailleui's  dans  le  mémoire  de  M.  Bélanger  , 
diverses  applications  numériques,  que  MM.’ les  Elèves  feront  bien 
de  consulter  et  qui  montrent  que  les  calculs  ne  sont  pas  aussi 
compliqués  qu'on  pourrait  se  l’imaginer  d'abord. 

Conséquences  diverses  qui  résultent  de  l'équation  ci-dessus. 


83.  Revenant  à l'équation  générale 
u3 

— x — o cos V 

dl  = - rfy 

-^-(a«4-/3u3)  — ysin?» 


on  remarquera  que  si,  en  donnant  différentes  valeurs  consécutives 
à y,  d’où  résultent  celles  de  <a,  û et  »,  le  dénominateur  de  la 
fraction  devient  nul  avant  sont  numérateur,  ou  aura  en  même 
temps. 

-~(*u+0u*)—gsinç>='O, 

Ce  qui  indique  évidement  (65),  que  le  régime  est  devenu 
uniforme  pour  la  valeur  correspondante  de!,  ou  que  la  surface' 
supérieure  de  l’eau  est  devenue  parallèle  au  fond  du  lit  ; mais 
comme  avant  l'instant  dont  il  s'agit,  dl  acquiert  des  valeurs  très- 
grandes,!  croit  aussi  d’une  manière  très-rapide;  de  sorte  que  ce  n’est 
pour  ainsi  dire  qu'à  une  distance  infinie  que  le  régime  devient 
rigoureusement  uniforme. 

Si  au  contraire  le  numérateur  de  la  fraction  ci-dessus  devien 
nul  avant  son  dénominateur,  on  aura  à la  fois 


m 3 dy 

-x-g  cos?=o, 


ce  qui  annonce  que  la  surface  supérieure  de  l'eau  est  devenue 
verticale  pour  la  valeur  correspondante  de  u ou  de  l ; et  comme 
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les  valeurs  de  dl  changent  de  signe  à compter  de  ce  point  ; on  voit 
que  cette  surface  devrait  revenir  sur  elle-même;  ce  qui  présente 
une  absurdité  manifeste  cl  montre  qu’aux  environs  du  point  dont 
il  s’agit , l’hypothèse  du  parallélisme  des  tranches  devient  inad- 
missible et  qu’il  se  produit  un  changement  brusque  dans  le  régime 
du  courant. 

Confirmation  de  ces  conséquences  par  l'expérience  ; des  remous  et  des 

ressauts  qui  se  forment  dans  les  courons  barrés  transversalement. 

84.  En  rapprochant  ces  conséquences  du  résultat  des  expériences 
de  M.  Bidone  sur  les  courans  barrés  transversalement  (fig.  452),  et 
dans  lesquels  l’eau  est  contrainte  de  s’élever  ou  de  gonfler  jusqu'à 
une  certaine  distance  en  amont,  à laquelle  son  niveau  se  déprime 
brusquement  et  forme  un  ressaut  avec  le  surplus  du  courant , en 
faisant , dis-je,  ce  rapprochement,  M.  Bélanger  en  conclut  que  la 
formule  ci-dessus  représente,  d’une  manière  satisfaisante , les  dif- 
férentes circonstances  du  phénomène. 

Nommant  d'ailleurs  U la  vitesse  moyenne  dans  la  tranche  d’a- 
mont AB,  qui  précède  immédiatement  le  ressaut,  U’  celle  de  la 
tranche  d’aval  CD , H — H’  la  différence  de  hauteur  entre  les  points 
supérieurs  de  ces  tranches  respectives , on  a 

U’3 — U3=2j(H — H’)  ou  -IL ; 

relation  qu’on  déduit  immédiatement  de  celle  du  N*  70  ci-dessus  , 
en  négligeant  les  résistances  dans  la  petite  étendue  du  canal  com- 
pris entre  AB  et  CD , et  qu’avec  M.  Bélanger  on  peut  traduire  en 
disant  que  la  hauteur  du  ressaut  est  égale  à la  différence  des  hau- 
teurs dites  aux  vitesses  du  courant  en  amont  et  en  aval  de  ce  ressaut. 

Cette  proposition  se  trouvant  vérifiée  à peu  près  rigoureusement 
par  les  résultats  des  observations  de  M.  Bidone,  il  en  résulte  que 
le  changement  de  régime  du  courant  se  fait  sans  perte  sensible  de 
force  vive , ce  qui  tient  à ce  qu’il  n’y  a point  ici  de  tourbillonne- 
ment ou  de  divergence  dans  le  mouvement  des  filets  fluides,  comme 
cela  aurait  lieu  si  le  canal  présentait  par  lui-même  un  rétrécisse- 
ment brusque  à l’endroit  dont  il  s'agit  (24). 

Détermination  de  la  hauteur  du  ressaut. 

85.  Supposant  également,  avec  ce  savant  ingénieur,  que  le  canal 

65 
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soit  rectangulaire  et  sa  pente  très-faible,  nommant  h lu  profondeur 
en  AB,  A’  celle  en  CD  et  ebfin  ■ la  hauteur  effective  H' — H du  res- 
saut , on  aura  sensiblement 


Ï=A’-A,  irw_uw__ü*; 


et  par  suite 


H’  11  î_2?r  e+A)3i; 


d'où  l’on  tire,  en  posant  , 

*-f“ *+\/  *(x  + *) 

«pii  servira  à calculer  \ quand  h et  U seront  données. 


Manière  dont  on  détermine  la  vitesse,  la  section  et  la  dépense  au 
débouché  inférieur  du  courant. 


86.  Comme  le  régime,  à la  prise  d’eau  d’un  canal,  dépend  essen- 
tiellement de  celui  qu’il  acquiert  en  aval  ou  au  débouché,  et  que 
ce  premier  régime  peut  dépendre  aussi , comme  on  l’a  vu  au  N°  58, 
le  produit  ou  la  dépense  qui  se  fait  par  l’orifice  d’alimentation , on 
devra  d’abord  s’occuper  de  ce  qui  se  passe  au  débouché,  soit  pour 
calculer  directement  la  dépense,  par  les  règles  expliquées  précé- 
demment, soit  pour  en  déduire  au  moins  la  hauteur  et  la  vitesse 
des  sections  en  ce  point,  de  manière  à être  en  état  de  déterminer, 
de  proche  en  proche,  comme  nous  l’avons  déjà  expliqué  ci-dessus , 
le  régime  du  canal  dans  ses  sections  successives  et  à compter  de 
celles  dont  il  s’agit  en  remontant  vers  la  prise  d’eau. 

Par  exemple,  dans  le  cas  de  la  fig.  loi  ci-dcssus,  où  le  canal  est- 
supposé  terminé  par  un  barrage  en  déversoir,  on  aura  pour  déter- 
miner la  dépense  ou  la  hauteur  H’  de  l’eau  au-dessus  du  sommet 
de  ce  barrage  (55)  la  formule 

Q=0,4/H  '\J  ^H’+ -^)~0’U* 

si  cette  aire  est  comparable  à l’aire  U’  de  la  section  du  canal  pour 
laquelle  on  relève  la  charge  maxiraa  H’  et  dont  la  vitesse  moyenne 
est  représentée  par  U’. 
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La  dernière  équation  donnera  U’  et  par  suite  Q,  si  O'  et  H ont 
été  relevés  directement,  ou  H'  et  U’  si  Q est  connu  d priori , en 
observant  que  O’  est  fonction  de  H’  et  de  la  hauteur  du  barrage. 

Les  mêmes  formules  sont  d’ailleurs  applicables  quelle  que  soit 
cette  hauteur  du  barrage,  qui  peut  être  ainsi  nulle,  pourvu  tou- 
jours que  le  canal  débouche  librement  dans  l'air. 

Si,  au  contraire  (fig.  155),  il  débouche  dans  un  réservoir  ou  cou- 
rant d’eau  inférieur,  dont  le  niveau  général  est  connu,  on  aura 
bien  la  profondeur  d’eau  à la  section  O’  au  débouché,  mais  non  pas 
U’  et  Q,  qu’il  faudra  déterminer  par  des  observations  directes,  en 
se  reportant,  par  exemple,  à la  prise  d'eau  ou  à une  partie  du 
courant  dont  le  régime  soit  sensiblement  uniforme  et  dont  la  dé- 
pense puisse  être  ainsi  jaugée  (66). 

Si  enfin  le  sommet  du  barrage  s'élève  au-dessus  du  niveau  de 
l’eau  dans  le  canal  et  que  l’orifice  soitplacé  près  de  son  fondet  limité 
à l’ordinaire  par  une  vanne  (154) , on  se  servira  pour  le  même  objet 
des  formules 


Q=0’U’=m«V, 


u,  v et  m étant  l'aire,  la  vitesse  et  le  coefficient  de  contraction  de 
la  dépense,  qui  se  rapportent  à l’orifice  qu’on  suppose  déboucher 
librement  dans  l’air. 

Détermination  du  régime  du  courant  à compter  du  débouché 
inférieur. 


87.  Les  quantités  O’, U’  étant  ainsi  connues  par  la  section  O’  du 
canal  voisine  du  débouché,  on  procédera  au  calcul  des  valeurs  suc- 
cessives de  l comptées  de  cette  même  section , par  la  formule  du 
N"  75,  dans  laquelle  on  devra  ici  changer  le  signe  de  dl  ou  du  fac- 
teur de  dy , puisque  nous  partons  des  sections  inférieures  du  canal; 
on  aura  donc  la  relation 


i 


f= 


g cos?  — — x 


— (ou  -f-  jSu3)  — g sin  » 
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qui  fera  connaître  la  forme  de  la  surface  supérieure  du  courant , 
jusqu’à  l’endroit  du  ressaut,  s’il  en  existe  ou  jusqu’à  la  prise  d’eau 
en  AB,  si  cette  surface  est  exactement  continue,  de  sorte  que 

U* 

g cos  9 x 

ne  devienne  jamais  nul  pour  l’intervalle  considéré. 

Dans  le  premier  cas,  la  position  du  ressaut  sera  déterminée  , 
ainsi  que  sa  hauteur  |,  au  moyen  des  relations  exposées  ci-dessus; 
ce  qui  fait  connaître  aussi  le  régime  dans  la  section  d'amont  du 
courant,’ d’où  l’on  déduira  ensuite  celui  qui  a lieu  dans  les  diffé- 
rentes sections,  jusque  tout  près  de  la  prise  d’eau,  en  procédant 
toujours  de  la  même  manière,  à l’aide  de  l’intégrale  qui  donne  f. 
Ce  cas  se  rapportant  généralement  à celui  où  la  pente  du  canal 
est  très-forte  et  la  vitesse  à la  prise  très-grande,  on  voit  que 
la  dépense  y sera  à-peu-près  la  même  (58) , que  si  le  canal 
était  enlevé. 

Influence  du  régime  du  courant  sur  la  dépense  et  la  chûte  qui  se 
forme  à la  prise  d'eau. 

88.  D’ailleurs,  l’intégrale  ci-dessus  met  à même  de  prévoir  dans 
certains  cas,  si  les  résistances  du  canal  peuvent  exercer  une  in- 
fluence sur  le  mode  de  l’écoulement  de  la  veine  sortant  de  l’orifice 
d’alimentation;  car  si,  aux  environs  de  cet  orifice,  les  valeurs  de 
l croissent  dans  le  même  sens  que  celles  de  « ou  y,  c’est-à-dire  si 
le  facteur  de  dy 

g cos  9 x 

— 9 sin  ? 

y est  positif,  ce  sera  un  signe  certain  que  l’action  de  la  gravité  suf- 
fit et  au-delà,  pour  vaincre  les  résistances  du  canal  : de  sorte  que 
la  présence  de  celui-ci  ne  pourra  altérer  en  aucune  façon  la  dé- 
pense, même  dans  le  cas  où  il  formerait  le  prolongement  exact  des 
bords  de  l’orifice  et  à fortiori  dans  tous  ceux  où  il  s’en  trouverait 
détaché  de  toutes  parts.  Mais,  s’il  en  est  autrement,  la  dépense 
pourra  être  altérée , comme  on  l'a  vu  (N"  58) , suivant  une  loi  qui 
reste  encore  à déterminer. 

Quant  au  cas  où  le  calcul  annoncerait  que  le  ressaut  est  situé  à 


\ 
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une  distance  du  débouché  du  canal  plus  grande  que  celle  qui  ré- 
pond :1  l’orifice  d’alimentation  , la  veine  et  cet  orifice  se  trouvant 
en  tout  ou  partie  recouverts  par  le  remous  ou  gonflement  du  ca- 
nal , sur  une  hauteur  que  le  calcul  aura  mis  à même  d’apprécier  , 
la  chute  qui  se  fait  à la  prise,  pourra  être  déterminée  au  moyen 
des  formules  du  N°  78. 

On  voit  par  cette  discussion,  comment  on  peut  découvrir  à priori 
et  de  proche  en  proche , l'état  ou  le  régime  d’un  courant  d’eau  en 
ses  différents  points  et  la  hauteur  de  chute  qui  se  forme  aux  en- 
droits où  il  éprouve  un  changement  brusque  ; mais  on  a dû  s’a- 
percevoir que  cela  suppose  expressément  que  la  dépense  ou  la 
vitesse  et  la  section  soient  données  à priori  ou  par  l’observation 
en  un  certain  point  et  lorsque  le  régime  est  devenu  permanent. 
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TABLE  dos  hauteurs  correspondantes  à différentes  vitesses,  les  unes  et 
les  autres  étant  exprimées  en  mètres. 
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TABLE  des  hauteurs  correspondantes  à différentes  vitesses,  les  unes  et 
les  autres  étant  exprimées  en  mètres. 
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TABLE  îles  hauteurs  correspondantes  à différentes  vitesses,  les  unes  et 
les  autres  étant  exprimées  en  mètres. 
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TABLE  des  logarithmes  hyperboliques,  calculée  de  200*  en  100'  d’uuité, 
depuis  t, 00  jusqu’à  10,00  et  d'unité  en  unité  depuis  10  jusqu’à  100. 


,00  0,000000011,57  0,314810711,71  0,5338851  2,11 


1.01  0,0099505  1.38  0,5220X3  S 1 ,75;0.539GI57  2. 12 

1.02  0,0198026  1,59  0,5295037  1,76  0.565513x2.15 

1,05  0,0295588  1,40  0,3364722  1.77  0,67(97952.14 

1.04  0.0392207  1 ,tl  ! 0.3 4558U7  1,78  0,57661 53 j2, 15 

1.05  0.0187902  1,42  0,5506568  1.79  0,5822156  2,16 

1.06  0,0582689  1,45  0,5576744  1.80  0,5877866  2.17 
.07  0,0676580  1.44  0,3646431  1.81  0,5955268  2.18, 
,08  0,0769010  1,46  0,3715635  1.82  0,5988565  2,19 

1.09  0,0861777  1.46  0,5784564  1,85  0,6045159  2.20; 

1.10  0.0955102  1,47  0.3852024  1,84  0.6097655  2,21 

1.11  0,1043600  1,48  0,3920420  1,85  0,6151856  2,22 
,12  0.1135287  1,19  0,3987761  1,80  0.6205764  2,25 
,13  0,1222176  1,50  0,40540;;  I 1.87  0,6259384  2,2  4 

1.14  0.1310285  1,51  0.4121096  1.88  0.6312717  2,25 

1.15  0.1397619  1.52  0.4187103  1.89  0.6365768  2,26 
,10  0,1484200  1.53  0,4252677  1,90  0.6418538  2.27 
.47  0,1370037  1.54  0,4317824  1.91  0,6471032  2.28 

1.18  0,1653144  1,35  0.4382549  1,92  0,6525251  2,29 

1.19  0,1759555  1,36  0,4446838  1,93  0,6575200  2,30 
,20  0,1823215  1.57  0,4510730  1,94  0,6626879  2.51 
,21  0.1906203  1,58  0,4574248  1,95  0.66,8293  2,52 

1.22  0,1988308  1,59  0,4637340  1.96  0,6729444  2.35 
.23  0,2070141  1,00  0,4700036  1.97  0,6780355  2.34; 

1.24  0,2131115  1.61  0,4762341  1,98  0,6830968  2,39; 

1.25  0,2231455  1,62  0.4824261  1.99  0.6881546  2,36 

1.26  0,2511117  1,63  0.4885800  2,00  0.6931472  2.57 

1.27  0.2390169  1,64  0,4916902  2,01  0,6981547  2,38 

1.28  0.24G8000  1.65  0.5007752  2,02  0,7030974  2.39 
I,29j0.2346422  1,66  0,5068175  2,03  0,7080557  2.40 
1.30  0,2623642  1,67  0.5128256  2.04  0.7129197  2.41! 
1,5!  0,2700271  1,68  0,5187937:2,05  0,7178597  2.42 
1.32!0.27763I7  1,69  0,5247285,2,06  0,7227059  2,45 
1 .3310,285 1789 ! 1 .70  0,5306282  2,07  0,7275485  2,44 

1.34  0,2926696  1,71  0.5364933  2.08  0,7323678  2,45 

1.35  0,500104511,72  0.5423242  2.09  0.7371G10  2,46 
4,36(0,3074846  1,73  0,548121 4 2,10  0,7419575  2,47 
1,37.0,3148107  1,74  0,5338851  2,11  0,716687912,48 


0,7466879  2,48 
0.7514160  2,49 
0,7561219  2,50 
0.7608058  2,51 
0,7654678  2.52 
0.7701 082|2, 53 
0.7747271  2.54 
0,779324812,56 
0,7839015  2,50 
0,7884573  2,57 
0,7929925  2,58 
0,7975071  2,59 
0.8020015  2.60 
0,8064758  2,61 
0.8109302  2.02 
0,8153648  2.03 
0.8197798  2.64 
0.8241754  2,65 
0,8285518  2,06 
0,8329091  2.67 
|(). 8372475  2.G8 
0.8415671  2,69 
0.8438682  2.70 
0.8501509  2.71 
’0, 8544155  2.72 
,0,8586616  2,73 
0,8628809  2,74 
0.8671004  2,75 
]0.8712933  2.76 
0,8754687  2,77 
[0,8796267  2.78 
0.8857675  2,79 
0.8878912  2.80 
0.8919980  2.81 
'0,8960880  2.82 
0,9001613  2,83 
0,9042181  2.84 
:0.9Ü8258!i 


0,9082585 
0,9122826 
0,9162907 
0,9202827 
0,9242589 
0,9282193 
0,9321640 
0.9560935 
0,9400072 
0,9439058 
0,9477893 
0,9516578 
0,0555  11  4 
0,9593502 
0.9651743 
0.9669838 
0.9707789 
0.9745596 
0,9783261 
0,9820784 
0,9858167 
0,9899411 
0,9932517 
0.9969486 
4,0006318 
1,0043015 
1.0079579 
1,0116008 
1,0152306 
1,0188473 
1.0224509 
1.0260415 
1.0296194 
1,0331844 
1,0367368 
1.0102766 
1.0438040 
1,0473189 
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I ABU;  lies  logarithmes  hyperboliques,  calculée  de  100”  en  400*  d'unité 
depuis  1,00  jusqu’à  10,00  et  d’unité  en  unité  depuis  10  jusqu’à  100. 


S5 


,85 

,86 

.87 

,88 

,8'J 

,00 

.»<! 
,flâ 
,93 
,9 1 j 
,9U 
,96 
,07 
,1)8 
,»u! 
,00; 
.01 
.02 
,05 
,04 
,05 
.06 
,07 
,08 
,00 
,io| 
,n 
.12 
,13 
.14 
,15 
,16 
,171 
,18 
,19 

3.20! 

3.21 

3.22 

3,251 

3,24 


.0473189 
.0508216 
.0545120 
,0577902 
,0612364 

,0647107  5.29 


sc 


3.24 

3.25 

5.26 

3.27 
'3,28 


.0681530 
.0715836 
,0750024 
,0781095 
,0818031 
,0851892 
,0885619 
,0919233 
.0952753 
,0986123 
,1019400 
,1052568 
.1085626 
.H’ 8575 
,1151415 
,1184149 
.1216775 
,1249295 
.1281710 
,1314021 j3, 49 
,1346227  3,50 
,1578330  3,51 


•>,o0 

3.31 

3.32 

3.33 
5,54 

5.33 
3,56i 

3.37 

3.38 
3,39 1 
3.40, 

3.41 

3.42 

3.43 

3.44 

3.45 

3.46 

3.47 
>3.48 


,1410330 
,1442227 
.1174024 
,1505720 
,1557315 
,1568811 
.160020913^8 
,1631598  3,59 
,1662709  3,60 
,1693813  3.61 
,1724821  3,62 
,175575515,65 


5.52 
[3,53 
|3,54 

3.53 
:5,56 
3,57 


SC 


,1755733 
,1786519! 
.1817271 
.1847899 
,1878434 
,1908875 
,1939224 
,1969481 
,1999647 

•••2029722  

.2059707  5.751 
,2089603  5,71 
,2119409  3,75 
,21*9127  3,76 
,2178757  3,77 
,2208299  3,78 
,2237754  5,79 
,2267122  3,80 


3,65 

,64 

3.65 

3.66 
3,67, 
3,68 
c,69 
3,70 
5,7 1 1 
3,72 


,2296105 

,2325605 

,2354714 

,2383742 

,2*12685 

.2441545 

,2*70322 

,2499017 

,2527629 

,2556160 


3.81 

3.82 

3.83 

3.84 

5.85 

3.86 

3.87 

3.88 

3.89 

5.90 


• 25S4G09  3,91 
,2612978  5,92 
,2641266  3,93 
.2069475  3,94 
,2697605!3,95i 
,2725655:3,96 
,2755627  5,97j 
,2781521!  3, 98 
,2809338  3,99 
,2837077  4.00 
,2804740'*,01 
,2892526  *,02| 


,2892320 
.2919836 
,2947271 
.2974631 
,5001916 
.5029127 
,3056264 
,5085328 
,3110318 
,5137236 
,5164082 
,5190856 
.3217558 
,3244189 
,3270749 
,3297240 
,3323660 
,5350010 
,5576291 
,3402504 
,5428648 
,3454723 
,3180751 
,3506671 
.j.i.j2ïit4 
,3558551 
,3584091 
,3609765  4,29| 
,5635575  4,30 
,3660916  4,31 
.3686594!  4,52 
.571  1807.4,55 
,5737156  4,54 
,3762140  4,55 
,3787661  4,36] 
.38l2K18i4,37 
,5837912  4,38 
,3862943:4,39 
,3887912  4,40 
,3912818,4,41 


*,02 

*,03 

*,04 

4.05 

4.06 

4.07 

4.08 

4.09 

4.10 

4.11 
*,12 
4,15 

4.14 

4.15 

4.16 

4.17 

4.18 

4.19 
4.20] 

4.21 

4.22 

4.23 

4.24 

4.25 

4.20 

4.27 

4.28 


~ 

E 

o 

SC 


,391 281 8j 
,5937663 
,3962446 
,5987168 
,4011829 
,4036429 
.4060969 
,4085449 
,4109869 
,4151230 
.4158531 
,4182774 
.4206957 
,4251085 
,4255150 
,4279100 
,43031 12 
.4327007 
,4350845 
,4374626 
,4398351 
.4422020 
,4445652 
.4469189 
,4492691 
,451643814,66 
.4539530  4,07 
,4562867  4.68 
.4586149.4,69 
.4609379  4.76 
.4652355  4,71 
.4655675  4,72 
,4678745  4,73 
.4701758  4,74 
,4724720  4. 7S 
.4747650  4.79 
,4770487  4,77 
.4793292  4,78 
,4816045  4.79 
,4838746  4,80 


4.41 

4.42 

4.43 

4.44 

4.45 

4.46 

4.47 

4.48 

4.49 

4.50 

4.51 
|4,52 

4.53 

4.54 

4.55 

4.56 

4.57 

4.58 

4.59 

4.60 

4.61 

4.62 
1 4 ,65 
4,64 
|4.65 


,4838740  I 

,4861396  I 

,4883995  I 

,4906545  1 

,4929040 

,4931*87 

.4973883 

,4996250 

.5018527 

.3040774 

,5062971 

,5085119 

,5107219 

.5129269 

,5151272 

,5173226 

.3195133 

,5216990 

,5258800 

,3260563 

,5282278 

,5305947 

,5325568 

,53*7143 

,5368672 

,5390154 

,5411590 

.5432981 

,5454325 

.5475623 

.5*9687» 

.5518087 

,5559252 

,3560571 

.5581*46 

,5602476 

■5023462 

.3044405 

.566530* 

,5686159 


— 524  — 


TABLE  des  logarithmes  hyperboliques,  calculée  de  100*  en  lOO®  d’unité, 
depuis  t, 00  jusqu'à  10,00  et  d’unité  en  unité  depuis  10  jusqu'à  100. 


.8680159(5,19  1 
,5706971 15,20  1 
,5727739  5,21  t 
,5748464  5,22  i 
,57091 47  5.23  I 
,5789787  5,24  t 
,5810384  5,25  t 
,5830939  5,26  t 
,5851452  5,27  1 
.5871925  5,28  1 
,5892352  5,29  1 
,5912739  5,30  1 
,5955085  5,31  1 
,5953389  5,32  1 
.5973653  5.53  I 
.5993875  5,34  1 
,6014057  5.35  1 
,6031198  5,36  1 
.6054298  5.37  1 
,6074358  8,38  1 
.6094379  5,59  1 
.6114559  5,40  1 
.6134300  5.41  1 
,6154200  5.42  1 
,6174060  5,43  1 
,6193882  5,44  1 
.6213664  5,45  1 
,6233408  5.46  I 
.6255118  8.47  1 
,6272778  5,48  1 
,6292405  5.49  1 
.6311994  5,50  1 
.6531544  5,51  1 
,6351056  5.52  1 
,6370530  5.55  1 
,6389967  5.54  :i 
,6409365  8,55  1 
.6428720  5,5611 
.6418050  5,57 11 
,6467356  5,58  1 


,6467356  5,58  1 
,6480886  5,59  1 
.6505798  5.60  1 
.6524974  5,61  1 
,6544112  5.62  1 
,6563214  5,63  1 
,6582280  5,64  1 
,6601510  5,65  1 
.6620303  5,66  1 
,6659260  5,67  1 
,6658182  5,68  I 
.6677068  5,69  1 
.6695918  5,70  1 
.6714733  5.71  1 
.6733512  5,72  1 
,6752256  5.73  1 
,6770965  8,74  1 
,6789639  8,75  1 
,6808278  8,76  1 
,6826882  8,77  I 
.684515315.78  1 
,6863989  5,70  1 
.6882491  5.80  il 
.6900958  5,81  I 
,6919391 S 5,82  1 
,6937790  5.83 11 
.6956155(5,84  I 
,0974487  5,85 11 
.6992786  5.80I1 
,7011051  5,87  il 
,70292S2l5,88|  I 
.7047181  5.89  1 
.7065646  5,90  I 
,7083778  5,91  I 
.7101878  5,92  I 
,7119944  5,95  1 
.7137979  5,94  1 
.7155981  8,95  1 
.7173950  5.96  I 
,7191887  8.97  1 


,7191887  I 
.7209792  ! 
,7227666  ; 
,7245807  ( 
.7263516  I 
.7281094  < 
,7298840  ( 
,7316855  1 
,7534238  I 
,7351891  ( 
.7369512  ( 
,7387100  < 
.7404601  ( 
,7422189  I 
,7439687  ( 
,7457155  ( 
,7474591  I 
,7491998  I 
,7509374  I 
.7526720  ( 
,7544036  I 
,7561323  I 
,7578579  I 
,7595805  I 
.7513002  I 
,7630170  I 
.7647508  l 
.7664116 < 
.7681496  I 
,7698546  I 
,7715567  I 
.7732559  l 
,7749525  l 
,7766458  I 
,7783564  I 
,7800242  l 
,7817091  ( 
,7835912  I 
,7850704  I 
.7867460  ( 


1.7867469  6.56 
1,7884205  6.57 
1.7900914  6 58 
1.7917594  6.39 
1,7934247  6.40 
1,7950872  6,41 
1.7967470  6,42 
1,7984040  6,43 
1.8000582  6,44 
1,8017098  6,45 
1 .8053586  6,46 
1.8050047  6,47 
1,8066481  6.48 
1,8082887  6.49 
1.8099267  6,50 
1.8115021  6,51 
1,8151947  6.52 
1.8148247  6.55 
1,8164520  6,54 
* 1.8180767  6,5» 
1,8196988  6.56 
! 1.8215182  6,57 
' 1,8229351  6,58 
1 1 ,8245495 16, 59 
1.8261608  6,60 
1.8277699  6,61 
1. 8293763  G, 62 
1,8309801  6,63 
1.8325814  6,64 
1,8341801 16, 65 
1.8557765  0,66 
1.8373699  6,67 
i 1.8389610:6.08 
i 1 .8405496  6,69 
1,8421356  6.70 
1.8437191  6.71 
i 1.8153002  6.72 
1,8468787  6,75 
1.8184547  G, 74 
1 1, 8800283(6,75 


1,8500283 
1,8515994 
1,8551680 
1,8547312 
1.8562979 
1.8578592 
1,8594181 
1,8609745 
1,8025285 
1.8640801 
1,8656293 
1.8671761 
1,8687205 
1.8702625 
1,8718021 
1 .8753594 
1.8748745 
1,8764069 
1,8779571 
1.8794650 
1,8809906 
1,8825138 
1.8840347 
1 .8855555 
1,8870696 
1,8885837 
1,8900954 
1,8916048 
1,8931119 
1,8946168 
1,8961194 
1,8976198 
1,8991179 
1.9006138 
1.9021075 
1 ,9035989 
1.9050881 
1,9365751 
1 .9080600 
1,9095425 
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2,117*596 
2,1180622 
2,119863* 
2,1210632 
2,1222615 
8,56  2,123*58* 
8,37  2,12*6559 

8.58  2,1258*79 

8.59  2,1270*05 

8.40  2,1282517 

8.41  2.129*214 

8.42  2,1506098 

8.43  2,1317967 
8,4*  2,1529822 
8,45  2.15*1664 
8,16  2,1553*91 
8, *7  2,136550* 
8, *8  2.1377104 

8.49  2,1588889 

8.50  2,1*00661 

8.51  2,1412419 
8,32  2,1424165 
8,55  2,1435893 
8,5*  2,1*47609 
8,55  2,1459312 

2,1*71001 
2,1482676 
2,1*94359 
2,1505987 
2,1517022 
2,1829243 
2,15*0851 
3,1552*45 
2,156*026 
2,1575595 
2,15871*7 
2,1598687 
2,1610215 
2,1621729 
2,1633250 


66  bis. 
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TABLE  des  logarithmes  hyperboliques,  calculée  de  100'  en  100*  d'unité 
depuis  1,00  jusqu’à  10,00  et  d’uuité  en  unité  depuis  10  jusqu'à  100. 


I 9,09  2,2071748 
! 9.10  2.208274-1 
! 9, H 2,2093727 
i 9,12  2,2104697 
9,13  2,2115650 
>9,14  2,2126603 
I 9,15  2,2137538 
' 0,16  2,2148161 
.9,17  2,2159372 
i 9.18  2.2170272 
9.19  2,2181160 
. 9,20  2,2192034 
l 9.21  2,2202898 
i 9,22  2.2213750 
; 9.23  2.2224590 
9.21  2.2235418 
9.25  2.2246255 
9 26  2,2257040 
i 9.27  2,2267835 
i 9.28  2.2278615 
: 9,29  2,2289385 
! 9.30  2.2300144 
l 9.51  2,2310890 
. 9,32  2,2321626 
i 9,33  2,2332350 
i 9.54  2.2343062 
! 9,35  2,2353763 
i 9,36  2,2364452 
: 9.37  2,2375130 
i 9,38  2.2385797 
. 9,39  2.2396452 
> 9.10  2,2407096 
i 9.41  2,2417729 
i 9.42  2.2428350 
9,43  2.2138960 
' 9,44  2,2449559 
9,45  2,2460147 
! 9.46  2,2470723 
9,47  2.2481288 
I 9,48  2.249184» 


9.48  2,2491843  9,87 

9.49  2.2502386  9,88 

9.50  2,2512917  9,89 

9.51  2,2523438  9,90 

9.52  2,2533948  9,91 

9.53  2,2544446  9,92 

9.54  2.2554934  9,93 

9.55  2,2565411  9,94 

9.56  2,2575877  9.95 

9.57  2.2586352  9,96 

9.58  2,2596776  9.97 

9.59  2.2607209  9,98 

9.60  2.2617631  9.99 

9.61  2,2628042  10.0 

9.62  2,2638442  11.0 

9.63  2.2148832  12,0 

9.64  2.2659211  13,0 

9.65  2,2669579  14.0 

9.66  2.2699930  15.0 

9.67  2,2690282  16,0 

9.68  -.2700618  17.0 

9.69  2,2810911  18,0 

9.70  2,2721258  19.0 

9.71  2.2731562  20,0 

9.72  2.2741856  21.0 

9.75  2,2752138  22,0 
9.71  2.2762411  25.0 

9.75  2,2772673  24.0 

9.76  2.2782924  25.0 

9.77  2.2795165  26,0 

9.78  2.2803395  27.0 

9.79  2.2813614  28.0 

9.80  3,2825825  29,0 

9.81  2,2854022  30,0 

9.82  2,2844211  31,0 

9.83  2,2854389  52.0 

9.84  2.2861556  53.0 

9.85  2,2874714  34.0 

9.86  2,2884861  35.0 

9.87  2,2894998  36,0 


2,2894998 


2,2905124 
2,2915241  38. o| 
2,2925347  39, Ol 
2,2955443  40. 
2,2945529  41,0 
2,2955004  42, 
2,2965670  13,0 
2,2975725  44.01 
2,2985770  45, o| 
2,2995806  46,0 
2,5005851  47,0 
2,5015840  48, 
2.3025851  49,0 
'2.5978953  50,0 
2.4819066  51,0. 
2.5649493  52,0 
2,6390573  53,01 
2,7080502  54, 
2,7725887  55, 
2,8352155  56, 
2,8903718  57,0 
'2.9444390  58,0 
2,9957323  59. 
3,0445224  60,0 
3,0910425  61.0 
5.1354942  62,0 
3,1780538  63.0 
5.2188758  64.0 
3.2580965  65,0 
3.2958369  66,0 
3,3322045  67,0 
3,3672958 
13,401 1974 
3,4339872 
3.4637359 
3,4965076 
3,5263603 
5,5555481 
3.5835189 


COURS  RE  MECAMOLE  APPLIQUE  AUX  MACUIXES 


le.  SECTION. 


DES  PRINCIPAUX  MOTBURS  ET  RÉCBPTKURS. 


THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  RÉCEPTEURS  HYDRAULIQUES  PAR  LE  PRINCIPE 
DES  FORCES  VIVES. 

Considérations  générales  sur  les  moteurs  hydrauliques. 

1 . On  possède  un  grand  nombre  de  moyens  d'utiliser  l'action 
de  l’eau  sur  les  machines,  parmi  lesquels  il  faut  distinguer  les 
roues  hydrauliques,  qui  produisent  immédiatement  le  mouvement 
de  rotation  continu  autour  d’un  axe  fixe,  et  qui,  par  ce  motif  et 
par  beaucoup  d’autres,  sont  généralement  employées  dans  les 
usines  de  l’industrie. 

Quel  que  soit  le  mode  adopté  pour  transmettre  l’action  de  l’eau 
aux  machines,  le  principe  des  forces  vives  assigne  des  conditions 
générales  à remplir,  pour  que  l'effet  utile  et  transmis,  s’approche 
le  plus  possible  de  la  quantité  de  travail  absolue  développée  par  la 
gravité  sur  l'eau  motrice,  dans  sa  descente  depuis  le  niveau  supé- 
rieur du  réservoir  jusqu’à  celui  du  bief-inférieur,  ou  canal  de  fuite. 
Cette  manière  générale  d’envisager  la  question,  jetant  beaucoup 
de  jour  sur  les  applications  du  principe  des  forces  vives  aux  divers 
modes  d’action  de  l'eau  sur  les  machines,  nous  croyons  utile  de 
nous  y arrêter  un  instant,  avant  de  passer  au  cas  particulier  des 
roues  hydrauliques,  le  seul  que  nous  ayons  à examiner  ici  d’une 
manière  spéciale. 

Perte  de  force  uioe  à rentrée  de  Veau  sur  le  moteur. 

2.  Quand  une  certaine  masse  d’eau  agit  constamment  et  de  la 
même  manière  sur  une  machine,  elle  y arrive  avec  une  vitesse  an- 
térieurement acquise  V,  et  qui  est  relative  à la  hauteur  totale  de 
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la  chûte  depuis  le  niveau  du  réservoir  jusqu’au  point  où  elle  atteint 
la  machine,  à la  résistance  et  aux  perles  de  force  vive  de  toute 
espèce  qu’elle  a éprouvées  depuis  sa  sortie  du  réservoir;  ces  pertes 
qui  équivalent  à une  véritable  diminution  de  la  chûte,  pouvant 
être  évaluées  approximativement,  d’après  ce  qui  a été  exposé  dans 
les  N.  73  et  suivants  de  la  6e.  section,  nous  ne  nous  en  occuperons 
plus,  et  nous  ne  considérerons  simplement  que  la  hauteur  de  chute 
h dûe  à V,  et  qui  reste  réellement  disponible  au  point  où  l’eau 
atteint  la  machine.  Cela  posé,  si  ce  point  possède  une  vitesse  v qui 
diffère  de  V,  soit  en  intensité,  soit  en  direction,  il  y aura  dans  pres- 
que tous  les  cas,  décomposition  de  la  vitesse  V,  et  par  suite  perte 
de  force  vive.  Si  l’on  nomme  M la  masse  de  fluide,  qui  afflue  uni- 
formément sur  la  machine  dans  l’unité  de  temps,  cette  perte  pour- 
ra être  représentée  par  une  expression  de  la  forme 

Mu5, 

si  l’on  considère  le  mouvement  pendant  l'unité  du  temps,  ou  par- 

dM.u5, 

s’il  ne  s’agit  que  de  l’élément  du  temps  dl  ; u étant  une  vitesse 
fonction  de  Y et  de  »,  ainsi  que  de  la  masse  et  de  la  forme  de  la 
machine. 

Perle  de  force  vive  à la  sortie,  travail  dû  à la  pesanteur. 

5.  Après  le  choc  il  pourra  arriver,  ou  que  l’eau  quitte  entière- 
ment la  machine,  ou  qu’elle  y demeure  fixée  pendant  un  certain 
temps,  soit  qu'elle  en  prenne  et  conserve  la  propre  vitesse  »,  soit 
qu’elle  se  meuve  sur  ses  parties  mobiles , en  glissant  dans  des  ca- 
naux, etc.  Dans  le  premier  cas  elle  aura  à exercer  toute  son  action 
sur  la  machine  pendant  la  durée  même  du  choc;  dans  le  second  et 
le  troisième  , elle  continuera  à agir  par  son  inertie  et  son  poids. 
Généralement, elle  quittera  lamachine  avec  une  vitesse  absolue  te, 
la  gravité  aura  développé  sur  elle  , dans  sa  descente  sur  la  ma- 
chine, depuis  le  point  d’entrée  A (fig.  133),  jusqu'au  point  de 
sortie  B,  ou  plus  exactement,  jusqu’au  niveau  du  bief  inférieur 
par  lequel  elle  s’échappe  de  l’usine,  une  certaine  quantité  d’ac- 
tion, qu'il  sera  facile  d’apprécier,  quand  on  connaîtra  la  hauteur 
partielle  h'  dont  elle  sera  descendue  à compter  du  pointd'entrécA. 

Perte  de  travail  dont  on  peut  négliger  l'influence  dans  les  cas 
ordinaires. 

4.  Il  se  pourra  encore,  que  l’eau  éprouve  de  nouveaux  chocs 
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dans  l’intérieur  des  canaux  de  circulation  de  la  machine,  lesquels 
produiraient  un  surcroît  de  perte  de  force  vive;  enfin,  si  la  vitesse 
le  long  des  parois  de  ces  canaux  est  très-grande,  elle  éprouvera  , 
de  la  part  de  ces  parois , une  résistance  dont  il  sera,  dans  certains 
cas,  nécessaire  de  tenir  compte;  mais  qui,  généralement,  sera 
tout-à-fait  négligeable.  Si  d’ailleurs  on  voulait  tout  calculer  avec 
rigueur,  il  faudrait  encore  avoir  égard  à la  perte  de  force  vive  oc- 
casionnée par  la  résistance  que  la  machine  éprouve  à se  mouvoir 
dans  l’air  atmosphérique;  mais,  vu  le  peu  de  densité  de  cet  air  et 
la  faible  vitesse  du  mouvement  ordinaire  des  machines,  il  arrive , 
presque  toujours  qu’onpeutnégliger  l’influence  de  cette  résistance. 

Le  mouvement  des  récepteurs  n’est  considéré  qu'à  partir  de  l'instant 
où  il  est  devenu  permanent  si  non  uniforme  et  où  l'on  peut  négliger 
l'inertie  de  ses  parties. 

5.  Maintenant,  il  est  essentiel  de  remarquer  que,  lorsqu'on 
vient  à ouvrir  la  pâlie  ou  vanne  qui  donne  accès  à l’eau  sur  la 
machine  censée  en  repos,  celle-ci  ne  peut  prendre  instantanément 
la  vitesse  propre  au  travail;  cette  vitesse  augmente  donc  progres- 
sivement, à partir  de  zéro,  de  la  manière  qui  a été  déjà  expliquée 
en  général  dans  la  première  section  (N"*  28  et  suiv.).  Au  bout  d’un 
certain  nombre  de  périodes,  de  révolutions  ou  d’oscillations,  le 
mouvement  atteint  sensiblement  sa  limite,  il  se  régularisent  reste 
uniforme  ou  du  moins  permanent  ; avant  cette  époque  tout  calcul 
est  en  quelque  sorte  impossible,  et  c’est  toujours  à cet  état  régu- 
lier du  mouvement  qu’il  faudra  appliquer  ce  que  nous  allons  dire 
dans  ce  qui  suit. 

Or,  la  vitesse  des  pièces  de  la  machine  redevenant  la  même  à la 
fin  de  chaque  oscillation  , on  peut , lorsqu'il  ne  se  produit  pas 
d’intermittences  brusques  dans  leur  mouvement , négliger  l’in- 
fluence de  l’inertie  de  ces  pièces  ; c’est-à-dire,  supposer  que  leur 
force  vive  reste  constante  à tous  les  instants  du  mouvement , ou 
que  son  accroissement  est  nul  entre  deux  instants  suffisamment 
éloignés. 

Im  résistance  peut  être  censée  remplacée  par  un  poids  qu'il  s'agissait 
d'élever  au  moyen  du  récepteur. 

6.  D’un  autre  côté,  on  peut  toujours  assimiler  l’effet  utile  de  la 
machine,  à celui  qui  consisterait  à élever  un  poids  à une  certaine 
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hauteur , pendant  qu’il  se  consomme  la  masse  d'eau  d M ou  M , et 
rien  n’empêche  de  remplacer  ce  poids  par  un  certain  effort  P , qui 
agirait  dans  la  direction  de  la  vitesse  c du  point  d’action  ou  d'en- 
trée de  l’eau  sur  la  machine;  de  sorte  que  la  quantité  d’action  dé- 
veloppée par  cet  effort  P , en  sens  contraire  du  mouvement  sera 
mesurée  par 

p^ra 

dans  l’unité  de  temps , si  la  vitesse  v et  la  pression  peuvent  être 
regardées  comme  sensiblement  constantes  ou  par 

Vcdt , 

dans  l’élément  du  temps , quand  elles  sont  variables. 


Equation  des  forces  vives  , son  énoncé  pour  le  cas  actuel. 


7.  Observant  donc,  que  l’on  peut  ici  appliquer  les  mêmes  con- 
sidérations qui  ont  été  employées  pour  découvrir  les  lois  du  mou- 
vement permanent  d’une  masse  liquide,  attendu  que  le  fluide  mo- 
teur se  meut  sensiblement  par  tranches  planes  et  parallèles,  avant 
son  entrée  dans  la  roue  et  après  sa  sortie  dans  le  canal  de  fuite  ou 
décharge,  nous  aurons  en  vertu  du  principe  des  forces  vives  et 
dans  chaque  élément  du  temps,  depuis  A jusqu’en  B (lig.  155). 

<fM  (»a— V3)=2ÿrfMA’-2Pcdt— dM.ua; 


en  faisant  abstraction  des  résistances  passives  éprouvées  par  le 
fluide  dans  l’intérieur  de  la  machine. 

Si  la  vitesse  V,  d’entrée,  et  par  conséquent  la  vitesse  ic  de  sortie 
de  l’eau,  sont  simplement  constantes,  on  pourra  considérer  le  mou- 
vement pendant  un  intervalle  quelconque  de  temps,  par  exemple, 
pendant  une  seconde,  prise  pour  unité,  et  l’équation  deviendra 
alors, 

M(m>3 — Va)=2ÿMA’ — 2P» — Mm* 

d’où 


Pc=:M gh  + — 


Mu>a 

2 


Mm3 
2 ’ 


et  par  conséquent,  à cause  de  VJ=2 gh, 

Po=Mÿ(M-A’)-~y  (»*+“*); 

équation  dans  laquelle,  Mj  est  le  poids  d’eau  écoulé  dans  une 
seconde,  Mj  {h  fè’)  la  quantité  d’action  imprimée  à cette  eau  par 
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ju  gravité,  dans  sa  descente  de  la  hauteur  A -J-h',  qui  constitue 
réellement  la  chute  disponible,  M«cs  la  force  vive  conservée  par  le 
fluide  à sa  sortie  de  la  machine , Mu*  la  force  vive  qu’il  perd  par 
le  choc  à son  entrée,  et  Pu  l’effet  utile  ou  la  quantité  de  travail 
transmise.  Cette  équation  signifie  donc  que  l'effet  utile  est  égal  à la 
quantité  d'action  totale  due  à la  chùte  disponible,  diminuée  de  la 
moitié  de  la  force  cire  conservée  par  l'eau  quand  elle  quitte  la  ma- 
chine, et  de  la  moitié  de  celle  quelle  perd  en  y entrant  par  suite  du 
choc. 


Conditions  du  maximum  absolu  d’effet  utile. 


8.  Il  résulte  de  là  par  conséquent,  que,  pour  que  la  machine 
transmette  le  maximum  absolu  d’effet  utile  ou  de  travail , on  devra 
avoir 

Vv=Mg(h+h')v-m 

ou 

I0î-ftt*=0; 


d’où  «c=o  et  u =o , séparément, 

c’est-à-dire,  que  l'eau  doit  arriver  sans  choc  sur  la  machine  et  en 
sortir  sans  vitesse  : que  d'ailleurs,  pour  le  plus  grand  effet,  il  faut 
encore  que  l’eau  quitte  la  roue  par  le  point  le  plus  bas  ou  au  ni- 
veau du  bief  inférieur  et  qu’elle  ne  perde  pas  une  portion  de  sa 
force  vive  dans  le  canal  d’arrivée,  et  enfin  que  la  somme  h-\-h' 
diffère  le  moins  qu’il  est  possible  de  la  chute  totale  disponible  H.  Les 
deux  conditions  ci-dessus  sont  souvent  impossibles  à remplir,  quel- 
quefois même  elles  s’excluent  réciproquement  ou  sont  incompati- 
bles; dans  ces  circonstances,  on  est  obligé  de  se  contenter  de  faire 
remplir  à la  machine  les  conditions  qui  conviennent  au  maximum 
d'effet  relatif,  conditions  qu’on  obtient  par  les  méthodes  connues; 
c'est-à-dire,  en  rendant  nul  le  coefficient  différentiel  de  l’effet  utile 
Pt>,  par  rapport  aux  quantités  variables  dont  il  est  permis  de  dis- 
poser lors  de  l’établissement  de  la  machine;nous  en  verrons  incessam- 
mentdes  exemples.  Revenons  aux  conditions  du  maximum  absolu. 


Avantages  de  l’uniformité  du  mouvement. 

9,  On  voit  d’abord,  par  cette  discussion  générale , combien  il  est 
avantageux  de  disposer  les  moteurs  hydrauliques  de  façon  que  la 
vitesse  de  leurs  parties  puisse  devenir  uniforme , car  si  u et  te  sont 
continuellement  variables  par  la  constitution  de  la  machine,  il  sera 
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évidemment  impossible  d’éviter  les  pertes  de  force  vive:  or,  ce  but 
est  parfaitement  rempli  par  les  roues  hydrauliques  à mouvement 
de  rotation  continu , et  par  conséquent  leur  supériorité  sur  les  ba- 
lanciers hydrauliques  et  autres  machines  à mouvement  alternatif 
se  trouve  à l’avance  démontrée , pour  tous  les  cas  où  la  machine 
doit  posséder  une  certaine  vitesse.  Mais  si  la  vitesse  est  indifférente, 
on  arrivera  encore  à des  résultats  très-rapprochés  du  maximum 
d'effet  absolu,  en  diminuant  les  vitesses  V,  c et  te  simultanément, 
puisque  la  réaction  deviendra  sensiblement  nulle.  Cette  diminution 
de  toutes  les  vitesses  est  donc  la  condition  générale  de  l’établisse- 
ment des  moteurs  à mouvement  alternatif. 

Expression  de  la  perle  de  force  vive  qui  se  fait  à f instant  où  le  fluide 
atteint  le  récepteur. 

40.  Examinons  en  particulier  la  condition  de 

e; 

et  pour  cela,  supposons  qu’en  arrivant  sur  la  machine,  l’eau  vienne 
rencontrer  une  planchette  ou  face  plane  AB  (üg.  136)  qui  se  meut 
avec  la  vitesse  v dans  la  direction  eu  formant  avec  celle  de  la  pa- 
lette l’angle  Bco=t3;  que  pareillement,  le  fluide  arrive,  par  filets 
parallèles,  avec  la  vitesse  V et  sous  une  direction  cD  ou  cV,  for- 
mant avec  AB  l’angle  BCD  ou  ACV=a.  On  peut  concevoir  les 
vitesses®  et  V décomposées  chacune  en  deux  autres,  dont  l’une 
suivant  AB  et  l’autre  suivant  la  perpendiculaire  à AB;  on  aura 

respectivement  pour  les  composantes  parallèles  à AB 

V cos  /3  et  V cos  <*, 

perpendiculaires  à AB.  . V sin  (3  et  V sin  «; 
cela  posé,  il  y aura  évidemment  choc,  ou  réaction  du  fluide  contre 
la  palette,  si  » sin  Q diffère  de  V sin  a;  c’est-à-dire,  que  le  fluide 
choquera  la  palette  si  l’on  a 

V sin  a>®  sin  (3, 

et  qu’au  contraire  il  en  sera  choqué  si 

V sin  a<usin  (3, 

la  palette  marchant  alors  à la  rencontre  du  filet.  Supposons  que 
la  palette  ait  une  étendue  telle  que  les  filets  fluides  en  sortent  pa- 
rallèlement à sa  direction  ce  qui  revient  à admettre  que  les  molé- 
cules dont  ils  se  composent  aient  perdu  en  totalité  l’excès  de  leur 
vitesse  sur  celle  de  la  palette,  dans  le  sens  perpendiculaire  à son 
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plan,  chaque  masse  élémentaire  rfM  Je  la  veine,  aura  aussi  perdu 
pendant  tout  le  temps  de  la  réaction  une  quantité  de  mouvement 
mesurée  par 

dM(N  sin  a. — » sin  /3), 

et  qui  en  suppose  une  autre,  égale  et  de  signe  contraire,  gagnée  par 
la  masse  de  la  palette  et  du  système  dont  elle  fait  partie,  en  vertu 
du  principe  de  l’action  et  de  la  réaction. 

Or  si  l’on  suppose  que  dM  représente  précisément  la  masse  de 
liquide  qui  atteint  ou  quitte  la  palette  dans  chaque  élément  dt  du 
temps,  il  paraîtra  évident,  d’après  un  raisonnement  souvent  em- 
ployé (voyez  notamment  le  n°.  6,  section  VI)  et  qui  ne  suppose  pas 
nécessairement  la  décomposition  par  tranches  planes  et  parallèles, 
il  paraîtra,  dis-je,  évident,  que  l'expression  ci-dessus  indique  aussi 
la  valeur  de  la  quantité  de  mouvement  perdue  pendant  l’instant  dt, 
par  toute  la  masse  de  liquide  en  contact  avec  la  palette.  D’après 
cela  et  sans  qu’il  soit  nécessaire  d’aller  plus  loin,  il  est  bien  clair 
que  la  perte  de  force  vive  correspondante  tant  du  liquide  que  de 
la  palette,  sera  mesurée  par  cette  autre  expression 
dM(V  sin  a — v sin  /3)1  (*). 

(')  Pour  démontrer  celle  conséquence  a priori  dans  le  cas  qui  nous  occupe  , 
nous  nommerons  P la  somme  des  pressions  perpendiculaires  souffertes  par 
le  plan  AB,  abstraction  laite  d'ailleurs  de  l'action  de  la  gravité  sur  le  fluide 
cl  des  rcsistanres  qu'il  éprouve  dans  le  sens  et  de  la  part  de  ce  plan  ; nous 
désignerons  par  fl  l'air  des  sections  uniforme  et  transversales  de  la  veine , 
avant  l'instant  où  elle  a atteint  la  palette,  U la  densité  du  liquide, 
la  gravité  ; nous  nommerons  pareillement , pour  un  instant  quelconque 
dt—vdl  la  vitesse  virtuelle  du  point  d'application  de  la  force  P sur  la  palette 

AB,  dm  un  élément  de  masse  quelconque  du  système  solide,  dont  cette 
dernière  fait  partie,  kds  la  vitesse  virtuelle,  k étant  un  rapport  invariable 
pour  une  même  masse,  maisqui  est  susceptible  de  varier  d’un  élément  à l’autre; 
la  viteste  de  dm  à l'instant  considéré,  sera  ainsi  représentée  par  k»,  sa  force 
motrice  ou  plutôt  la  résistance  qu’il  oppose  à l’action  de  P le  sera  par 
dkm.  ^ et  le  moment  virtuel  de  celte  force  par 

kdm  ■ kd*  — k2dm.  ~ • ds 
dt  dt 

dont  la  valeur  prise  pour  l’étendue  entière  du  corps,  pourra  être  représentée 
par  l’intégrale, 

• ds  S M.  ~ .ds 

dt  ' dt 

M,  étant  en  quelque  sorte  la  masse  de  ce  corps  rapportée  au  point  d'action  du 
fluide. 
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Car  ici,  d’une  part  le  liquide  et  la  palette  ont  acquis  à la  fin  de 
l'élément  dt  du  temps  la  même  vitesse  normale  dans  le  sens  per- 
pendiculaire, ou  si  l’on  veut,  ils  cheminent  d’un  mouvement  com- 
mun dans  celte  direction, d’une  autre  la  masse  agissantedu  premier 
est  en  quelque  sorte  infiniment  petite,  par  rapport  à celle  de  la 
seconde  censée  réunie  avec  le  système  solide  dont  elle  fait  partie 
(voyez  les  préliminaires  de  la  section  V). 


Mais  il  iloit  y avoir  à chaque  instant  équilibre  entre  les  différentes  forces 
motrices  ou  d’inertie  dmk.  — et  la  pressiou  P dont  le  moment  virtuel  est 
P dt  sind  , donc  on  aura  aussi  à chaque  instant 

P dt  sin/9=.M ,^—dt  ou  Pdt=-Î^--  dv, 
dt  >m  fl 

expression  qui  représente  évidemment  la  quantité  totale  de  mouvement 
gagnée  par  le  système  de  la  palette;  pendant  l'élcmcnl  dt  du  temps  et  comme, 
d’après  le  principe  de  l'action  égale  et  contraire  à la  réaction,  ccttc  quantité 
doit  être  précisément  égale  à celle  qui  a été  détruilc  dans  le  même  temps  par 
la  masse  agissante  du  liquide,  on  aura 

Pdt— -?i-de=dM(V sin  « — » sin  fl) 

•in/3  ' ' 

qui  fera  connaître  la  pression  P à chaque  instant  du  choc',  quand  on  pourra 
apprécier  la  masse  élémentaire  du  fluide  qui  vient  dans  chaque  élément  du 
temps  rencontrer  la  palette. 

Pour  trouver  la  perte  de  force  vive  subie  pendant  le  choc  ou  la  réaction 
réciproque  de  la  masse  dM  du  liquide  cl  celle  de  la  palette , on  remarquera 
qu’avant  l'instant  dt,  la  force  vive  était  pouf  la  première  masse 
dMV*  cos*  *-f-dMV*  sin'* 

et  pour  la  seconde 

e'SK -dm  =M,v’; 


qu’après  ou  lorsque  les  deux  corps  ont  acquis,  suivant  la  normale,  la  vilessc 
commune  (o  -(-de)  sin, fl,  clic  est,  pour  la  masse  d M 

dMV"  cos’*  -(-dM  (o-f-de)  * sin  ‘fl  — dM  V*  cos**  -f-  dMti*  si  n’fl, 
en  observant  que  la  vitesse  V cos  « dans  le  sens  delà  palette  n’a  par  hypothèse, 
subi  aucune  altération  et  pour  la  masse  M, 

M,  (e+de)’. 

Hctrancliant  la  somme  des  forces  vives  après  le  choc  de  celle  qui  avait  lieu 
auparavant,  il  viendra  pour  la  perte  cherchée , en  négligeant  les  infinimens 
petits  du  second  ordre  par  rapport  à ceux  du  premier 
dMV'sin’*— dMi)*sin’/9 — 2M,vdv; 
mais  nous  avons  trouvé  ci-dessus 


M,do=--dM  (V sin  « — esin  fl)  sin/3, 
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Expression  de  la  perte  de  force  vive  par  seconde. 

H.  Si  l’on  suppose  d’ailleurs,  que  les  chocs  partiels  se  renou- 
vellent continuellement  et  avec  la  même  intensité  dans  chaque 
élément  du  temps,  soit  sur  la  même  palette,  soit  sur  d’autres  sem- 
blables, la  perte  de  force  vive  au  bout  d’une  seconde  sera  mesurée 
par 

j dM(Vsin* — rsin/3)*=-M  (Vsina— -esinjS)3. 


ce  qui  donne  facilement  pour  la  perte  de  force  vive  eh  erchée  l’expression 
d.M  (V  sin  « — u sin  fip 
comme  il  s'agit  de  le  démontrer.- 

Un  peut  facilement , d’après  ce  qui  précède , déterminer  la  valeur  de  la 
pression  P exercée  par  le  fluide  sur  la  palette  dans  le  sens  perpendiculaire. 
En  effet,  dans  le  cas  où  une  seule  palette  reçoit  l’action  du  liquide  elle  fuit 
devant  lui,  avec  une  vitesse  o cos  («— f-/3)  mesurée  dans  le  sens  de  V et  par 
conséquent  la  masse  dM  qui  dans  chaque  élément  du  temps,  atteint  U palette 
a pour  expression 

dM  |v-o  cos  («+/î)|dt  d'où  l’on  conclût 

Pss~tl  |v— ocos(«4-/9)|  jvsin  * — esin  /?| 
relation  qui  dans  le  cas  de  *=/9=3l00»,  donne 


P*=—Q{V — ®)t  et  pour  0=»  donne 


V. 


Mais  dans  les  roues  hydrauliques  chaque  palette  étant  incessamment  remplacée 
au  même  lieu  par  une  autre,  tout  le  fluide  vient  successivement  les  rencontrer, 
et  la  masse  élémentaire  dM  qui  perd  dans  chaque  élément  du  temps  la 
vitesse  V sin  « — esin/8  a pour  expression 


dM“—  Q\dl 
9 

ce  qui  donne  pour  la  pression  P la  valeur 

P=-2  ûvjv sin «—usin^ 
relation  qui  pour  « =/3=100"  donne 

P=—  QV(V — u)  et  pour  u=» 

p=üov3=2nû-^- 

9 % 

68 
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Dans  le  cas  où  a,  fi  el  v varieraient,  mais  de  très-peu,  pendant 
que  la  palette  AB  est  en  prise,  on  pourra  prendre  la  perte  de  force 
vive  par  rapport  à leurs  valeurs  moyennes,  pendant  le  choc;  si 
elles  variaient  beaucoup,  il  faudrait  intégrer  en  conséquence;  o,  fi 
el  v devenant  fonctions  du  temps,  de  môme  que  dM  qui  peut  tou- 
jours s’exprimer  par  une  fonction  delà  forme  — Wdt,  Il  étant 

la  densité  du  fluide;  mais  dans  la  pratique  cela  est  rarement  né- 
cessaire. 

Cas  où  la  perle  de  force  vive  à Feutrée  est  nulle. 

ti.  La  perte  de  force  vive  sera  nulle  si  l’on  a , 

V sin  a=v  sin  fi; 

C’est-à-dire,  qu’il  n’y  aura  pas  de  réaction  entre  la  palette  et  le 
fluide,  si , décomposant  » en  deux,  de  façon  que  l’une  des  compo- 
santes soit  égale  à o,  l’autre  composante  se  trouve  naturellement 
dirigée  suivant  la  palette;  ou  si , en  formant  le  parallélogramme 
sur  t)  et  le  prolongement  de  v,  le  côté  vV  est  parallèle  à AB;  car 
alors  il  est  clair,  d’après  l'inspection  de  la  ligure  156,  que  les 
composantes  de  v el  de  V , perpendiculaires  *uu  plan  AB  , seront 
égales. 

la  condition  t>  sin  <*■==»  sin  fi,  sera  remplie  en  particulier 
quand  V sera  égal  à u et  qu’on  aura  en  outre  sin  oc=  sin  fi,  ce  qui 
correspond  à a —fi,  ou  à «=200° — fi.  Dans  le  premier  cas  V et  v 
forment  des  angles  égaux  de  part  et  d’autre  de  AB , dans  le  se- 
cond v se  confond  en  grandeur  et  en  direction  avec  v et  alors  la 
palette  et  le  fluide  sont  animés  d’un  mouvement  de  transport 
commun. 

Enfin,  si  Ton  avait  séparément  sin  o=o  et  siu  fi—o  la  condition 
serait  encore  satisfaite;  ce  cas  est  celui  où  le  fluide  arrive  sur  la 

Cette  dernière  formule  déjà  trouvée  ci-dessus  pour  le  cas  d’une  palette 
isolée,  est  vérifiée  par  tes  expériences  directes  de  Bossut  et  de  Dubuat , pour 
le  cas  ou  le  plan  immobile  offre  une  étendue  telle  que  le  fluide  perde  toute 
sa  vitesse  normale  relative.  l’Expérience  apprend  d’ailleurs  que  lorsque  l’aire 
de  la  palette  diffère  très-peu  de  celle  de  la  veine,  la  valeur  de  la  pression  se 
éduil  à la  moitié  de  celle  que  donne  la  formule  ci-dessus. 

On  pourra  consulter  sur  ces  différentes  questions  les  n"\  17,  KH  elr.  de 
l’ouvrage  de  M.  Coriolis  sur  le  calcul  de  l'elfe I des  machine*. 
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palette  dans  la  direction  deson  prolongement  et  où  elle  est  animée 
d’une  vitesse  dirigée  dans  le  même  sens;  il  se  présentera  dans  les 
roues  à aubes  courbes. 

Per  te*  de  force  vive  quand  la  palette  marche  à la  rencontre  du  fluide. 

43.  Si  la  palette  se  mouvait  à la  rencontre  du  fluide,  il  faudrait 
changer  le  signe  de  sin  (3  ou  de  v dans  l’expression  de  la  perte  de 
force  vive  qui  deviendrait 

Mjvsina-j-Vsinpf 

pour  l’unité  de  temps  et  ne  peut  être  nulle  que  par  V=o  et  v—o 
ou  par  sin  a=o  et  sin  /3 =o. 

Fï*e.«e  relative  avec  laquelle  le  fluide  coule  sur  la  planchette. 

44.  Quant  à la  vitesse  relative  sur  la  palette,  elle  est  V cos  a j 
v cos  /3 , ou  V cos  a — v cos  /S,  selon  le  sens  de  v,  et  c’est  en  vertu 
de  cette  vitesse  initiale  relative  que  le  fluide  coule  sur  Iq  palette 
après  le  choc. 

Lorsque  l’on  a sin  a=o  et  sin  /S=o,  on  a vu  (n".  12)  que  la  force 
vive  détruite  par  le  choc  est  nulle.  Dans  ce  cas,  relatif  aux  roues 
à aubes  courbes,  si  Y et  v sont  dirigées  dans  le  même  sens,  on  a 
cos  a=  4 cos  /3=1 , et  par  suite  la  vitesse  initiale  relative  est 


V-c. 

Réflexions  relatives  à F influence  des  dimensions  respectives  de  la  veine 
et  de  la  palette. 

45.  Il  faut  bien  se  rappeler  (n“  40  et  note)  que  ce  qui  précède  sup- 
pose que  la  palette  est  entièrement  libre  ou  isolée , ou  plutôt  que 
le  fluide  peut  s’échapper  librement  à son  pourtour  ; que  de  plus 
celui-ci  a perdu  tout  l’excès  de  sa  vitesse  normale  ; ce  qui  exige 
que  cette  palette  ait  une  étendue  convenable.  Il  faut  aussi  consi- 
dérer que  si  cette  palette  a une  surface  très-peu  différente  de  la 
section  transversale  de  la  veine  affluente , celle-ci  conservant  encore 
une  portion  de  sa  vitesse  normale,  la  perte  de  force  vive  est 
moindre  ainsi  que  la  pression  exercée  perpendiculairement  à cette 
palette  et  que  par  conséquent  la  force  vive  que  le  liquide  conserve 
en  quittant  sa  surface,  est  plus  grande. 
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Cas  où  la  palette  est  contenue  dans  un  coursier,  qui  forme  une  espèce 

de  canal. 


16.  Si  la  palette  est  limitée  de  part  et  d'autre  par  des  faces  laté- 
rales, ou  renfermée  dans  un  canal,  de  manière  que  le  Ouide  ne 
puisse  pas  s’échapper  latéralement  et  soit  obligé  de  couler  le  long 
de  cette  palette,  il  pert  alors  réellement  presque  toute  sa  vitesse 
normale  relative 


V sin  a — v sin  /3, 

et  la  perte  de  force  vive,  dans  l’unité  de  temps,  est,  comme  nous 
l’avons  trouvé,  (n°.  11). 


M ÎV  sin  a — « sin 


M étant  toujours  la  masse  de  fluide  écoulé  dans  l'unité  de  temps  et 
les  palettes  se  succédant  les  unes  aux  autres  au  même  lieu  sans 
discontinuité. 


Cas  où  V et  v sont  parallèles. 


17.  Si  en  particulier,  la  palette  se  mouvant  dans  un  coursier  avec 
un  petit  jeu  et  une  vitesse  v dirigée  dans  le  même  sens  que  la  vi- 
tesse V avec  laquelle  le  fluide  afflue,  il  arrive  qu’en  avant  et  en 
arrière  de  la  palette  l’eau  ne  se  meuve  plus  qu'avec  la  vitesse  v,  et 
le  liquide  ne  choque  plus  réellement  cette  palette  (fig.  157),  mais 
la  masse  ou  le  remous  qui  est  en  avant,  il  perd  toute  la  vitesse 
relative 

V — », 

et  par  suite  la  force  vive 

M(V — »)*, 

comme  on  l’a  vu  pour  le  mouvement  de  l’eau  dans  les  canaux  ou 
tuyaux  de  conduite.  On  remarquera  que  ceci  est,  jusqu’à  un  certain 
point,  indépendant  de  l’inclinaison  de  la  palette  AB,  pourvu  tou- 
tefois, que  le  fluide  ne  puisse  pas  la  déborder  ni  s’y  élever  sensi- 
blement au-dessus  de  la  section  d’eau  en  aval.  Ce  cas  est  celui  des 
roues  à palettes  planes  dont  nous  nous  occuperons  plus  loin. 


Cas  où  le  fluide  rencontre  successivement  les  différentes  parois 
d'un  vase. 


18.  Si,  après  avoir  choqué  la  palette  AB,  le  fluide  en  rencontre 
une  autre  BC  (lig.  158)  ou  une  masse  de  liquide  déjà  arrivé  sur  la 
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machine,  et  qu'il  se  trouve  ensuite  contenu  dans  une  e&{>èce  de  vase 
ou  d 'auget,  il  se  produira  une  nouvelle  perte  de  force  vive  ; après 
quelques  tourbillonnements  tout  mouvemeut  relatif  sera  éteint  et 
le  fluide  ne  conservera  que  la  vitesse  propre  de  l’auget.  Dans  ce  cas, 
V et  v étant  toujours  la  vitesse  du  filet  à son  entrée  et  celle  de 
l’auget,  en  appelant  y l'angle  qu'elles  font  entre  elles,  la  vitesse 
relative  ou  perdue  sera 

i»b=m  ==\Zv*-t-  «*— 2Vt>  cosy  ; 

et  la  perte  de  force  vive  dans  l’unité  de  temps  aura  pour 
expression , 

— SVvcosyJ; 

quantité  qui  ne  sera  nulle  en  général,  que  si  l’on  a 
« 7=9  et  V=u  ; 

c’est-à  dire,  que  les  vitesses  devront  être  égales  en  direction  et  eu 
intensité. 

Discussion  de  la  condition  w*==e. 

19.  Examinons  maintenant  si  l’on  peut  satisfaire  à la  deuxième 
condition  du  maximum  d’effet , c’est-à-dire , faire  en  sorte  que  la 
vitesse  de  sortie  du  fluide 

w — c. 

D’après  ce  que  nous  avons  vu  (N*  16) , le  fluide,  après  le  choc, 
coulera  sur  la  palette  avec  une  vitesse  initiale  relative, 

Vcos«+ocos/3 

selon  les  cas  ; ensuite  les  forces  accélératrices  ou  retardatrices 
agissant  sur  lui , il  quittera  la  palette  avec  une  autre  vitesse  rela- 
tive, dont  la  direction  sera  le  prolongement  du  dernier  élément  de 
la  palette  et  que  nous  appellerons  «’  (fig  t59) 
v'  étant  la  vitesse  de  la  palette  au  point  A de  sortie, 

<?  l’angle  compris  entre  m’  et 
la  vitesse  absolue  de  sortie  du  fluide  sera 

ic=V«’2+»’J — 2t*Vcosj  ; 

laquelle  ne  sera  généralement  nulle,  que  si  l’on  a simultanément 
u’=o’  et  y=s. 
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Cette  condition  exprime  que  la  vitesse  relative  du  fluide,  à sa  sortie, 
doit  être  égale  à la  vitesse  de  translation  de  la  palette  et  dirigée  eu 
sens  contraire.  Or,  il  est  impossible  d’y  satisfaire  tout-à-fail, 
attendu  la  difliculté  qu’éprouverait  l'eau  à s'échapper  ou  à dégor- 
ger du  récepteur  ; l’angle  <j>  notamment  ne  parait  pas  devoir  être 
pris  beaucoup  au-dessous  de  30°  ; d’ailleurs  il  existe  une  relation 
nécessaire  entre  t>’  et  V par  suite  de  celle  qui  se  trouve  établie 
entre  V et  v et  de  la  liaison  établie  entre  les  pièces  de  la  machine , 
on  voit  donc  qu’en  général , il  ne  sera  pas  possible  d'avoir  à la  fois 
m=o  et  «>=o, 

et  qu’on  sera  réduit  à rechercher  un  maximum  relatif  de  la  quan- 
tité Pc,  ou  un  minimum  relatif  du  terme 

M (ll’-f-tr1) 

2 ’ 

d’après  les  donnés  de  la  question,  dont  on  pourra  disposer  ; telles, 
par  exemple,  que  la  vitesse®  du  récepteur  ou  celle  V d’arrivée  du 
liquide.  C'est  ce  maximum  que  nous  allons  actuellement  nous 
occuper  de  rechercher  pour  les  différents  récepteurs  le  plus  en 
usage  dans  les  usines. 

ROUES  VERTICALES  A PALETTES  PLANES. 

Description  sommaire. 

20.  Ces  roues,  malgré  leurs  défauts  très-graves,  sont  encore  les 
plus  généralement  employées  dans  les  usines,  par  suite  de  la  sim- 
plicité de  leur  construction  et  de  l’empire  de  la  routine.  Elles  con- 
sistent ordinairement  (fig.  160),  en  deux  ou  plusieurs  jantes  circu- 
laires en  bois,  soutenues  par  quatre,  six  ou  huit  bras  assemblés 
sur  l’arbre  qu'ils  traversent  ou  embrassent  extérieurement.  Des 
aubes  ou  palettes  planes,  ordinairement  en  bois,  sont  placées  à la 
circonférence  extérieure  des  jantes , et  fixées  sur  les  prolongements 
des  bras,  ou  sur  des  braçons  assemblés  dans  les  jantes.  On  donne 
assez  généralement  à ces  palettes  0*,30  à O^.-iO  de  largeur  dans  le 
sens  du  rayon,  on  les  écarte  de  0",30  à O”, 40  à la  circonférence 
extérieure,  et  leur  longueur  varie  avec  la  force  du  cours  d’eau , ou 
celle  qu’on  veut  obtenir  du  moteur.  Un  coursier,  ordinairement 
rectiligne,  emboite  inférieurement  les  aubes  auxquelles  on  ne  doit 
laisser,  de  côté  et  en  dessous,  qu’un  jeu  de  0m,01  à 0“,02,  mais  que 
les  charpentiers  maladroits  portent  quelquefois  de  0ra,03  à 0m,6 
et  plus.  La  pente  de  ce  coursier  varie  dc^-à 
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L’épaissenr  de  la  lame  d’eau  qui  sort  de  la  vanne,  ou  plutôt 
celle  qui  s’établirait  dans  le  bas  du  coursier  si  la  roue  était  en- 
levée, ne  doit  être  que  de  * ù de  la  hauteur  des  aubes,  dans 
le  sens  du  rayon , afin  que  le  remous  qui  se  produit  en  avant , ne 
puisse  pas  dépasser  le  côté  intérieur  de  ces  aubes. 

La  vanne  est  ordinairement  verticale  et  a une  certaine  distance 
de  la  roue,  sa  largeur  est  le  plus  souvent  égale  à celle  du  coursier, 
cl  d’après  ce  que  nous  avons  vu  (sect.  VI,  n°  58  et1  suiv.)  il  en 
résulte  une  perte  de  force  vive  que  nous  avons  appris  à calculer, 
ainsi  que  la  vitesse  V,  avec  laquelle  l’eau  rencontre  la  première 
aube  qu’elle  choque. 

Équation  particulière  à des  roues  à palettes  planes. 

21.  D'après  cela,  conservant  les  notations  précédentes  par  les- 
quelles nous  avons  appelé, 

P l’effort  moyen  exercé  par  le  fluide  à la  circonférence  de  la 
roue  qui  passe  par  le  milieu  de  la  partie  plongée  des  aubes, 
ou  la  résistance  utile  à vaincre , 
v la  vitesse  à celte  circonférence  moyenne, 

V celle  d’arrivée  de  l’eau  sur  les  aubes, 

M la  masse  d’eau  dépensée  en  1”  ; 
il  est  clair,  d'après  la  description  succincte  que  nous  venons  de 
donner,  et  d'après  ce  qui  précède  (n°  8 et  suiv.)  que  l’on  aura 
u=V — e;  u>  = v; 

et  comme  nous  supposons  que  l’eau  arrive  sur  la  roue  dans  sa 
partie  inférieure,  on  a 

h'— o. 

I.’ (-quation  générale  du  n°  8 devient  donc  dans  ce  cas,  et  en  suppo- 
sant que  le  mouvement  de  la  roue  ait  atteint  l'uniformité , 

Pu  = ~ M V'—  T M <V_e)  *“  ¥ Mt,S’ 

ou,  en  réduisant 

Pu=  M (V— 

Condition  du  maximum  d'effet  relatif. 

22.  La  valeur  de  l’effet  utile  Pu  étant  nulle  pour 

V=t> , ou  pour  t>— o , 
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il  doit  exister  entre  ces  quantités  une  relation  qui  la  rende  un 
maximum.  Ici  V est  donné  par  la  hauteur  de  chûte  disponible , 
cette  quantité  est  donc  constante,  et  si  l’on  différentie  par  rapport 
A c , on  trouve  pour  le  cas  du  maximum  , 


et  par  suite  pour  la  valeur  maximum  de  l’effet  utile  , 

Pt>=4MjA> 

z 

Le  produit  MÿA  du  poids  de  l’eau  dépensée  par  la  hauteur  de 
chûte  disponible  est  ce  qu’on  appelle  la  quantité  de  travail  ou  l’ef- 
fet disponible,  quantité  qui  n’est  elle-même  qu’une  certaine  fonc- 
tion de  celle  qui  est  dûe  à la  chûte  entière , comprise  depuis  le 
niveau  supérieur  dans  le  réservoir,  jusqu’au  point  du  coursier  où 
l’eau  s’échappe  de  la  roue,  et  qu’on  nomme  l’effet  utile  absolu  du 
cours  d'eau  ; on  voit  d’après  ce  qui  précède,  que  même  dans  le 
cas  du  maximum,  l’effet  utile  des  roues  à palettes  n’est  théorique- 
ment que  la  moitié  de  celui  qui  est  réellement  disponible  à l’ins- 
tant où  l'eau  atteint  la  roue. 

Résultat  de  rexpérienee  et  formules  pratiques. 

23.  Les  expériences  de  Bossut  et  de  Smeaton  ont  montré  que  , 
dans  la  pratique  , le  maximum  d’effet  correspond  réellement  à la 
vitesse  de  roue 

j 

=0.40V , et  a pour  valeur  O.SMÿA  , 

de  sorte  que  l’effet  utile  pratique  se  réduit  aux  0.60  de  l’effet  théo- 
rique : le  même  rapport  s’applique  aussi  au  cas  où  les  vitesses  v et 
V ne  sont  pas  dans  les  proportions  ci-dessus , pourvu  que  cette 
proportion  ne  s'écarte  pas  trop  de  celle  qui  se  rapporte  au  maxi- 
mum d’effet.  D’après  cela,  on  aura  dans  le  cas  général , 
P»=0.60M(V — ujokm, 
et  dans  celui  du  maximum  , 

Pu=0.30Mj(Akm. 

Nous  appellerons  désormais  Q le  volume  d’eau  dépensé  par  se- 
conde, exprimé  en  mètres  cubes,  et  nous  aurons  par  conséquent , 
1000QUI.=Mÿ 
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Ce  qui  donne  pour  les  formules  pratiques  ci-dessus , 

dans  le  cas  general  Pt>= — y (v — 

dans  le  cas  du  maximum  Pc-— 0,30V,  1000Q  hkm , 
desquelles  ou  tire  respectivement  pour  la  valeur  de  l’effort  excercé 
par  l’eau  à la  circonférence  moyenne  des  palettes  et  dans  le  sens 
du  courant  moteur , 


p=üûoo  ou  ps=S00O*kM 

g v 

Cas  où  le  jeu  des  aubes  dans  le  coursier  est  très-grand. 

24.  Lorsqu'au  lieu  de  remplir  exactement  le  coursier , ou  de 
n'avoir  qu’un  faible  jeu , les  aubes  sont  beaucoup  plus  petites,  une 
portion  considérable  du  liquide  passe  au-dessous  et  à côte  d’elles 
sans  agir , l’effet  utile  se  trouve  diminué  de  beaucoup.  Dans  ce  cas, 
pour  pouvoir  faire  le  calcul  avec  quelqu’exactitudc,  il  ne  faut  in- 
troduire dans  les  formules  ci-dessus  que  le  poids  de  la  quantité 
d’eau  qui  agit  directement  sur  la  roue.  Pour  cela,  connaissant, 
d’après  les  règles  que  nous  avons  établies  (Sect.  VI , N°  73 , etc.) , 
le  volume  d’eau  Q dépensé  par  l’orifice  et  la  vitesse  V d’arrivée  sur 
la  roue,  le  quotient 

Q 

T 

donnera  approximativement  l’aire  de  la  section  d'eau  abcd  (tig.  161  ) 
dans  le  canal,  et  par  suite  la  hauteur  ab  du  niveau  moyen  sous  la 
roue  , pendant  le  mouvement;  hauteur  que  , dans  la  plupart  des 
cas  , on  pourra  même  mesurer  directement  quand  les  aubes  seront 
enlevées , ce  qui  vaudra  mieux.  Connaissant  ab  et  le  jeu  inférieur 
des  aubes  dans  le  coursier  , on  connaîtra  l’aire  a'b'c'd’  soumise  di- 
rectement à l’action  du  courant.  Nommant  A’  cette  aire,  A l’aire 

abcd  , on  aura  A=^-et^=-^;  par  suite  les  formulas  théoriques 
du  N.  23  deviendront , pour  le  cas  général 

P^p(V_t)vkm,  p=ioo2Av(V_e)kl| 

Des  expériences  de  M.  Christian  (*)  montrent  que  , dans  ce  cas, 

(*)  Mécanique  Industrielle,  tome  I,  page  329. 

69 
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la  vitesse  de  la  roue  qui  eorrespond  au  maximum  d'effet  est  eu- 
core 

»=0,4V. 

cl  qu’alors  l’effet  utile  réel  est  de  0,75  environ  de  celui  que  donne 
la  formule  ci-dessus  quand  les  allés  sont  entièrement  plongées  dans 
l’eau  du  courant. 

Perfectionnements  proposés  par  divers  auteurs. 

35.  Ainsi  dans  la  pratique  et  dans  les  circonstances  les  plus  fa- 
vorables ces  roues  transmettent  moins  que  le  tiers  du  travail  ab- 
solu du  moteur  , et  dans  les  constructions  ordinaires  , l'effet  utile 
est  encore  beaucoup  plus  faible  et  ne  s’élève  guère  qu'aux  0,30  ou 
0,35  de  cette  quantité. 

Plusieurs  auteurs  ont  cherché  les  moyens  d’augmenter  l'effet 
utile  des  roues  à palettes.  Deparcieux  et  Bossul,  en  inclinant  les 
aubes  vers  l’amont,  d’un  angle  d’environ  35*  sur  le  prolongement 
des  rayons  ont  obtenu  une  légère  augmentation  d’effet , pour  les 
roues  emboitées  dans  un  coursier  incliné  à l’horizon  (').  D'un  autre 
côté,  Fabre  (")  a prescrit  de  pratiquer  un  seuil  et  un  rélargisse- 
ment au  coursier  sous  l’axe  de  la  roue,  afin  de  faciliter  le  dégorge- 
ment de  l’eau;  on  a aussi  proposé  de  donner  aux  joues  du  pertuis 
la  forme  de  la  veine  fluide,  et  d’incliner  la  vaune  le  plus  possible 
sous  la  roue,  ce  qui  a pour  effet,  comme  nous  l’avons  vu  (sect.  VI, 
N°  G4),  de  diminuer  la  contraction  et  la  perte  de  force  vive  dans  le 
coursier,  ainsi  que  l’effet  de  la  résistance  des  parois.  Enfin,  d’après 
Morosi , on  a ajouté  sur  les  côtés  verticaux  des  aubes , des  rebords 
ou  liteaux  d’environ  0m,05  à 0",08  de  saillie.  Les  deux  premiers 
moyens  sont  d’un  assez  bon  effet,  quant  aux  rebords;  des  expé- 
riences spéciales  faites  sur  un  moulin  à pilon  de  la  poudrerie  de. 
Metz,  par  M,  Poncelet,  prouvent  que  l’augmentation  qui  en  résulte 
peut  s’élever  du  douzième  au  quinzième  de  l’effet  utile  transmis 
dans  le  cas  où  les  palettes  sont  sans  rebords  : tous  ces  moyens  de 
perfectionnements  ne  sauraient  néanmoins  élever  le  maximum 
d’effet  utile  au-delà  des  0,35  de  l'effet  absolu. 

Ils  ne  peuvent  donc  remédier  aux  défauts  qu'ont  les  roues  à pa- 
lettes planes,  de  ne  transmettre  qu’une  faible  portiou  du  travail 
moteur,  par  suite  des  pertes  de  force  vive  dues  aux  chocs  et  à la 

(*)  Trailt  d’hydrodynamique , lome  II , IS'°’  HI3  et  suivants. 

(")  Essai  sur  la  construction  des  machines  hydrauliques. 
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vitesse  que  conserve  l’eau,  après  avoir  agi.  Néanmoins  ces  roues 
ont  quelques  qualités  importantes  pour  l’industrie , et  la  principale 
c’est  la  faculté  de  pouvoir  prendre  une  grande  vitesse,  sans  que 
l’effet  utile  s’écarte  du  maximum  qui  leur  est  propre,  ce  qui  dis- 
pense, dans  beaucoup  de  circonstances,  d’employer  des  engrenages 
multipliés.  Dans  la  vue  de  conserver  aux  roues  verticales  à aubes , 
ce  précieux  avantage,  tout  en  évitant  les  pertes  de  forces  vives 
dont  il  vient  d’être  parlé,  M.  Poncelet  a imaginé  les  roues  à aubes 
courbes  dont  nous  allons  donner  la  théorie. 

ROUES  VERTICALES  A AUBES  COURBES. 

Description  sommaire. 

26.  Ces  roues  destinées  à remplacer  partout,  avec  avantage,  les 
anciennes  roues  à ailettes,  et  dont  un  grand  nombre  existe  déjà  en 
France  et  à l’étranger,  doivent  leurs  qualités  à la  forme  des  aubes 
et  à un  ensemble  de  dispositions,  pour  lesquelles  on  a mis  à profit 
les  résultats  de  la  théorie  et  de  l'expérience,  et  que  nous  allons 
décrire  d’abord  avec  quelques  détails. 

Le  pertuis  est  disposé  de  la  manière  suivante  (fig.  162)  : le  fond 
du  coursier  et  celui  du  réservoir  sont  à peu  près  dans  le  prolonge- 
ment l’un  de  l’autre,  ou  raccordés  tangentiellement;  les  côtés 
verticaux  sont  garnis  de  parties  arrondies,  d’après  ce  qui  a été 
prescrit  (sect.  VI,  N°  64),  et  destinées  à annuler  la  contraction 
latérale;  la  vanne  est  inclinée  sous  la  roue,  ordinairement  à I ou  2 
de  base  sur  2 de  hauteur;  il  résulte  de  là,  que  la  contraction  est 
beaucoup  diminuée  et  que  le  coefficient  de  la  dépense  est  0,75  ou 
0,80,  selon  l’inclinaison  plus  ou  moins  grande  delà  vanne  (sect. 
VI,N°64.) 

De  plus,  le  coursier  ayant  exactement  la  même  largeur  que 
l’orifice',  la  veine  fluide  conserve  à peu  près  les  mêmes  dimensions 
qu’à  sa  sortie,  il  ne  se  fait  presque  pas  de  perte  de  force  vive  à son 
entrée  dans  le  coursier. 

La  pente  du  coursier  depuis  l’orifice  jusqu’au  dessous  de  la  roue 
est  de  — à ~ ; afin  de  conserver  à l’eau  toute  la  vitesse  qu’elle  a 
en  sortant  de  cet  orifice,  ce  qui , au  surplus,  n'est  point  indispen- 
s ablc. 

Le  fond  du  coursier  est  tangent  à la  circonférence  extérieure  de 
la  roue,  sauf  un  petit  jeu  indispensable.  Sur  la  roue  et  à partir  du 


Digitized  by  Google 


— 546  — ■ 


rayon  qui  est  perpendiculaire  à cette  partie  rectiligne  du  coursier, 
les  aubes  se  trouvent  emboîtées  dans  une  portion  de  cercle  con- 
centrique à la  roue,  et  dont  le  développement  est  égal  à l’intervalle 
de  deux  aubes  consécutives,  augmenté  de  0"“,05  à 0“,0G,  afin  qu'il 
en  embrasse  au  moins  deux  , et  que  l’eau  ne  puisse  pas  s'échapper 
par  le  vide  qu'elles  laisseraient  entre  elles  et  le  fond  du  coursier, 
dans  certaines  positions si  le  fond  était  tout  à fait  rectiligne. 

Cet  arc  de  cercle  se  termine  par  un  ressaut  brusque,  dont  le 
sommet  doit  être  au  niveau  des  eaux  moyennes  dans  le  canal  de 
fuite,  et  qui  a pour  objet  de  faciliter  le  dégorgement  de  la  roue, 
dans  le  même  but  on  donne  à ce  canal  de  fuite  toute  la  section 

* 

c’est-à-dire  toulc  la  largeur  et  la  profondeur  qu’il  peut  recevoir 
dans  chaque  localité,  immédiatement  à partir  du  ressaut. 

Les  aubes  sont  assemblées  et  contenues  entre  deux  couronnes 
annulaires  montées  sur  un  certain  nombre  de  bras  et  destinées  à 
empêcher  l’eau  do  se  répandre  latéralement,  au  lieu  d’agir  sur  ces 
aubes.  La  largeur  de  ces  couronnes  , dans  le  sens  du  rayon  , doit 
être  le  quart  au  moins  de  la  hauteur  de  chute,  comme  on  le  verra 
plus  loin.  L’écartement  intérieur  des  couronnes  est  ordinairement 
de  O”, 06  à O”,  10  environ  plus  grand  que  la  largeur  de  l’orifice  et 
du  coursier , afin  que  l’eau  entre  facilement  dans  les  aubes.  Les 
joues  verticales  du  coursier  ont , au-dessous  de  la  roue , une  échan- 
crure circulaire  concentrique  aux  couronnes,  pour  qu’elles  puissent 
librement  tourner  sans  permettre  à l’eau  de  s’échapper  par  les 
côtés  de  la  roue,  qui  d'ailleurs  doit  être  entièrement  dégagée  laté- 
ralement et  extérieurement. 

La  courbure  des  aubes  est  indifférente,  pourvu  qu'elle  soit  con- 
tinue , et  se  raccorde  à-peu-près  tangentiellement  avec  la  circon- 
férence intérieure  à-peu-près  à angle  droit.  On  la  fait  ordinaire- 
ment circulaire  et  pour  en  déterminer  le  centre , on  élève  au  point 
b (fig.  162)  où  la  surface  de  la  lame  d’eau  rencontre  la  circonfé- 
rence extérieure  de  la  roue,  une  perpendiculaire  sur  cette  surface 
ah,  puis  on  prend  le  centre  en  O sur  cette  ligne,  près  de  la  circon- 
férence intérieure  de  la  couronne, en  dedans  de  cette  circonférence, 
si  la  largeur  des  couronnes  est  grande , en  dehors,  si  elle  est  petite , 
afin  de  ne  pas  donner  aux  aubes  un  développement  inutile  et  que 
leur  dernier  élément  soit  à-peu-près  dirigé  dans  le  sens  du  rayon. 
Dans  cette  construction,  on  voit  que  les  aubes  ne  sont  pas  tout-â- 
fait  tangentes  à la  circonférence  extérieure,  ce  qui  rendrait  la 
sortie  de  l’eau  difficile , et  le  tracé  montre  que  l’inclinaison  des 
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deux  ceurbes  ou  de  leurs  tangentes  sera  d’environ  30-  pour  de 
lames  d’eau  de  0“,2  à 0“,3  d’épaisseur. 

Quant  au  nombre  des  aubes , il  est  ordinairement  de  36  pour  les 
roues  de  3 à 4 mètres  de  diamètre  et  de  48  pour  celles  de  6 à 7 
mètres.  On  les  fait  eu  tôle  de  fer  de  4 à 6 millimètres  d'épaisseur 
ou  en  bois,  comme  les  douves  d’un  tonneau,  et  on  les  assemble 
dans  les  joues.  Les  bords  des  aubes  en  bois,  doivent  être  terminé51 
par  une  feuille  mince  de  tôle,  pour  éviter  le  choc  de  l’eau  sur  la 
. tranche. 

Equation  particulière  des  roues  à aubes  courbes. 

27.  D’après  cette  description  , il  est  facile  de  concevoir  les  mo- 
difications à faire  à l’équation  générale  (N°  8)  des  moteurs,  pour 
l’appliquer  à celte  roue.  Soient 

V la  vitesse  moyenne  avec  laquelle  la  lame  d’eau  arrive  à la  cir- 
conférence extérieure  de  la  roue,  et  qui,  d’après  la  disposi- 
tion décrite  au  N°  26  du  pertuis  et  du  coursier,  sera  sensi- 
blement celle  due  à la  charge  d'eau  sur  le  seuil. 

e la  vitesse  à la  circonférence  extérieure  de  la  roue. 

Il  est  d’abord  clair,  que  les  vitesses  V et  v étant  dirigées  dans  le 
môme  sens,  à très-peu  près,  il  n’y  aura  pas  de  choc  à l’entrée  du 
tluide  dans  la  roue  et  qu’on  aura 

u^o. 

De  plus,  A’ est  nul  aussi,  puisque  l’eau  arrive  à la  partie  infé- 
rieure de  la  roue  et  à peu  près  au  niveau  du  bief  inférieur. 

Quant  à la  vitesse  relative  d’introduction  de  l’eau  dans  les  aubes, 
elle  sera  évidemment  égale  à 

V— »; 

et  c’est  avec  cette  vitesse  que  le  liquide  s’élèvera  le  long  des 
courbes.  Son  mouvement  sera  d’abord  retardé  par  la  gravité  et  par 
la  force  centrifuge,  mais  sans  discuter  encore,  comme  nous  le  fe- 
rons plus  loin,  les  effets  simultanés  de  ces  deux  forces,  on  voit  fa- 
cilement qu’après  être  parvenue  an  point  le  plus  élevé  de  sa  course, 
l’eau  se  trouvera  soumise,  en  redescendant,  aux  mômes  forces,  qui 
pour  chaque  position  lui  restitueront  précisément  la  même  vitesse 
qu’elle  avait  en  montant.  L’eau  sortira  donc  de  l’aube  avec  une 
vitesse  relative  tangente  à sa  courbure  en  son  extrémité,  à peu  près 
tangente  aussi  à la  circonférence  de  la  roue , et  égale  à sa  vitesse 
d’introduction 
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V-e; 

mais,  comme,  en  vertu  du  mouvement  de  translation  qui  lui  est 
commun  avec  l’aube,  elle  est  en  outre  animée  de  la  vitesse  v en 
sens  contraire  de  V,  il  s'en  suit  que  la  vitesse  absolue  de  sortie , 
que  nous  avons  désignée  par  u>,  sera 
m>=V — 2e. 

D’après  cela , l’équation  générale  du  N°  8 devient , pour  cette 
roue, 

Po=iMVjl5M(V— 2e)a  ou 
Pc— 2M(V — e)t. 

Cette  relation  nous  montre  que  l’effet  utile  théorique  de  cette  roue 
est  double  de  celui  des  roues  à aubes  planes  ordinaires- 


Condition  du  maximum  d'effet. 


28.  La  condition  du  maximum  d’effet  étant  t©=o,  ce  qui  revient 
ici  à 


V — 2e=  o ou  c=^V, 


elle  est  la  même  que  pour  les  roues  à palettes  ordinaires;  mais 
l’effet  utile  maximum  est  encore  double  et  a pour  valeur 

Pe=j-MV’=MÿH  ; 

en  nommant  H la  charge  d'eau  sur  le  centre  de  l’orifice;  c’est-à- 
dire,  qu’il  est  égal  au  plus  grand  de  tous  les  effets  possibles  et  que 
théoriquement  cette  roue  transmet,  en  entier,  la  quantité  de  tra- 
vail que  la  gravité  imprime  à l’eau  dans  sa  descente- 


Dimensions  à donner  aux  couronnes.  Effets  de  la  force  centrifuge. 

29.  La  hauteur  à laquelle  on  peut  s’élever  en  glissant  sur  les 
aubes,  détermine  la  largeur  à donner  aux  couronnes;  il  est  donc 
important  d’étudier  un  peu  son  mouvement  d'ascension  le  long  des 
courbes,  dont  jusqu’ici  nous  n’avons  dit  qu’un  mot  en  établissant 
la  théorie  de  la  roue. 

A cet  effet  nous  remarquerons,  qu’attendu  que  le  chemin  décrit 
par  chaque  point  de  la  roue  est  sensiblement  rectiligne  et  hori- 
zontal pour  le  temps  assez  petit , où  l’eau  reste  en  contact  avec  une 
même  aube,  on  peut  sans  inconvénient,  faire  abstraction  du  mou- 
vement de  transport  général  de  celle-ci , pour  ne  s'occuper  que  de 
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celui  de  l’eau  qui  le  parcourt,  pourvu  qu'on  tienne  compte  (les 
effets  de  la  force  centrifuge  dus  à la  rotation  de  l'aube. 

Considérons  donc  un  élément  dM  de  masse  d’un  filet  fluide,  mon- 
tant sur  cette  aube  ; soient 
u la  vitesse  angulaire  de  la  roue , 
r la  distance  de  l’élément  rfM  au  centre  de  la  roue  ; 
la  vitesse  de  rotation  de  l’élément  d.M  sera  , 


et  la  force  centrifuge  qui  tendra  à l’empécher  de  monter  sera  , 
dM.wV 

==dMw3r  ; 


si  cette  masse  parcourt,  dans  l’élément  du  temps  dt , l’espace  dr, 
dans  le  sens  du  rayon  de  la  roue,  la  quantité  de  travail  élémen- 
taire que  la  force  centrifuge  développera  sur  elle,  sera , 


En  désignant  par  R et  R'  les  rayons  extérieur  et  intérieur  de  la 
couronne,  la  quantité  de  travail  totale  développée  sur  cet  élément 
par  la  force  centrifuge,  depuis  l’entrée  jusqu’à  la  distance  R’  du 
centre,  sera 


dMw3 


(Ra— R’3)  ‘ 

a 


Quant  à l'action  de  la  gravité,  comme  l’eau  s'introduit  par  le  bas 
de  la  roue,  le  chemin  parcouru  dans  le  sens  de  sa  direction,  sera 
simplement  égal  à 


R— R’ 


et  le  travail  total  de  cette  force  dans  ce  mouvement,  sera 


ÿdM(R — R’)l,“. 


Si,  parvenue  à cette  hauteur,  la  masse  élémentaire  rfM  a perdu 
toute  sa  vitesse,  la  variation  de  sa  force  vive,  sera 


dM(V — «)’ 

puisqu'à  l’entrée  elle  était  animée  de  la  vitesse  V — v. 

Négligeant  d’ailleurs  dans  ce  mouvement,  la  résistance  des 
parois  qui  doit  avoir  assez  peu  d’influence,  le  principe  des  forces 
vives  donnera 

dM(V — »)’  =~dM .j*(Ra— R’3)  -f  2ÿdM  (R  — R’) , (♦) 


H Pour  opérer  d’iinr  manière  entièrement  rigoureuse , on  remarquera 
que  la  force  motrice  ou  d’inertie  due  au  mouvement  relatif  tangentiel  de 


Digitized  by  Google 


— 550  — 


d’où  l’on  tire 


2y  ig 


R’= 


Dans  celte  relation , on  connaît  V , v =o>R , w et  R ; il  sera  donc 
facile  d’en  déduire  R'  et  par  suite  la  largeur  R — R’  des  couronnes  : 
on  trouve  

-g  + V (g-f-'^R)3 — (V — p)*'^>a 

La  force  centrifuge  tendant  à empêcher  l’eau  de  monter  il  est 
clair  que  si  l’on  avait  fait  abstraction  de  cette  cause  de  retard  on 
aurait  trouvé  pour  R — R’  une  valeur  trop  grande  : elle  eût  été 

K-r-t'A 

et  dans  le  cas  du  maximum  d’effet  où  l’on  a vu  que 


"=ÏV 


on  aurait  eu 


R — R- 


8 g i 


la  molécule  rfM  sur  la  eourbe  des  aubes,  forée  que  nous  représenterons 
dMs  du 

par  dM  — - — d M — , « étant  l’arc  décrit  par  d M sur  cette  eourbe  et  n sa 
1 dt3  dt  * 

vitesse  relative  au  bout  d’un  certain  temps , on  remarquera  , dis-je , que  cette 
force  motrice  est  égale  à la  composante  de  la  force  centrifuge  u*  rdM  suivant 
l’élément  dt  de  la  courbe  augmentée  de  celle  du  poids  </dM  suivant  cette  même 
direction  ; nommant  donc  Y et  f les  angles  variables  formés , à l’instant  que 
l’on  considère  par  la  gravite  et  la  force  centrifuge  avec  l’élément  dt , pn  aura 
pour  le  mouvement  relatif  sur  la  courbe  et  dans  la  supposition  où  celui  de  la 
roue  est  donné  ou  obligé 


d s dr 

- — =w,rcos  Y-f-ÿcos  -j-  g cos  3 ; 

dt%  ds 


attendu  que  dr  cos  Y=dr  et  que  les  composantes  normales  des  forces  ne  con- 
tribuent en  rien  au  mouvement  sur  la  courbe  et  sont  censées  détruites  par  la 
réaction  de  la  roue  ou  négligeables  vis-à-vis  des  forces  motrices  qui  animent 
scs  différentes  molécules. 

Multipliant  cette  équation  par  dt  et  intégrant  depuis  R jusqu'à  R’  ou 
depuis  u— »V — v jusqu'à  une  valeur  quelconque  k=**u’  répondant  à r=R’  on 
aura  l’équation 

«»—  u’1='>)“{Rt — 

Pour  intégrrr  le  dernier  terme  du  2*  membre,  il  faudrait  connaître  n 
priori  f en  fonction  de  »,  ce  qui  n’est  pas,  puisque  * est  lui-même  fonction 


R’*) +2^""  cos  f ds. 
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Ainsi  en  donnant  aux  couronnes  une  largeur  égale  au  quart  de  la 
chûte  disponible,  on  serait  sur  que  l'eau  en  montant  le  long  des 
aubes,  ne  pourrait  les  dépasser  daus  le  cas  dont  il  s’agit.  Mais  il 
arrive  souvent  que  la  roue  marche  avec  une  vitesse  un  peu  moindre 
que  celle  qui  convient  au  maximum  d’effet,  et  dans  la  réalité,  la 
veine  d’eau  n’est  pas  réduite  à un  filet  élémentaire,  comme  nous 
l’avons  supposé,  et  les  premières  parties  introduites  sur  une  aube 
étant  poussées  par  celles  qui  sont  en  arrière,  l’eau  s'élève  un  peu 
plus  haut  que  ne  l’indiquent  les  considérations  précédentes  ; c’est 
pourquoi  on  devra  donner  aux  couronnes  une  largeur  un  peu  plus 
forte  que  celle  qu’on  en  déduirait.  Pour  les  chûtes  de  0m,60  à 0m,80 
on  la  prendra  égale  ai  ou  ^ de  la  chûte  et  pour  de  plus  grandes 

on  la  fera  égale  à j ou  ^ de  la  chûte. 

Quant  à la  descente  du  fluide  le  long  des  aubes,  il  est  clair  qu'en 
chaque  point  il  sera  soumis  aux  mêmes  forces  qui  développeront 
sur  lui  des  quantités  totales  de  travail  précisément  égales  à celles 

de  / et  dépend  de  la  loi  du  mouvement  relatif  sur  la  courbe,  loi  qui  suppose 
l'intégration  de  l'équation  différentielle  ci-dessus  ramenée  préalablement  à 
une  autre,  qui  ne  contienne  que  deux  variables  telles  que  lc  temps  et  l'angle 
décrit  par  la  courbe  autour  de  l’axe  de  la  roue. 

Mais  si  l’on  admet,  comme  c’est  ici  le  cas,  que  la  direction  du  rayon  va- 
riable r diffère  très-peu  de  celle  du  rayon  vertical  de  la  roue  pendant  tout  le 
mouvemens  d’ascension  ou  de  descente  de  la  masse  d.M  sur  la  courbe,  f diffé- 
rera sussi  très-peu  de  T,  ou  cos  » dx  de  dr,  de  sorte  qu'on  aura  approximati- 
vement 

i k 

i cos  f rfs  = R — R’ 

R’ 

conformément  à ce  qui  a été  admis  dans  le  texte. 

En  général . si  l’angle  décrit  par  la  roue  pendant  que  la  molécule  dM  se 
meut  d’une  extrémité  à l’autre  de  la  courbe  est  très-petit , de  sorte  que  celle 
courbe  puisse  être  censée  rester  sensiblement  parallèle  à sa  position  moyenne 

on  pourra  calculer  l'intégrnle^'cosjdj  pour  cette  position  moyenne,  sans 

avoir  égard  au  mouvement  île  transport  général  dont  il  s’agit;  mais  dscos» 

est  la  projection  de  du  sur  la  verticale , donc/  Bros  f cl»  a sensiblement  pour 

/r’ 

valeur , la  hauteur  verticale  comprise  entre  les  points  de  la  courbe  qui  répon- 
dent aux  distances  U et  R'  à l'axe  de  la  roue. 

70 
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qu’elles  ont  produites  ihins  la  montée  et  qu'arrivé  à lu  circonférence 
extérieure  il  aura  recouvré  su  vitesse  d’introduction  V— e. 


Ilisultats  de  l'expérience  et  formulée  pratiquée. 

30.  Nous  n’avons  indiqué  jusqu’ici  que  les  résultats  déduits 
de  la  théorie  des  roues  à aubes  courbes , passons  aux  modifica- 
tions que  l’expérience  y a apportées.  Des  observations,  faites 
d’abord  sur  un  modèle,  et  répétées  ensuite  sur  des  roues  cons- 
truites en  grand,  Q ont  montré  que  la  vitesse  correspondante  au 
maximum  d’effet  était  moyennement 
C-0.55V, 

et  que  pour  des  chûtes  de  2™  ou  au-dessus  et  des  ouvertures  de 
vanne  de  0m,08  à 0°,12,  l’effet  utile  pratique  était  les  0,65  de  l’effet 
théorique;  on  a donc  pour  le  cas  général, 

Pc=.i,30.M(V— »)u—  l,30^y2(V— »)»*- 

et  pour  celui  du  maximum, 

Po^O,C5MfflI=0,65XtOOOQHk“. 

Pour  des  chûtes  de  P", 50  et  au-dessous,  avec  des  orifices  de  0m,20 
à 0”,30  d'ouverture,  l’effet  utile  pratique  est  0,75  de  l’effet  théori- 
que et  la  formule  devient 

pour  le  cas  général  P»=î,50M(Y — e)e=l,30  -~^(V — v)v"“ 
et  pour  celui  du  maximum  PD^OJSMÿH^SOQH1”. 

En  divisant  les  deux  membres  de  ces  équations  par  » on  en  tire 
respectivement 

p^V>o*®952(V— o)ka'  ou  P=750— ^ ' 
g » 

pour  la  valeur  de  l'effort  moyen  exercé  horizontalement  par  l’eau 
à la  circonférence  extérieure  de  la  roue. 

2 5 

On  voit  que  les  roues  à aubes  courbes  transmettent  des  aux  ^ 
de  la  quantité  de  travail  absolu  développée  par  la  gravité  sur  le 
moteur,  c’est-à-dire,  toujours  plus  du  double  de  ce  qu’on  obtient 
des  meilleures  roues  à aubes  planes,  tout  en  conservant  l’avautage 
de  pouvoir  marcher  à de  grandes  vitesses,  sans  s'écarter  de  leur 
maximum  d’effet.  Ces  résultats  ont  d’ailleurs  été  vérifiés  sur  des 
roues  à aubes  courbes  exécutées  en  grand  dans  plusieurs  contrées 
de  la  France  et  à l’étranger,  où  l’on  a souvent  obtenu  un  effet  utile 


I Mémoire  «nr  les  roues  hydrauliques  à aubes  eourhes  par  M.  Poncelet. 
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et  net,  c’esl-a-dire , abstraction  faite  de  toutes  pertes  occasionnées 

3 

par  la  résistance  des  tourillons,  de  l’air  etc,  qui  s'est  élevé  aux  ■=■ 

O 

de  l'effet  maximum  et  absolu  qui  se  rapporte  à la  chûte  totale  me- 
surée depuis  le  niveau  du  réservoir  jusqu’au  ressaut  sous  la  roue. 

ROUES  DE  CÔTÉ  A PALETTES  EMBOÎTÉES  DANS  UN  COURSIER  CIRCULAIRE. 

Description  sommaire. 

51.  On  nomme  ordinairement  roues  de  côté  (fig.  165)  celles  dont 
les  aubes  sont  cmboitées  dans  un  coursier  circulaire  et  entre  ses 
parois  verticales,  et  qui  reçoivent  l’eau  à peu  près  à hauteur  de  leur 
axe,  soit  par  une  vanne  ordinaire,  soit  par  un  déversoir.  On  ne 
laisse  ordinairement  entre  le  fond  du  cousier  et  ses  parois  qu’un 
jeu  très-petit,  qu’on  doit  tâcher  le  réduire  à 0“,01  au  plus,  pour 
éviter  la  fuite  de  l’eau  ; dans  le  même  but  on  ferme  l’intervalle  entre 
deux  aubes,  vers  la  circonférence  intérieure;  mais  on  laisse  cepen- 
dant entre  ce  fond  et  l’aube  précédente  un  jour  de  O®, 04  à 0",08, 
pour  que  l’air  contenu  entre  deux  aubes  consécutives  puisse  s’é- 
chapper, à mesure  que  l’eau  y pénètre. 

D’après  cette  disposition,  on  voit  qu’à  son  entrée  dans  la  roue , 
l’eau  choque  les  aubes,  qu’elle  descend  ensuite  vers  le  bief  inférieur, 
et  qu’elle  en  sort  par  le  bas  à très-peu  près  avec  la  vitesse  de  la  roue. 
On  doit  d’ailleurs  ici,  comme  dans  les  roues  à aubes  courbes,  pra- 
tiquer sous  la  roue  un  ressaut  et  un  élargissement  du  coursier  , 
pour  le  dégorgement  des  eaux. 

Equation  particulière  des  roues  de  côté. 

52.  On  dispose  ordinairement  la  prise  d’eau  , de  manière  que  la 
vitesse  d’arrivée  V soit  dirigée  dans  le  sens  de  la  tangente  à la  cir- 
conférence extérieure  des  aubes , ou  de  la  vitesse  v ; en  admettant 
donc  qu’il  en  soit  ainsi , il  est  clair  que  la  vitesse  perdue  par  une 
masse  d'eau  quelconque  à son  entrée , sera 

w=V— « ; 

l’eau  descend  ensuite , depuis  son  introduction  jusqu'à  sa  sortie 
d'une  hauteur  h' , puis  elle  s'échappe  avec  une  vitesse 

U!=C. 

D’après  cela , l'équation  générale  des  récepteurs  hydrauliques,  de- 
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vient  dans  ce  cas  , 

P=|.MV*+MÿA’- 


M(V— 1>)« 
2 


T"  * 


ou  en  réduisant , 

Pu=MgA’-J-M(  V — t’jc. 


Le  2*  terme  du  2”  membre  de  cette  équation  est  précisément  l'effet 
utile  dû  au  choc  de  l’eau  , comme  nous  l’avons  vu  pour  les  roues  à 
palettes  ordinaires  (N°  21) , et  le  1er  terme  est  la  quantité  de  tra- 
vail développée  par  la  gravité  sur  l’eau  dépensée , pendaut  sa  des- 
cente de  la  hauteur  h’. 


Un  ne  peut  obtenir  de  [ces  roues  le  maximum  absolu  d'effet  utile. 

53.  Pour  comparer  l'effet  utile  Pu  à la  quantité  de  travail  ab- 
solue du  moteur,  nous  remplacerons  V*  par  îgh  , et  l’équation 
deviendra 

Pu— — 2-m|(V — 

11  est  alors  évident  que  la  hauteur  totale  A-f  A'  étant  donnée  et 
constante  dans  chaque  cas  , le  maximum  d’effet  aura  lieu  , si 
V— v°-{-v'J=o  ou  si  l'on  a séparément 
V —v  et  o=o. 

On  voit  donc  , que  , dans  le  cas  , il  n'est  pas  possible  d'obtenir  le 
maximum  absolu  d’effet  utile , mais  qu'on  en  approchera  d’autant 
plus  que  la  vitesse  t>  de  la  roue  sera  plus  faible , ainsi  que  V. 

Conditions  du  maximum  d'effet  relatif. 

54.  A défaut  du  maximum  absolu , il  faut  au  moins  chercher  à 
obtenir  un  maximum  relatif  et  il  se  présente  deux  cas  distincts , 
que  nous  allons  examiner. 

Si  le  pertuis  est  établi,  ainsi  que  la  roue  , la  vitesse  d’arrivée  V 
est  donnée  , il  ne  restera  de  variable  que  v ; égalant  donc  à zéro 
le  coefficient  différentiel  du  2e  membre  , pris  par  rapport  à t) , ou 
a pour  la  condition  du  maximum  , 


comme  |wur  les  roues  à aubes  planes  ou  courbes,  où  V était  aussi 
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donné  par  la  nature  de  la  question.  L’équation  de  la  roue  devient 
alors, 

' Pv=Mgh'+y  Mgk=Mg  (V  +£-). 

Lorsqu'au  contraire  , on  a , par  des  considérations  particulières 
relatives  à la  vitesse  nécessaire  pour  le  service  de  l’usine , fixé  à 
priori  la  valeur  de  v , il  s'agit  de  déterminer  V ; mais  comme  la 
hauteur  totale  de  chute  A-f-A’  est  constante , quoique  h et  h'  sé- 
parément puissent  varier  , la  différentiation  du  second  membre  de 
l'équation  , 

Pe=Mÿ(A+A’)-“j(V-)ca-fca|  > 

donne  pour  condition  du  maximum  relatif  d’effet  utile  , 

V— 1> 

et  pour  cet  effet  utile 

Pe=M3(/,+A*)--^V- 

ainsi  dans  ce  cas  , la  perte  de  force  vive  , ou  d’effet  utile  , n’est 
produite  que  par  la  vitesse  que  l’eau  conserve  en  sortant  de  la 
roue  , et  l’on  voit , comme  précédemment , qu’il  y a avantage  à 
faire  v aussi  petit  que  le  permettent  le  service  de  l'usine  et  l’uni- 
fonnité  du  mouvement. 

Résultats  de  C expérience  relativement  à la  vitesse. 

55.  L’expérience  montre  , que  pour  des  roues  bien  centrées  , 
construites  en  fer , par  conséquent  peu  sujettes  à varier  de  densité 
dans  leurs  différentes  parties  et  dont  le  moment  d’inertie  est  con- 
sidérable , on  ne  peut  guère  donner  à v une  valeur  au-dessous  de 
t)=0",60  ou  e=0™,80  par  seconde  , 
et  que  pour  les  roues  ordinaires  en  bois  , qui  par  la  porosité  de  la 
matière  peuvent  cesser  d’être  centrées  , ce  que  les  praticiens  ap- 
pellent acquérir  du  pesant,  on  ne  peut  pas-fai  re  v plus  petit  que 

e=tm  à )“,50  par  seconde  ; 

u étant  connu  , on  en  déduit  V et  par  suite  la  hauteur  h généra- 
trice de  la  vitesse  V.  Dans  le  cas  , où  o=V=Hm  on  trouve 
A*=0m,05  environ  ; ce  qui  montre,  que  la  charge  d’eau  doit  tou- 
jours être  très-faible  ; aussi  emploie-t-on  alors  des  vannes  descen- 
dantes ou  en  déversoir  , qui  s’abaissent  pour  laisser  arriver  l’eau. 
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On  ne  peut  pas  toujours  se  renfermer  dans  la  limite  ci-dessus  , 
sans  être  exposé  par  suite  à donner  des  dimensions  exagérées  aux 
roues  dans  le  sens  de  leur  axe  , mais  on  limite  cependant  la  plus 
forte  épaisseur  d’eau  sur  la  vanne  à 0m,20  ou  0”,25  et  quand  on  a 
une  masse  d'eau  considérable  à dépenser  ou  un  moteur  puissant  à 
établir  , on  augmente  en  conséquence  la  longueur  de  la  roue  pa- 
rallèlement  à l’axe.  On  voit  souvent  de  ces  roues  de  côté  qui  ont 
6 à 7 mètres  de  longueur  horizontale. 

Cas  où  les  directions  des  vitesse»  V et  v font  un  angle  sensible. 


36.  Nous  avons  admis  précédemment  que  la  vitesse  Y était  diri- 
gée dans  le  même  sens  que  » , et  que  par  suite  la  vitesse  perdue 
était  V—  v ; mais  il  arrive  souvent  qu’il  n’en  est  pas  ainsi.  Alors 
d'après  ce  que  nous  avons  vu  dans  la  théorie  générale  des  moteurs 
hydrauliques  N°  18 , en  appelant  y l’angle  des  deux  vitesses  V et 
v , la  perte  de  force  vive  dûe  au  choc  à l’arrivée , sera 

M | Va+v* — 2 Vccos/ 1 ’ 
et  si  l’angle  y est  droit  cos  y=a  et  elle  devient 


C’est  aussi  ce  que  l’on  trouve  directement,  en  observant  que  le 
fluide  arrivant  sur  la  roue,  perd  d’abord  contre  le  fond  sa  vitesse 
V et  la  force  vive  MVJ  ; puisque  l’aube  suivante  le  rencontrant  avec 
une  vitesse  v perpendiculaire  à la  sienne  propre,  c’est  comme  si 
le  fluide  la  choqaait  en  sens  contraire  du  mouvement  avec  cette 
même  vitesse , ce  qui  occasionne  une  nouvelle  pale  de  force  vive 
Me3  et  par  suite  la  perte  totale  est 

On  devra  donc  tenir  compte  de  cette  circonstance  dans  les  levers, 

afin  d’estimer  convenablement  la  perte  de  force  vive  à l’entrée  du 

• Vs 

fluide  sur  la  roue  dans  tous  les  cas  où  la  hauteur  k= — » c’est-a- 


dire,  la  tête  d’eau  et  la  vitesse  de  la  roue  seraient  assez  fortes  pour 
que  la  perte  de  force  vive  du  liquide  à l’entrée  sur  la  roue,  devint 
appréciable. 


Résultats  d'expérience  et  formules  pratiques- 


37.  L’effet  utile  théorique  étant  en  général 
Pu=MyA’+M(V-t>)» 
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il  nous  reste  à indiquer  les  modifications  que  l'expérience  a conduit 
à y apporter. 

Des  observations  faites  en  1828  à l’aide  du  frein  de  M.  de  Prony, 
sur  une  des  grandes  roues  en  fontes  de  la  manufacture  d'armes  de 
Chatelleraut,  sur  celle  de  la  fonderie  de  Toulouse  et  sur  celle  de 
sècherie  artificielle  de  la  poudrerie  de  Metz  (*)  montrent  que  pour 
des  vitesses  comprises  entre  u»-0,70  et  c-=2,30  le  rapport  de 
l’effet  utile  réel  à l'effet  disponible  est  0,74,  et  que  le  rapport  ne 
varie  pas  sensiblement  tant  que  celui  de  v à V est  compris  entre 
0,33  et  0,66,  ce  qui  donne  pour  la  formule  pratique  relative  à ces 
roues 

Pt>=0.74  ÎMÿft'-f  M(V—  »)  «l1-. 

On  remarquera  que,  dans  ces  roues,  comme  dans  toutes  celles  du 
même  genre  qui  sont  construites  avec  soin  et  un  jeu  très-faible,  la 
hauteur  du  niveau  du  réservoir  au-dessus  du  point  d’entrée  de 
l’eau  n’est  qu’une  petite  fraction  de  la  chûte  totale,  ce  qui  diminue 
l’influence  du  terme  M(V — e)o  sur  les  résultats. 

Les  roues  sur  lesquelles  ont  été  faites  les  expériences  que  nous 
venons  de  citer  sont  dans  ce  cas:  les  aubes  tournaient  dans  les 
coursiers  avec  un  jeu  de  0“,01  au  plus  sur  le  fond  et  sur  les  côtés, 
l'eau  s'échappait  facilement  en  aval,  et  c’est  à la  réunion  de  toutes 
ces  circonstances  que  l’on  doit  attribuer  les  bons  résultats  qu’on 
en  obtient.  Dans  la  pratique  ordinaire  où  tous  les  détails  d’exécu- 
tion ne  sont  pas  aussi  soignés,  le  coefficient  du  terme  MjA’  descend 
jusqu'à  0,68,  et  même  plus  bas  si  le  jeu  dans  le  coursier  exède 
O", 02  et  c’est  d’après  l’examen  de  la  machine  que  l’on  devra  lui 
assigner  la  valeur  convenable. 

En  se  rappelant  que  M<7=1000Qk",  Q étant  le  volume  d’eau  dé- 
pensé par  seconde,  la  formule  ci-dessus  revient  à 

PD=740QjA’  + <ï=î>-l’|k"" 

On  doit  comparer  la  capacité  des  augets  au  volume  d'eau  introduit- 

38-  Une  circonstance  qu’il  faut  observer,  avant  d’appliquer  celte 
formule,  c’est  le  rapport  de  la  capacité  des  augets,  ou  de  l'inter- 
valle compris  entre  deux  aubes  au  volume  d'eau  qui  doit  y être 
introduit;  car  il  faut  être  sûr  que  tout  le  fluide  qui  s'écoule,  ou 

(*)  Expérience»  sur  les  roues  hydrauliques  par  A.  Morin,  cap',  d'arlillcrie. 
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doit  s’écouler  par  l’orifice,  peut  être  admis  sur  la  roue.  On  y par- 
vient facilement  en  observant,  que,  si  l’on  désigne  par, 
n le  nombre  des  aubes  de  la  roue, 

q la  capacité  disponible  de  l'intervalle  compris  entre  deux  aubes 
consécutives  , leur  fond  et  le  coursier  circulaire, 
a le  nombre  des  révolutions  de  la  roue  dans  f, 

sera  le  volume  d'eau  qui  peut  être  admis  dans  la  roue  en 
une  seconde,  et  que  d'une  autre  part,  Q étant  le  volume  dépensé 
par  l’orifice,  calculé  par  les  formules  données  pour  l’écoulement 
des  fluides,  ou  doit  toujours  avoir, 

Q<^ouauPlus=n^. 

Lorsqu'au  contraire  on  trouvera  queQ>^,  le  volume  d’eau  in- 
troduit sur  la  roue  ou  dépensé  par  l’orifice  ne  sera  plus  Q,  mais 
’ .^et  l’on  aura  alors 

W) 

1000  n,uq 

M==-r  w 

D’ailleurs  il  se  forme  alors,  près  la  prise,  d’eau  un  remous  ou  gon- 
flement qui  altère  le  mode  de  l'écoulement  et  ne  permet  plus  de 
calculer  la  dépense  comme  si  l’orifice  versait  librement  dans  l’air 
(voyez,  sect.  VI,  n".  58  et  suivans.) 

Dans  cette  même  circonstance,  on  pourra  négliger  le  terme 
M (V — 0)0,  de  l’équation  générale,  qui  se  rapporte  à l’action  duc 
au  choc  de  l’eau  sur  la  roue  et  prendre  simplement 

2,5  nuqlt' 

si  l’on  est  certain  d’ailleurs  que  l’eau  remplit  en  effet,  l’intervalle 
disponible  entre  les  aubes. 

ROUES  A AUOETS. 

Description  sommaire. 

59.  Ces  roues  différent  des  précédentes,  en  ce  que  l’eau  qui  les 
fait  mouvoir,  au  lieu  d’être  contenue  entre  les  aubes,  les  parois  et 
le  fond  d’un  coursier  circulaire,  est  reçue  dans  des  pots  ou  augets 
disposés  à leur  circonférence  (fig.  1G4).  Le  fluide  y entre  ordinai- 
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renient  vers  la  partie  supérieure,  prend  la  vitesse  de  la  roue,  et 
descend  avec  les  augets  qui  le  contiennent,  jusqu'il  une  certaine 
hauteur , où  son  niveau  atteint  le  bord  de  l'auget.  A partir  de  cette 
position  l’eau  commence  à sortir  et  le  versement  continue  jusqu’à 
vers  le  bas  de  la  roue.  Dans  les  grandes  roues  qui  marchent  lente- 
ment, la  vitesse  avec  laquelle  le  liquide  sort  des  augets  est  sensi- 
blement celle  de  la  roue  et  d’ailleurs  le  versement  commence  très- 
bas,  c’est  pourquoi,  dans  la  théorie  ordinaire  de  ces  roues  on 
admet  que  l’eau  ne  les  quitte  qu’après  être  descendue  de  toute  la 
hauteur  h’  du  point  d’introduction  au-dessus  du  bief  inférieur  ou 
du  bas  de  la  roue. 

Équation  particulière  des  grandes  roues  à augets  à petite  vitesse 
en  recevant  Veau  par  le  sommet. 

40.  Dans  ces  suppositions,  la  théorie  de  ces  récepteurs  est  la 
même  que  celle  des  roues  de  côté. 

Si  les  vitesses  V et  » sont  dirigées  dans  le  même  sens,  la  vitesse 
détruite  par  le  choc  est  V — e,  et  la  perte  de  force  vive  est 

M(V — c)*  ; 

la  vitesse  de  sortie 

to—v , 

et  par  suite  l’équation  de  la  roue  à augets  est 

« I »» v,  i ».  »-  (V-»)’  M«* 

Pc=TMV-f  MÿA  — « 

ou  en  réduisant , 

Pd-.%ô’4-M(V— «)»  ; 

et  si  l’on  veut  comparer  l’effet  utile  de  la  roue  au  travail  absolu  du 
moteur  on  peut,  en  remplaçant  V*  par  sa  valeur  ïgk,  mettre 
l’équation  sous  la  forme 

Pu  =M g(h+  h')-  -|-M  j(V — • 

Ces  équations  dans  lesquelles  il  faudrait  d’ailleurs  remplacer  V 
par  Vcosy  si  la  vitesse  d'arrivée  de  l’eau  formait  (N°  36)  un  angle 
y assez  grand  avec  ta  circonférence  où  la  vitesse  v de  la  roue,  ces 
équations, disons-nous,  sont  identiquement  les  mêmes  que  celles 
des  roues  de  côté  et  en  cherchant  le  maximum  d’effet  on  trouve 
encore  que  le  maximum  absolu  ne  peut  avoir  lieu  que  pour 

\=v  et  V ; 

71 
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ce  qui  indique  qu'il  n’en  existe  pas,  mais  qu’ou  s’en  approchera  le 
plus  possible  en  faisant  marcher  la  roue  très-lentement. 

t 

Condition  du  maximum  d'effet  relatif. 

41.  Pour  le  maximum  relatif  on  trouvera,  de  môme  qu'au  N*  54 


quand  V est  donné  ou  que  la  prise  d’eau  existe  et 

c=V 

quand  on  peut  régler  V à volonté,  v devant  toujours  être  très-petit- 

Résultats  d'expérience  et  formules  pratiques  relatifs  aux  grandes 
roues  bien  réglées. 

42.  Les  grandes  roues  à augets  qui  sont  construites  de  nos  jours, 
réalisent  à peu  près  les  hypothèses  sur  lesquelles  se  fonde  la 
théorie  précédente;  elles  admettent  facilement  leau  dépensée  par 
le  pertuis,  et  celle-ci  y perd  réellement  la  force  viveM(V — «)*;  le 
mouvement  étant  de  plus  assez  lent  la  vitesse  avec  laquelle  l'eau 
quitte  la  roue  est  aussi  celle  même  de  cette  roue,  de  sorte  qne  le 
terme  M(V — o)e  représente  exactement  les  effets  dûs  à la  vitesse 
d’introduction  et  de  sortie  du  liquide.  La  seule  différence  notable 
ne  peut  provenir  que  du  versement  de  l’eau  qui  se  fait  au-dessus 
du  bas  de  la  roue,  d’où  résulte  que  la  hauteur  parcourue  par  le 
liquide,  n’est  pas  tout-à-fait  égale  à h'.  On  conçoit  que  le  verse- 
ment commencera  d’autant  plus  tôt  que  le  volume  d’eau  introduit 
dans  les  augets,  sera  plus  grand  par  rapport  à leur  capacité  et  que 
le  rayon  de  la  roue  sera  plus  petit.  C’est  pourquoi  on  a soin,  dans 
les  bonnes  constructions,  de  ne  verser  dans  les  augets  que  la  moité, 
au  plus  de  l’eau  qu’ils  pourraient  contenir,  et  d’augmenter  le  rayon 
de  la  roue  en  y faisant  arriver  l’eau  au-dessous  du  sommet. 

Dans  ees  circonstances  des  expériences  faites  en  1828,  sur  une 
grande  roue  à augets  en  fer,  de  dix  mètres  environ  de  diamètre, 
établie  à Gucbwiller,  département  du  Haut-Rhin,  et  en  1854  et  1855 
sur  des  roues  de  5ra,425,  2m,28  et  de  2,n,74  de  diamètre  (*),  ont 
montré  que  le  terme  Mÿ/t'  de  la  formule  devait  être  affecté  du 
eoellicicnt  de  correction  0.78  et  qu’alors  la  formule  pratique 
Pu— 0.78MÿA’-f-  M (V — 

(')  Expériences  sur  les  roues  hydrauliques  por  A.  Morin,  enpüainc  d'artillerie. 
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représentait  les  résultats  de  l’expérience  à moins  de  :’T  près. 

Dans  les  trois  premières  roues,  la  hauteur  du  niveau  du  réser- 
voir au-dessus  de  l’augel  qui  recevait  l’eau  n'était  guère  qu’une 
petite  partie  de  la  chute  totale,  de  sorte  que  le  terme  M(V — t’)u 
avait  très-peu  d’influence  sur  les  résultats. 

Observations  sur  l'application  de  la  formule  pratique  précédente. 

43.  Dans  l’application  de  la  formule  précédente,  on  devra 
rechercher  préalablement  par  la  méthode  indiquée  au  N°  38  le 
volume  d’eau  admis  dans  chaque  auget  et  s’assurer  qu’il  ne  dépasse 
pas  de  beaucoup  la  moitié  de  leur  capacité. 

Il  faut  de  plus  que  pour  les  petites  roues  de  2“,50  environ  de 
diamètre , la  vitesse  e ne  dépasse  pas  2“  par  seconde  et  pour  les 
grandes  roues  de  3 à 4“  et  plus,  qu’elle  n’excède  pas  2”, 30, 

Le  rapport  des  vitesses  v et  V peut  d’ailleurs  varier  depuis  0,30 
jusqu’à  0,80  sans  que  l’effet  utile  éprouve  d'altération  notable.  Ce 
qui  offre  le  grand  avantage  de  pouvoir  faire  fonctionner  ces  roues 
à des  vitesses  très-différentes  selon  les  besoins  de  travail  de  l’usine. 

Les  formules  théorique  et  pratique  précédentes  supposent  d’ail- 
leurs que  l’eau  soit  admise  convenablement  et  langentiellcment 
dans  les  augets,  et  qu’il  n’y  ail  aucune  sorte  de  rejaillissement; 
mais  s’il  en  est  autrement  et  que  notamment  la  vitesse  d'arrivée  du 
liquide  forme  un  angle  7 avec  la  circonférence  moyenne  des  augets, 
on  devra  adopter  la  formule  théorique 

Pe=Mÿà-)-M{V  cos  7 — p)  t>, 

à laquelle  on  appliquera  le  coefficient  moyen  0,78  qui  se  déduit  du 
résultat  des  expériences  sur  une  roue  de  2", 34  de  diamètre  et  pour 
laquelle  on  avait  cos 7=0,98. 

44.  Quant  au  cas  où  le  point  d’admission,  de  l’eau  sur  la  roue, 
se  trouve  situé  beaucoup  au-dessous  du  sommet  de  celle-ci , sans 
qu’elle  soit  emboîtée  dans  un  coursier  circulaire,  iln'exislc  aucune 
expérience  qui  mette  en  état  d’apprécier  la  valeur  que  doit  prendre 
alors  le  coefficient  de  la  formule  du  N°  40;  on  pourra  admettre,  en 
attendant  qu’il  en  ait  été  fait  de  spéciales , que  le  coefficient  du 
terme  Mÿfc’  est  d’autant  plus  réduit  par  le  versement  de  l’eau  que 
la  hauteur  du  point  d’entrée  sur  la  roue  est  plus  abaissé  et  que  no- 
tamment, quand  ce  point  est  situé  à la  hauteur  de  l’axe  de  la  roue, 
le  coefficient  se  trouve  réduit  à 0,6  au  moins.  En  effet,  si  nous  re- 
présentons par  nD  la  fraction  du  diamètre  de  la  roue  qui  repré- 
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seule  lu  portion  de  chute  perdue  par  ce  versement,  celle  qui  est 
utilisée  par  le  poids  de  l'eau , se  trouvera  généralement  exprimée 
par  la  formule 

A' — al). 

Or,  nous  savons  que  quand  A’= D,  on  a environ 
V — nl)=0,8A’;  d’où  n=0,2; 
et  partant,  A’=-|-  D,  la  chiite  utile  sera  mesurée  par 
A’-  0,2D=A’—  0,iA’=  0,6A. 
comme  cela  a été  avancé  ci-dessus. 

Ces  considérations  qui  montrent  tout  le  désavantage  des  roues  à 
augets  prenant  l’eau  de  coté,  ne  sont  point  d'ailleurs  applicables 
aux  roues  de  cette  espèce  emboîtées  dans  des  coursiers  circulaires, 
et  pour  le  calcul  desquelles  on  pourra  procéder,  ainsi  qu’il  a été 
expliqué  à l’occasion  des  roues  à ailes,  également  emboîtées. 

Cas  où  Us  roues  d augets  marchent  d de  grandes  vitesses. 

45.  11  existe  dans  beaucoup  d’usines,  des  roues  à augets  qui  sont 
bien  loin  de  permettre  les  hypothèses  sur  lesquelles  se  fonde  la 
théorie  du  N°  40;  telles  sont  presque  toutes  celles  qui  font  mar- 
cher des  marteaux  de  forge  et  en  général  les  roues  à augets  à 
grande  vitesse.  Dans  ces  circonstances,  le  diamètre  étant  en  outre 
assez  petit,  la  force  centrifuge  exerce  une  action  qu’il  n’est  plus 
permis  de  négliger,  à cause  de  sa  grande  influence. 

Détermination  de  la  courbure  que  la  surface  de  Veau  prend  dans  les 

augets. 

46.  Considérons,  en  effet , une  masse  élémentaire  dm  de  fluide, 
contenue  dans  un  auget;  soient  (fîg.  165) 

r sa  distance  Cm  à l’axe , 
u la  vitesse  angulaire  de  la  roue  ; 
la  force  centrifuge,  qui  agira  dans  le  sens  du  rayon  pour  éloigner 
cette  masse,  sera 

rtm.w’r. 

d’une  autre  part,  elle  est  sollicitée  par  son  poids 

gdm; 

il  est  facile  de  voir  que  la  résultante  de  ces  deux  forc«$,  viendra 
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couper  la  verticale  Cl  du  centre  en  un  point  1 , tel  qu'on  aura  la 
proportion 

co’r  : g : : Cm  ou  r : CI  d’où 


g et  w étant  constants , pour  une  inémc  roue  parvenue  à son  état 
de  mouvement  uniforme,  il  s’en  suit,  que  la  force  répulsive  (*)  qui 
tend  à faire  sortir  le  fluide  des  augets,  passe  constamment  par  le 
point  I;  ce  qui  indique  , d’après  les  lois  connues  de  l’équilibre  des 
fluides,  que  la  surface  de  l’eau  dans  l’auget , sera  cylindrique  et 
concentrique  à I dans  toutes  les  positions. 

Par  conséquent , dès  que  la  surface  de  niveau  passera  par  le 
bord  de  l’auget , l’eau  commencera  à se  déverser  et  il  est  évident , 
d’après  la  valeur  de  Cl,  que , pour  un  volume  donné  introduit  dans 
l'auget,  le  déversement  commencera  d’autant  plus  tôt,  que  la  roue 
marchera  plus  vite. 

Introduction  de  l'eau  dans  les  augets. 

17.  Mais  la  force  centrifuge  n’agit  pas  seulement  sur  l'eau  après 
son  entrée  dans  les  augets,  elle  peut  même  empêcher  tout  à fait  son 
introduction.  Examinons,  en  effet,  ce  qui  se  passe  au  moment  où 
la  veine  fluide  vient  rencontrer  un  augel. 

Soient  abc  (fig.  1 66)  l’auget , V la  vitesse  d’arrivée  du  fluide , v la 
vitesse  de  la  roue,  mesurée  à la  circonférence  moyenne  des  augets. 
Nous  avons  vu,  ;n.°.  12)  que  pour  éviter  le  choc  perpendiculaire- 
ment à la  face  <*6,  il  faillail  qu’en  décomposant  la  vitesse  V en 
deux  autres,  dont  l’une  fut  égale  à »,  la  seconde  fut  naturellement 
dirigée  suivant  une  parallèle  ab  ; or, cela  démontre  bien  clairement 
que,  pour  que  le  liquide  ne  soit  pas  repoussé  par  la  palette  intérieure 
de  l’auget,  de  manièreà  être  rejeté  hors  de  la  roue,  il  est  nécessaire  que 
cette  seconde  composante,  qui  représente  la  vitesse  relative  d’intro- 
duction de  l’eau,  forme  avec  les  vitesses  V et  v de  plus  petits  angles  que 

(*)  En  nommant  f la  distance  ml  du  centre  de  répulsion  à la  masse  d»i,  i| 
est  aisé  de  voir  aussi  que  l’intensité  de  celte  force  a pour  expression  très- 
simple  la  quantité 

p*Jdm 

qui  intégrée,  en  décomposant  la  masse  du  liquide  |>ar  couches  concentriques 
de  niveau,  donnera  la  loi  des  pressions  dans  toute  l'étendue  du  vase  et  des 
pa  rois. 

/ 

\ 
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ceux  amV,  amv  qui  répondent  à lu  direction  de  ab,  de  sorte  que  le 
lluide  soit  contraint  d'agir  sur  la  face  intérieure  de  l’auget.  Il  faut 
de  plus  , que  cette  vitesse  d’introduction  ne  soit  pas  trop  faible, 
condition  qui  réunie  à la  précédente  exige  évidemment  que  la  vi- 
tesse absolue  V du  liquide  surpasse  sensiblement  celle  o de  la  roue 
et  ne  forme  pas  un  trop  grand  angle  avec  elle,  Mais  cela  nesuflit 
pas  encore  pour  que  l’eau  soit  introduite  dans  l’auget,  il  faut  de 
plus  que  la  force  centrifuge  ne  la  rejette  pas  au  dehors,  dès  qu’elle 
a atteint  la  face  ab.  Or  d’après  ce  que  nous  avons  vu  (n°.  16),  en 
appelant  a et  (3  les  angles  que  les  vitesses  V et  e font  avec  ab,  la 
vitesse  relative  ou  d’écoulement  de  l’eau  dans  le  sens  ab  sera 
V cosa — ncos/3, 

et  la  force  vive  correspondante  d’une  masse  dM  admise  sur  la  roue, 
aura  pour  expression 

dM  |V  cosa  — ncos/Sj3 , 

nous  avons  vu  aussi,  (n°.  29)  qu’en  ap|>elant  R et  R’  les  rayons  cor- 
respondans  aux  extrémités  a et  6 de  la  face  ab,  le  travail  total 
développé  par  la  force  centrifuge  sur  la  masse  dM,  de  o en  b,  sera 

dM.w*(R* — R”) 

2 

Enfin , si  nous  nommons  z la  hauteur  du  point  d’admission  de 
dM  au-dessus  de  fond  de  l’auget , la  gravité  ajoutera  à cette  force 
vive,  d’après  ce  qui  a été  observé  dans  la  note  du  n°.  29,  déjà  cité , 
la  quantité 

2ÿdMz 

en  supposant  d’ailleurs  que  la  roue  ne  décrive  qu’un  petit  angle 
pendant  que  la  masse  dM  chemine  sur  la  palette  ab.  Par  consé- 
quent pour  que  cette  masse  atteigne  le  fond  de  l’auget , il  faudra 
qu’on  ait- 

dMw’(R* — R’3)<  dMfVcosa — »cos/5)3-f-2ÿdMj. 

Si  l’on  connaît  R,R’,V,a,  v et  /3,  on  pourra  facilement  déterminer 
la  plus  grande  valeur  de  ta  au-delà  de  laquelle  la  masse  dM  non 
seulement  n’attendrait  pas  le  fond  de  l’auget,  mais  en  serait  bien- 
tôt repoussée. 

Position  de  l'auget  la  plus  favorable  pour  l' introduction  de  Veau. 

48.  La  quantité  d’eau  qui  peut  être  introduite  dans  les  augets 
est  importante  à connaître,  et  la  position  du  centre  I des  courbes 
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<le  niveau  peut  servir  à la  déterminer  plus  simplement  que  le  cal- 
cul. En  effet,  il  sera  toujours  facile  de  mesurer  l’aire  comprise 
entre  les  faces  des  augets  et  le  cercle  tracé  du  rayon  al,  (Gg.  1G7)  et  en 
la  multipliant  par  la  longueur  des  augets,  on  aura  le  volume  cher- 
ché. On  voit  d’ailleurs,  que  toutes  les  fois  que  l’angle  Ia6  sera  droit 
ou  obtus,  il  pourra  s’introduire  de  l’eau  ; mais,  si  cet  angle  est 
aigu,  le  cercle  de  la  surface  de  niveau  passant  en  dehors  de  ab  on 
serasùr  qu’il  n’en  entrera  pas  dutout.  C'est  ce  qui  arrivera  toujours 
pour  le  premier  auget  placé  sur  la  verticale,  quand  le  centrelsera 
en  dedans  de  la  circonférence  extérieure  de  la  roue.  Le  2“  auget 
pourra  tout  au  plus  commencer  à en  recevoir,  si  la  face  ab  est  per- 
pendiculaire à al  et  ce  n’est  guère  que  vers  le  3*  ou  le  4*  qu’il  s’in- 
troduirait assez  d’eau  pour  faire  marcher  la  roue.  Dans  tous  les 
cas  la  position  du  point  I fera  connaître  l’auget  vers  lequel  il  faut 
diriger  l’eau,  pour  qu’elle  puisse  être  admise  le  plus  avantageuse; 
ment  possible. 

Cas  où  le  centre  de  répulsion  est  en  dehors  de  la  circonférence. 

49.  Ce  que  nous  venons  de  dire  suppose  que  le  point  I se  trouve 
en  dedans  de  la  circonférence  intérieure  de  la  roue,  ce  qui  arrive 
souvent  pour  les  roues  de  marteaux  de  forge , qui  marchent  avec 
une  vitesse  de  30  à 33  tours  par  minute;  aussi  observe-t-on  que, 
dans  ces  roues,  l’eau  n’arrive  guère  que  vers  le  3"  auget  ù partir 
du  sommet.  Si  le  centre  de  répulsion  I est  en  dehors  de  la  roue 
(lig.  168),  le  volume  d’eau  qu’un  auget  peut  recevoir  croit  avec 
l’angle  1 am  et  par  conséquent  son  maximum  correspond  à l’ auget 
supérieur.  Aussi  dans  la  plupart  des  roues  où  la  vitesse  n’est  pas 
tri-s-grande,  et  où  le  centre  I se  trouve  en  dehors  de  la  circonfé- 
rence intérieure  on  est  dans  l’usage  d’admettre  l’eau  au  sommet 
de  la  roue. 

Détermination  du  point  où  le  filet  moyen  rencontre  la  circonférence 
extérieure  de  la  roue. 

50.  Pour  s'assurer  que  l’eau  peut  être  admise  dans  la  roue  et 
connaître  la  quantité  qui  y est  reçue  , il  est  donc  nécessaire  de  dé-' 
terminer  le  point  oii  la  lame  d’eau  qui  s’échappe  de  l’orifice  , at- 
teint la  circonférence  extérieure  ; cela  n’offre  aucune  difficulté. 
En  effet , d’après  ce  que  nous  avons  vu  (Scct.  VI , N"1  73  et  sui- 
vants) , on  pourra  toujours  calculer  approximativement  la  vitesse 
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u à l’extrémité  du  coursier  qui  amène  l’eau  sur  la  roue  , d’après 
les  circonstances  de  l’écoulement  et  les  données  locales  ; la  pente 
du  coursier  étant  aussi  connue  , appelons  S (fig.  169)  , l'angle  que 
fait  sa  direction  avec  l’horizontale  et  considérons  la  trajectoire  du 
filet  moyen.  On  aura  pour  la  déterminer,  en  prenant  pour  son  ori- 
gine, l’extrémité  inférieure  du  coursier  , et  comptant  les  y dans  le 
sens  vertical  et  les  x dans  le  sens  horizontal  , 
d'y  d]x 

~di  9 IF" 

gx ' . „ 


-o,  d'on. 


2w3cos,‘0 


On  pourrait  combiner  cette  équation  avec  celle  de  la  circonférence 
extérieure  de  la  roue , rapportée  à la  même  origine  , mais  , comme 
le  calcul  serait  assez  compliqué , on  arrivera  au  but , avec  une 
exactitude  suffisante , par  le  tracé  d’une  portion  de  la  trajectoire 
qu’on  exécutera  ainsi  qu’il  suit  : on  se  donnera  différentes  valeurs 
successives  de  x , qu’on  portera  sur  l’axe  des  x , on  conclura  de 
l’équation  ci-dessus  , les  valeurs  de  y.  On  aura  donc  les  valeurs  de 
y correspondantes  aux  valeurs  de  x , qu'on  s'est  données  et  on  ob- 
tiendra ainsi  autant  de  points  de  la  trajectoire  qu’on  le  voudra  , 
puis  par  ces  points,  on  fera  passer  une  courbe  dont  l'intersection 
avec  la  circonférence  extérieure  sera  le  point  cherché.  Par  le  cal- 
cul ou  simplement  à la  règle  , on  mènera  en  ce  point  une  tangente 
à la  courbe , et  l’on  aura  la  direction  de  V.  On  s’assurera  alors 
quelle  est  dirigée  sur  le  côté  intérieur  de  la  face  ab  de  l’auget , et 
que  l’eau  peut  être  admise  dans  la  roue. 

On  pourrait  se  proposer  le  problème  inverse,  c’est-à-dire  étant 
donnée  la  vitesse  de  la  roue,  la  forme  et  la  position  de  l’augct  où 
l’eau  doit  arriver  , la  direction  et  l’intensité  de  V , déterminer  la 
direction  et  l’intensité  de  u ; la  solution  un  peu  compliquée  par  le 
calcul  se  simplifierait  par  des  méthodes  de  tracé  suffisamment 
exactes  pour  la  pratique. 


Théorie  des  roues  à augets  à grande  vitesse. 

51.  Nous  avons  beaucoup  insisté  sur  les  circonstances  de  l’intro- 
duction de  l’eau  dans  les  augets , parce  qu’elle  est  d’une  grande 
importance  pour  les  roues  à grande  vitesse.  Examinons  actuelle- 
ment comment  on  peut  tenir  compte  du  versement  de  l’eau,  dans 
le  calcul  de  l’effet  utile  de  la  roue. 
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Conservons  les  mêmes  notations  que  précédemment  et  désignons 
de  plus  par  , 

/ l’angle  des  deux  vitesses  V et  v , 
q le  volume  d’eau  introduit  dans  chaque  auget  , 
n le  nombre  d’augets  de  la  roue, 
u le  nombre  de  révolutions  de  la  roue  en  1’  , 

Q le  volume  d’eau  dépensé  par  l’orilice  en  1”  , 

A’  la  hauteur  dont  le  centre  de  gravité  de  q ’ est  descendu  depuis 
l’instant  de  son  introduction  dans  la  roue  jusqu'à  la  position 
où  l’eau  commence  à se  déverser  , 
q le  volume  contenu  dans  un  auget  quelconque  après  que  le 
versement  a commencé, 

h la  hauteur  du  centre  de  gravité  de  ce  volume  au-dessus  du  ni- 
veau du  bief  inférieur,  ou  du  bas  de  la  roue, 

M la  masse  d’eau  reçue  en  1”  sur  la  roue  , 
la  force  vive  de  l’eau  à l’entrée  est 

MVJ , 

celle  qu’elle  perd  par  le  choc  dans  l’auget  est  (N”  56) , 

M JV34-w’ — 2Vccosy{, 

celle  qu’elle  conserve  à sa  sortie  successive  des  augets 

Mc*. 

La  quantité  de  travail  développée  par  la  gravité  sur  le  volume 
introduit  q 1 pendant  sa  descente  de  la  hauteur  A’  est 
tOOOÿ'A*” , 

||U 

et  comme  , en  une  seconde  , il  passe  ^ augets  , la  quantité  de 
travail  correspondante  en  1”  sera 

1000  ”~-  q’A\ 

60 

Lorsque  toute  l’eau  fournie  par  l’orifice  sera  reçue  par  la  roue  . 
on  aura 


n“ 

00 


Q. 


et , par  conséquent  , cette  quantité  de  travail  sera  alors 

tOOOQA’k*». 

Quant  aux  augets  qui  versent  l’eau,  le  travail  élémentaire  de  la 
gravité,  sur  l’un  d’eux,  sera 

tOOOçrfA 
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cl  pour  toute  la  durée  de  sa  descente  depuis  le  moment  du  verse- 
ment, jusqu’il  l'instant  où  il  n’y  a plus  d'eau  dans  l’auget,  on  aura 
pour  la  quantité  de  travail  développée  par  la  gravité 


à prendre  entre  des  limites  convenables.  Le  nombre  d’augets  qui 
passent  dans  une  seconde  étant-’^*-,  le  travail  de  la  pesanteur  par 


seconde,  dans  la  période  du  versement,  sera 


linfin  le  travail  de  la  résistance  ou  l’effet  utile  dans  une  seconde, 
étant 

Pük-"\ 

L’équation  des  forces  vives  , sera 


Ma3  —MV'-j-M  j V’-f  ®7~2V  rcos/|=  2X 1000  <ïù  h 1dh  ; 

d’où  en  réduisant,  on  tire 


Pi)=1000  ^ j qh'  +fqdh  J + j Vcos'/-e  j * 

Lorsque  7=0,  ou  qu’il  est  assez,  petit  pour  qu'on  puisse  prendre 
cos  y=1,  cette  équation  se  réduit  à 


Pc; 


tOOOQt 

0 l 


V— e 


Méthode  approximative  de  calcul. 

52.  Dans  le  second  membre  de  cette  équation , il  n’y  a d incon- 
nues que  /»’  et  la  valeur  totale  de  Jqdh-,  on  peut  les  déterminer  par 

calcul,  en  tenant  compte  de  toutes  les  circonstances  du  versement 
de  l'eau,  mais  les  formules  auxquelles  on  parvient  sont  trop  com- 
pliquées , pour  pouvoir  servir  aux  applications,  et  l’on  peut  y sup- 
pléer par  des  méthodes  approximatives,  que  nous  allons  exposer. 

La  première  chose  à déterminer,  c’est  la  position  de  l’auget,  où 
peau  commence  à se  déverser;  pour  cela,  ayant  fait  un  profil  de  la 
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roue  (ûg.  170),  on  tracera  par  le  bord  de  chaque  augct  la  courbe 
circulaire  de  niveau  qui  lui  correspond;  puis  on  cherchera  par 
tâtonnement,  en  mesurant  le  profil  du  volume  d’eau  contenu  d ans 
quelques  auge ts,  vers  quelle  position  ce  volume  est  égal  à celui  qui 
a été  introduit.  Si  le  commencement  du  versement  ne  correspond 
à aucun  des  augets  tracés,  on  décrira  au-dessus  ou  au-dessous  de 
celui  qu'on  aura  reconnu  le  plus  près  de  cette  position , quelques 
arcs  de  cercle  concentriques  à I et  asssez  rapprochés  des  uns  des 
autres.  Aux  points  où  ils  rencontreront  la  circonférence  extérieure, 
on  tracera  des  profds  d’augets  et  l'on  calculera  le  volume  qui  cor- 
respond aux  courbes  de  niveau  qu’on  s’est  données.  Après  trois  ou 
quatre  tâtonnements,  au  plus,  on  trouvera  avec  une  exactitude 
suffisante  la  hauteur  du  bord  de  l’auget,  où  l'eau  commence  à se 
déverser,  au-dessous  de  celui  où  elle  a été  reçue.  Cela  fait,  on  sera 
en  état  de  calculer  le  terme 

q'h. 

Quant  au  terme  jqdh,  ne  pouvant  recourir  aux  méthodes  ordi- 
naires d’intégration , on  emploiera  celle  qui  résulte  du  théorème 
de  Thomas  Simpson.  A cet  clTet,  on  partagera  en  un  nombre  pair 
de  parties  égales,  la  hauteur  A,  (fig,  171)  du  bord  de  l’auget,  qui 
commence  à perdre  son  eau , au-dessus  du  niveau  du  bief  inférieur 
ou  du  bas  de  la  roue;  par  les  points  de  division,  on  mènera  des 
horizontales  qui  rencontreront  la  circonférence  extérieure  de  la 
roue;  par  ces  intersections  et  du  centre  I,  on  décrira  les  courbes 
circulaires  du  niveau , et  on  tracera  le  profil  correspondant  des 
augets.  On  calculera  alors  les  valeurs  successives  du  volume  q , en 
les  désignant  par  q„  q2,  çi,  q$,  etc.,  et  appelant  m le  nombre  pair 

des  parties  de  A, , chacune  d’elles  sera  égale  à et  l'on  aura , 
avec  une  approximation  suffisante  pour  la  pratique 

^dh==  ~5m  | ï.+2(îJ-hfî+ï7+^+‘*(71+?4+^)f  ï-+.j 

Dans  la  plupart  des  applications,  il  suffira  de  faire  4 et  l’on 
aura  alors 


jqdk  = ^■|?t+-2?3+*(?t-H'4)+7j  |;k  K 
d’ailleurs  q,  —q'  et  qs—0  puisqu’au  bas  de  la  roue  il  ne  reste  plus 
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d'eau  ; il  pourra  même  arriver  qu'il  en  soit  ainsi  de  94,  ce  qui  ue 
changera  rien  au  calcul;  mais  alors  il  faudrait  prendre  un  plus 
grand  nombre  de  positions  pour  avoir  une  valeur  assez  approchée. 

On  voit  donc  que  l’on  pourra , dans  tous  les  cas  , tenir  compte 
des  effets  de  la  force  centrifuge  et  du  versement  de  l’eau  sans  dif- 
ficulté et  par  des  calculs  très-simples.  Il  sera  indispensable  de  re- 
courir à cette  méthode,  toutes  les  fois  que  la  rapidité  du  mouve- 
ment l’exigera,  et  c’est  ce  que  l'on  reconnaîtra  de  suite,  lorsque 

la  valeur  de  la  distance  CI,  sera  telle  qu’il  ne  soit  plus  permis. 

de  regarder  les  surfaces  de  niveau  dans  les  augets  comme  sensi- 
blement horizontales. 

Résultats  d’expériences  relatifs  à cette  formule. 

55.  Des  observations  faites  sur  une  roue  à grande  vitesse  d’une 
scierie  des  Vosges  et  sur  une  roue  à faible  vitesse,  et  des  expériences 
directes  faites  avec  le  frein  dynamométrique  sur  une  roue  de  mar- 
teau de  forge,  ont  montré,  que  cette  nouvelle  formule  des  roues  à 
augets , où  l’on  tient  compte  de  toutes  les  circonstances  du  mou- 
vement, donne  dns  résultats  entièrement  conformes  à l’expérience, 
et  que,  par  conséquent , elle  n’a  pas  besoin  d’étre  corrigée  par  nn 
coefficient  numérique;  on  l’emploiera  donc  telle  qne  la  théorie  la 
donne. 

Les  pertes  principales  des  roues  à auget  étant  dûes  au  verse- 
ment de  l’eau,  pour  les  roues  à petite  vitesse  comme  pour  celle  à 
grande  vitesse,  on  en  diminuera  l’effet,  en  donnant  aux  augets. 
une  capacité  triple  on  au  moins  double  du  volume  d'eau  qu’ils  doi- 
vent recevoir,  ce  qui  est  facile.  Dans  la  pratique  le  profil  des  roues 
à augets  (fig.  172)  offre  quelques  dimensions  à peu  près  constantes  ; 
ainsi  , l’écartement  des  augets  à la  circonférence  extérieure  varie 
entre  0"',30  et0m,40;  la  largeur  des  couronnes  ou  joues  dans  les- 
quelles ils  sont  assemblées,  est  aussi  de  O™, 20  h 0m,50  ; le  fond  bc 
est  dirigé  vers  le  centr-c  de  la  roue  et  le  bord  de  l’auget  suivant 

u'b'c' , bc=*~a'c.  Quelquefois,  et  notamment  dans  les  forges,  le 

fond  est  perpendiculaire  à ab  ses  faces  ab  et  bc  sont  ordinairement 
planes  et  en  bois , mais  dans  les  grandes  roues  en  fer,  on  leur 
donne  une  légère  courbure  pour  arrondir  l’angle  b et  ne  pas  rom- 
pre en  la  ployant  la  tôle  dont  on  les  fait. 


Digitized  by  Google 


DES  ROUES  hydrauliques  a axe  vertical. 


54.  nous  n’avons  parlé  jusqu’ici  que  des  roues  hydrauliques  dont 
l’axe  est  horizontal  et  qui  sont  les  plus  en  usage,  mais  il  ne  sera 
pas  inutile  de  montrer,  comment  les  principes  que  nous  avons  éta- 
blis, s’appliquent  au  cas  où  l’axe  est  vertical,  parce  qu’on  rencon- 
tre quelquefois  cette  disposition  particulièrement  dans  les  moulins 
à farine,  où  elle  a l'avantage  de  dispenser  de  toute  communication 
de  mouvement. 

Boues  horizontales  à palettes  planes. 

55.  Considérons  d’abord  le  cas  d’une  roue  à palettes  planes 
(Gg.  173)  mue  uniquement  par  le  choc  de  l’eau  et  dont  l’axe  soit 
vertical.  La  théooic  de  cette  espèce  de  roue  supposée  parvenue  à 
l’état  de  mouvement  uniforme  est  la  même  que  celle  des  rodes  ver- 
ticales à palettes  planes;  en  effet,  soient 

V la  vitesse  avec  laquelle  le  filet  moyen  de  la  veine  d’eau  afiluentc, 
atteint  la  palette  plane  AB, 
a l’angle  qne  cette  vitesse  fait  avec  la  palette, 
c la  vitesse  horizontale  du  point  choqué  de  la  palette  lorsque 
le  mouvement  de  la  roue  est  devenu  sensiblement  uniforme, 

/3  l’angle  de  cette  vitesse  avec  la  palette. 

La  direction  avec  la  vitesse  V est  ordinairement  comprise  dans 
le  plan  vertical  tangent  à la  circonférence  décrite  par  le  point  cho- 
qué C,  ainsi  que  la  vitesse  o.  Cela  posé,  il  résulte  des  principes 
établis  au  n°.  11  et  en  admettant  que  l’étendue  des  palettes  soit 
assez  grande  pour  que  le  liquide  ait  perdu  l’excès  de  sa  vitesse 
normale  sur  celle  de  ces  palettes,  que  la  perte  de  force  vive  subie 
par  la  masse  d’eau  JS1, qui  afflue  sur  la  roue  dans  chaque  unité  de 
temps,  aura  pour  mesure 

MjVsin* — t>sin/3l’; 

après  le  choc,  le  fluide  coulera  le  long  de  la  palette  avec  une  vi- 
tesse relative  (n°.  16), 

V cosa-j-ccosjS 

puisque  la  composante  de  la  vitesse  de  la  roue  dans  le  sens  de  la 
palette  est  dirigée  en  sens  contraire  de  celle  de  V ; par  conséquent, 
si  l'on  fait  abstraction  de  l'action  de  la  pesanteur  pendant  que 
l’eau  glisse  sur  la  palette,  ce  qui  est  permis  ici,  vu  le  peu  de  hau- 


Digitized  by  Google 


— 573  — 


leur  de  ces  palettes,  la  vitesse  absolue  avec  laquelle  l’eau  quittera 
l’aube,  sera 


te  — V(v  cos  «■+-»  cos  ,S)2\-  »* — 2çj  Vcosa-f  »cos  /3j  cos  fi. 

L’équation,  du  mouvement  de  la  roue,  sera  donc 

* M}(Veosa4-t>cos/3),,-j-t>* — 2e(Vcosjt  4 » cos/3)  eos/3( 

ô 

• MV*  M)Vsino— vsin/5f  * 

P»5»i — 

2 2 


ou  simplement,  en  réduisant 

P»=M}Vsin« — »sin/3j»siu/3. 

Le  second  membre  de  cette  équation  contient  quatre  quantités  va- 
riables V,  t>,  a.  et  fi-  La  première  a pour  limite  la  vitesse  due  à la 
chute  disponible  au-dessus  de  la  roue;  et  comme  il  est  d’ailleurs 
évident  que  l'effet  utile  théorique  augmente  avec  V,  on  devra  pren- 
dre cette  quantité  aussi  grande  que  possible;  c’est-à-dire,  diminuer 
la  hauteur  de  la  roue,  en  augmentant  scs  autres  dimensions,  s’il 
est  nécessaire,  pour  qu’elle  puisse  recevoir  toute  l’eau  à dépenser. 
Regardant  donc  V comme  déterminée  par  des  considérations  de 
localité  et  de  construction , il  faudra  faire  successivement  varier 
dans  le  2e  membre  v,  a et  fi,  pour  obtenir  les  conditions  du 
maximum  relatives  4 chacune  de  ces  quantités,  et  voir  si  l’on  peut 
les  accorder  entre  elles.  On  obtient  ainsi  les  relations  suivantes  en 
différenliant  par  rapport  à 

...  _ . ,,  ...  , . V sin« 

» Vsina — 2»sinp=e,  d ou  pour  le  maximum o=  ^ . 

V 

« Vcosa=«,  d’ou  . . a=t()0et  par  suite  , 

/3....Vsina-  2»sin/3^c,  d’où,  comme  en  premier  lieu,  sin,3=  — 
Cette  dernière  relation  étant  lu  même  que  la  première,  on  voit 
que  l’angle  fi  demeure  indéterminé;  de  sorte  qu’on  a simplement 
pour  assurer  le  maximum  d’effet  relatif, 


a — 100°  et  »=. -.~x  . 

2sin/S 


conditions  auxquelles  il  est  toujours  possible  de  satisfaire.  11  en 
résulte  de  plus  que  l’on  pourra  toujours  aussi  donuer  à la  roue  la 
vitesse  que  l’on  voudra , puisqu'il  suffira  de  déterminer  en  consé- 
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quencc  l’angle  /S,  d’après  la  2*  condition.  Lorsque  les  relations 
ci-dessus  ont  lieu , la  valeur  de  l’effet  utile  transmis  par  la  roue  est 

_ MVJ  MoA 
P»= — .— = — ; 

4 2 

si  on  désigne  , comme  précédemment , par  h la  hauteur  de  chûte 
disponible  au-dessus  du  point  où  l’eau  rencontre  les  aubes. 

Ainsi,  dans  ces  roues,  le  maximum  de  l’effet  utile  théorique  est 
encore  la  moitié  du  travail  total  développé  par  la  gravité  sur  le 
poids  d’eau  dépensé. 

Rapport  de  l'effet  utile  pratique  à peffet  théorique. 

56.  Dans  la  pratique,  l’effet  utile  est  nécessairement  au-dessous 

de  ce  qu’indique  la  théorie,  il  est  même  douteux  que  les  roues 

ordinaires  de  ce  genre  réalisent,  comme  les  bonnes  roues  verticales 
«> 

à aubes, les  Ÿ de  l’effet  théorique.  Cependant,  si  les  aubes  ont 
une  surface  beaucoup  plus  grande  que  la  section  moyenne  de  la 
veine  lluide  à son  entrée,  si  elles  sont  enfermées  dans  un  coursier 
qui  leur  laisse  peu  de  jeu , ou  mieux  encore  entre  deux  tambours 
cylindriques,  on  pourra  admettre, d’après  des  expériences  faites 
en  1820  sur  une  des  roues  du  moulin  des  Minimes,  à Toulouse, 
sur  le  canal  de  Languedoc , par  MM.  Tardy  et  Piobert,  capitaines 
d’artillerie,  avec  un  frein  analogue  à celui  de  M.  deProny,  que  le 
rapport  de  l'effet  pratique  à l’effet  théorique,  varie  de  0,70  à 0,75, 
mais  il  faut  observer  que  les  palettes  de  cette  roue  sont  légèrement 
concaves.  Ces  expériences  ont  aussi  montré  que  le  maximum  d’effet 

correspond  dans  la  pratique,  à très-peu-près  à la  relation 

v 

» = , ainsi  que  l’indique  la  théorie. 

D’après  cela,  la  formule  pratique  à employer,  serait  alors,  pour 
le  cas  général 

Pn=O,70M  (Vsina  — usin /})  tisin  ,3,  d'où  P=0,70M  (usin*  — tjsin/3).  sin,4 
et  dans  celui  du  maximum  d’effet 

P»=0,35MÿA  P=  0,35 

Une  circonstance  qu’il  importe  d’observer  dans  les  roues  dont 
on  veut  apprécier  l’effet  utile,  c’est  la  manière  dont  l’eau  s’en 
échappe;  il  arrive  en  effet  souvent  que  l’intervalle  entre  les  aubes 
vers  le  bas  de  la  roue  n’est  pas  asez  grand  pour  que  le  liquide  sorte 
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librement.  Alors,  il  s’accumule  dans  la  roue  et  dans  l’espèce  de 
cylindre  ou  d’entonnoir  dans  lequel  elle  tourne,  s’y  élève  sous 
l’action  de  la  gravité  et  de  la  force  centrifuge , en  forme  de  para- 
boloïde,  jusqu’à  ce  que  la  pression  qui  en  résulte  sur  l'orifice  .ou 
l'intervalle  inférieur  des  aubes,  soit  suffisante  pour  que  le  fluide 
alluent  puisse  s’écouler.Nous  n’entrerons  pas  dans  l'examen  détaillé 
de  ce  qui  se  passe  alors  dans  ces  roues,  et  nous  nous  bornerons  à 
indiquer  le  moyen  d’éviter  cet  inconvénient  lors  de  leur  établisse- 
ment. Pour  cela,  négligeant  toujours  la  hauteur  de  la  roue  dans  le 
sens  vertical,  que  l’on  doit  restreindre  le  plus  possible,  on  aura 
dans  le  cas  du  maximum  d’effet  où  cos  a est  sensiblement  nul , pour 
la  vitesse  relative  avec  laquelle  l’ean  coule  le  long  de  l’aube 

v eos/3, 

et  en  la  multipliant  par  l’aire  libre  par  laquelle  l’eau  s’écoule  vers 
le  bas  des  aubes,  on  déterminera  celle-ci , ou  l’angle  /3,  de  manière 
que  le  produit  soit  au  moins  égal  au  volume  d’eau  qui  arrive  sur  la 
roue  dans  une  seconde 

Houes  à palettes  creuses. 

57.  Lorsqu’au  lieu  d’ètre  planes,  les  aubes  présentent  une  forme 
concave,  (lig.  174)  ce  qui  est  le  cas  des  moulins  du  Basaele  à Tou- 
louse et  du  moulin  des  trois  tournants  à Metz,  et  que  l’eau  peut 
s’échapper  librement,  l’effet  utile  doit , toutes  choses  égales  d’ail- 
leurs , être  un  peu  plus  grand  que  pour  les  aubes  planes.  Mais 
comme  dans  ces  roues  on  n’a  pas  évité  le  choc  à l’entrée  ui  la  perte 
de  force  vive  à la  sortie,  on  ne  peut  guère  espérer  que  la  différence 
soit  très-sensible.  Dans  les  usines  que  nous  venons  de  citer,  le 
coursier  qui  amène  l’eau  sur  la  roue  est  presque  horizontal, 
l'échappement  ne  se  fait  pas  librement,  l'eau  s'accumule  dans  la 
roue,  et  d’après  des  observations  faites  par  M.  Poncelet,  celles  de 
Metz,  aux  moulins  des  trois  tournants  et  des  quatre  tournants,  ne 

rendraient  guères  que  le  ^ du  travail  absolu  dû  à la  chute  totale 

de  l’eau  dépensée. 

Roues  horizontales  cylindriques  à palettes  courbes. 

58.  On  dispose  quelquefois  les  roues  horizontales  (fig.  175)  de 
manière  que  l’eau  y agisse  à son  entrée  par  le  choc  et  ensuite  par 
son  poids  en  descendant  le  long  des  aubes.  Dans  ce  cas,  la  hauteur 
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de  la  roue  ne  peut  plus  être  négligée  et  en  la  désignant  par  z,  il  est 
facile  de  voir  qu'en  conservant  les  notations  précédentes,  la  perte 
de  force  vive  à l’entrée,  sera  encore,  n*  H, 

M(Vsina — usin,3)\ 

La  vitesse  relative  de  l’eau  au  bas  de  la  roue,  sera 


<\/(Vcosa-|-rcos/5)a-{-2ÿz=  « 


et  sa  vitesse  absolue  de  sortie,  en  nommant  ÿ l’angle  que  fait  le 
dernier  élément  de  l’aube  avec  l'horizon,  aura  pour  valeur 

w—\  «’-j-©’ — Suvcos?; 


au  moyeu  de  quoi  ('«[nation  générale  du  mouvement  de  cette  roue 
sera 


Pu  — MjfA-J-z) 


MIVsina-  esin/31* 
2 


M ju'-f-e’ — iuvcos'f  I 

o - 


Pour  rendre  nulle  la  perte  de  force  vive  à l’entrée  de  la  roue , 
il  suffira  de  faire  en  sorte  (n°  12)  que 

V sina=tisinê. 

Quant  à la  vitesse  te  avec  laquelle  l’eau  quitte  la  roue,  elle  ne  peut 
être  nulle  généralement  qu’autant  que 

cos"p=l  et  que  «*■=«, 

la  première  condition  indique  que  l’aube  doit  avoir  son  dernier 
élément  horizontal;  la  seconde  revient  à , 

( Vcos  a « cos  j3) 3 -{- 

en  développant,  puis  remplaçant  cosaa  et  cos1 ,3  par  1 — sin’a  et 
1 — sin'g,  et  retranchant  des  deux  membres  2Vesinasin/3,  elle 
devient,  toutes  réductions  faites, 

V«cos(*-f j3)+ÿ(A-f  z)=î  ; 

d'où  en  observant  que  a-j- -=200° — et  en  appelant  0 l’angle  de 
la  vitesse  V et  de  v pris  en  sens  contraire,  on  tire 

p_ 

VcosS 

Lorsque  ces  conditions  seront  satisfaites,  on  obtiendra  le  maxi- 
mum d'effet  théorique  absolu, 

Po— Mj(-f  Az), 

71 
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c'est-à-dire , que  res  roues , comme  celles  à augels  et  à aubes 
courbes,  peuvent  théoriquement  transmettre  toute  la  quantité  de 
navail  développée  par  la  gravité  sur  l’eau  dépensée;  bien  entendu 
qu'on  ne  prendra  toujours  pour  h que  la  hauteur  due  à la  vitesse 
que  l’eau  possède  à son  arrivée,  apres  avo'r  subi  les  effets  de  la 
contraction  et  les  différentes  pertes  qui  peuvent  provenir  de  la 
disposition  de  la  prise  d'eau. 

Dans  la  pratique,  il  n’est  pas  possible  de  faire  ® = s et  on  est 
obligé  de  donner  à cet  angle  une  ouverture  d’au  moins  30°,  comme 
dans  les  roues  à aubes  courbes,  mais  il  n’en  résulte  qu'une  perle 
assez  faible  de  force  vive  à la  sortie. 

On  possède  sur  ces  roues  assez  peu  d’expériences  propres  à 
faire  connaître  le  rapport  de  l’effet  utile  pratique  à l’effet  théo- 
rique; Borda,  qui  eu  a donné  une  théorie,  admet  qu’il  est  égal  à 
0,75,  et  nous  adopterons  ce  chiffre,  en  attendant  des  observations 
spéciales;  de  sorte  que,  dans  le  cas  général,  on  aura  pour  formule 
pratique 


Pt>=0,75  Mg(h  + s)~ 


M(Vsina — rsin/5)1 
2 


M(na+t)3— 2ui?cos»)  1 
2 


et  dans  le  cas  du  maximum  d’effet 

P«= 0,75Mÿ  {h  + 2) =0,75X1 000  (h+z) , 

y désignant  comme  précédemment  en  mètres  cubes , le  volume 
d’eau  dépensé  en  1”. 

On  remarquera  que,  dans  l’établissement  de  ces  roues,  il  con- 
viendra t°  de  faire  s assez  grand  ou  de  diminuer  h,  afin  que  la 
vitesse  d’introduction  Y ne  soit  pas  trop  forte , ce  qui  tendra  à 
augmenter  t>  ; 2°  de  diminuer  autant  que  possible  l’écartement  des 
tambours  concentriques  qui  envelopperont  les  aubes  afin  que  la 
vitesse  » du  milieu  de  ces  aubes  ne  diffère  pas  trop  de  celle  des 
circonférences  intérieures  et  extérieures;  3°  enfin,  par  la  même 
raison , on  fera  la  roue  aussi  grande  que  le  comporteront  les 
localités. 


Turbine  à axe  vertical  de  M.  Ilurdin. 

59.  M.  Burdin  , ingénieur  des  mines  a proposé  et  construit  des 
roues  nommées  par  lui  turbines , et  dans  lesquelles  il  a cherché  à 
satisfaire  aux  conditions  du  maximum  d’effet  de  la  manière  suivante. 


Digitized  by  Google 


— O 1 I — 


Le  réservoir  (fig.  176)  est  au-dessus  de  la  roue  ; des  orifices  sont 
percés  à son  fond  et  prolongés  par  des  tuyaux  additionnels  dont  le 
bas  est  horizontal  et  dirigé  dans  le  sens  de  la  circonférence  ; la 
charge  d’eau  sur  le  centre  de  ces  orifices  est  égale  à la  moitié  de  la 
chûte  totale  et  la  vitesse  de  la  roue  au  point  où  elle  reçoit  le  liquide 
est  celle  dûe  à cette  charge  ; l’eau  atteint  donc  la  roue  à-peu-près 
sans  vitesse  relative.  Elle  s’échappe  ensuite  par  des  canaux  renfer- 
més dans  deux  euvcloppes  concentriques  à l’axe  et  arrive  au  bas 
la  roue , après  avoir  parcouru  une  hauteur  égale  à l’autre  moitié  de 
la  chûte  totale.  Les  extrémités  des|canaux  de  fuite  sont  dirigées 
horizontalement  et  tangentiellement  à la  circonférence  dans  le  sens 
contraire  à celui  de  son  mouvement , et  comme  l’eau  acquiert  dans 
cette  direction,  en  descendant,  une  vitesse  dûe  à la  moitié  de 
la  chûte,  c’est-à-dire,  précisément  égale  à celle  de  la  roue,  il  s’en 
suit  qu’elle  doit  sortir  sans  vitesse  absolue. 

Dans  une  note  insérée  dans  les  annales  des  mines,  2'  série,  page 
517,  M.  Burdin  annonce  que  l’effet  utile  de  ces  roues  est  les  0,75 
de  la  quantité  de  travail  dépensée  par  le  moteur. 

Roues  horizontales  à aie  cônique. 

00.  Ce  qui  précède  ne  s'applique  qu’aux  roues  cylindriques  dans 
lesquelles  le  point  d’entrée  et  celui  de  sortie  de  l’eau , sont  à la 
même  distance  de  l’axe,  de  manière  que  sa  vitesse  ne  peut  être  al- 
térée par  l’action  de  sa  force  centrifuge,  mais  quand  l’eau  entre 
dans  la  roue  plus  loin  ou  plus  près  de  l'axe  qu’elle  n’en  sort,  cette 
force  se  joint  à la  gravité,  pour  changer  la  force  vive  dûe  à la 
vitesse  initiale  Veosa-j-t>cos/3  avec  laquelle  l’eau  entre  dans  la  roue. 
Nommons  w la  vitesse  angulaire  constante  de  la  roue, 

R’  la  distance  à l’axe  du  point  d’entrée  de  l’eau , 

R la  distance  — idem  — de  sortie , 
la  vitesse  relative  d’introduction , sera 

V cos  a -f-  U R’  cos  /S 

et  la  force  vive  possédée  par  l’eau  à son  entrée  sera 
M |Vcosa-pwR*cos/3  j‘ 

eu  appelant  u la  vitesse  relative  avec  laquellej’eau  s’écoule  le  long 
du  dernier  élément  des  aubes,  sa  force  vive  sera  à la  sortie 

M w 
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et  d’après  le  principe  des  forces  vives  , l'accroissement 
M J m* — (Ycosa-f  <o  R’cos/3)*\ 

devra  être  égal  au  double  de  la  quantité  de  travail  duc  à la  gravité 
pendant  sa  descente  et  qui  sera 

2Mÿï 

augmentée  ou  diminuée  du  double  de  celle  qui  est  développée  par 
la  force  centrifuge  (*)  selon  qu'elle  agit  dans  le  sens  du  mouvement 
de  l’eau  ou  en  sens  contraire;  or,  la  quantité  de  travail  totale  dé- 
veloppée par  la  force  centrifuge  sur  la  masse  d’eau  M passant  de  la 
distance  R’  à la  distance  R de  l'axe,  est  (N°  29) 

Mwa  (R® — R’  ) 

2 

et  par  conséquent  l’équation  des  forces  vives  relative  à ce  mouve- 
ment, sera 

My  — ( Vcos  a-K)R’cos  /5)  aj=2Mÿz+Mw2(R* — R’*) 
d’où  l’on  tire 

u J=(Vcos  a.  -)-co  R’cos  ,5)5-f  2ÿs-f-o>5(R»— R’*) . 

Ln  appelant  toujours  y l'angle  de  cette  vitesse  relative  u et  de  la 
vitesse  wR  de  la  roue  au  point  de  sortie,  on  aura  pour  la  vitesse 
absolue,  avec  laquelle  l’eau  quitte  la  roue 

ie  -Aj u1  x oi*R  ’ — 2u'oR  cos  , 


Q On  jicut  voir  par  la  note  du  n°  29 , que  ces  considérations  dues  à 
M.  -Xavier  (Architecture  hydraulique  de  Bélidor,  nouvelle  édition,  tom.  i . 
note  ea,  page  tîi'i)  ne  sont  ici  applicables  que  parce  que  l'axe  de  la  roue  est 
vertical  et  qu’elles  cesseraient  de  l’être  dans  le  cas  où  l'axe  serait  horizontal 
ou  incliné  , comme  cela  a lieu  dans  certaines  roues  fort  ingénieuses,  qui  ont 
été  imaginées  par  M.  Burdin  , et  auxquelles  il  a appliqué  généralement  le  nom 
de  turbines,  dans  un  mémoire  sur  ces  roues,  présenté  il  y a déjà  plusieurs 
années  à l'Académie  royale  des  sciences  de  l'institut.  Ceci  pourra  servir 
d'ailleurs  à expliquer  pourquoi  les  tentatives  faites  pour  établir  des  turbines 
à axe  horizontal  ou  incliné  ont  généralement  mal  réussi  et  je  ne  puis  que  me 
félieilcr  de  ce  qu’en  appelant  en  I8Ô0  l’attention  de  M.  Coriolis,  sur  cette 
fausse  application  du  principe  des  forces  vives  , il  ait  clé.  conduit  h entre- 
prendre sur  ce  sujet  îles  recherches  dont  il  a été  rendu  par  MM.  de  Pronv  et 
Poisson  un  compte  très-favorable  dans  la  séance  de  l'Académie  des  sciences 
du  âl  octobre  dernier. 
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et  l'équation  du  mouvement  de  la  roue  sera,  en  désignant  par  v la 
vitesse  d’un  point  quelconque  et  par  P l’etFort  tangentiel  exercé  en 
ce  point 

„ M(Vsin«  - wR’sin/5)*  Mjw’-f-M'R* — 2u<’Rcos9) 

Pu~M5(A+s) ^ 2 ' “ ’ 

les  conditions  du  maximum  d’effet  seront  encore 

V sin  « ==  ojR’  sin  /3 , cos  f=  i et  u <=  w R ; 

la  dernière  donne 

(V  cos  a.  4-  u R’  cos  /3)*-r  — “*  R’*=o 

d’où  l’on  tirera  comme  au  N°  (58) 

',.R'  ___ 

V cos  (a-j-jS)  Vcos9 

en  appelant  r,  l’angle  supplémentaire  de  2-f-.9,  ou  celui  que  la  vitesse 
de  la  roue  prise  en  sens  contraire  de  sa  direction  propre  fait  avec 
celle  de  l’eau  aflluenle. 

L’établissement  de  ces  roues  est  donc  soumis  aux  mêmes  condi- 
tions que  celui  des  roues  cylindriques,  et  l’on  voit  que,  théorique- 
ment, elles  sont  aussi  susceptibles  de  donner  le  maximum  absolu 
d’effet  utile  théorique.  Dans  la  pratique  on  admettra  qu’elles  réa- 
lisent 0,75  à 0,80  de  cet  effet,  jusqu’il  ce  que  des  expériences  spé- 
ciales aient  été  faites. 

61.  La  théorie  que  nous  venons  de  donner  est  due  à M.  Navier  (’) 
et  convient  particulièrement  aux  roues  coniques  ou  à poires,  ainsi 
qu’aux  roues  dites  à réaction  telles  que  celles  de  Segner,  de  Ma- 
noury-Declos.  Dails  cette  dernière  (fig.  177)  l’eau  entre  dans  la 
roue  par  la  partie  inférieure  de  son  axe  qui  est  vertical , elle  circule 
dans  des  canaux  horizontaux  perpendiculaires  à cet  axe  et  s'échappe 
à leur  extrémité  en  sens  contraire  du  mouvement  par  des  orifices 
très-petits  relativement  au  diamètre  des  tuyaux  d’introduction.  Il 
suit  de  cette  disposition,  que  l’angle  des  vitessesVet  wR'  est  à peu 
près  droit  et  que  d’une  autre  part  la  vitesse  v est  très-faible;  par 
conséquent  la  vitesse  «R’  relative  au  maximum  d'effet  est  infinie. 
Ce  qui  montre  que  ces  roues  doivent,  au  moins  dans  la  pratique , 
marcher  à de  très-grandes  vitesses.  On  observera,  en  leur  appli- 
quant la  théorie  précédente,  qu’elles  doivent  être  disposées  de 

(')  Architecture  hydraulique  de  Bélidor . 2*  édition,  page 
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manière  qu’il  n’y  ait  dans  les  canaux  ou  l'eau  circule,  ni  étrangle- 
ments ni  coudes  trop  brusques  capables  de  produire  des  pertes  de 
force  vive  autres  que  celles  dont  nous  avons  tenu  compte.  11  est 
facile  d'ailleurs,  de  voir  que  l’eau  entrant  sans  choc  dans  la  roue 
et  ayant  à sa  sortie  une  vitesse  relative  égale  à 

-f-u'JR* 

H étant  la  hauteur  de  chùtc  disponible  au-dessus  du  centre  de 
l’orifice  de  sortie,  l'équation  de  ces  roues,  sera 

PoMÿH  _ Ml*  %H-f-o»lP— aiRj’ 

2 

ou  en  réduisant, 

P»  =M*iRj  VSÿH-p.-.’R’— >jR(. 

En  différentiant  le  second  membre , on  serait  conduit  pour  le 
maximum  d’effet  à la  relation, 

«R-V^H+mIP 

qui  ne  peut  évidemment  être  satisfaite  que  par  &>  R=  » . 

M.  Navier  admet  que  ces  roues  peuvent  utiliser  les  0,80  de  l’ef- 
fet théorique , et  nous  adopterons  ce  rapport  en  attendant  des 
observations  dignes  de  confiance. 

Nouvelle  roue  horizontale  à aubes  courbes  proposée  en  1826  par 
M.  Poncelet. 

61.  Dans  ses  leçons  de  1826,  M.  Poncelet  a proposé  une  roue 
horizontale,  analogue  à sa  roue  verticale  à aubes  courbes  et  dont 
l’équation  s’établira  facilement,  d’après  ce  qui  précède,  en  tenant 
compte  de  l’action  delà  force  centrifuge.  Dans  celte  roue  (üg.  178), 
l’eau  arriverait  h la  circonférence  extérieure,  tangentiellement  à 
des  aubes  courbes,  contenues  entre  deux  plateaux  horizontaux, 
puis  circulant  sur  ces  aubes,  en  vertu  de  la  vitesse  acquise  et  sous 
l’action  de  la  force  centrifuge,  sortirait  de  la  roue  par  la  circon- 
férence intérieure  avec  une  vitesse  absolue  qu’on  peut  rendre  nulle 
ou  très-petite. 

En  conservant  toutes  les  notations  précédentes,  il  est  facile  de 
voir  que  la  période  force  vive  à l’entrée  sera  nulle  et  que  la  vitesse 
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relative  avec  laquelle  l’eau  entrera  sur  l'aube,  sera  V — &jR’,  de 
sorte  qu’on  aura  pour  déterminer  la  vitesse  relative  u de  sortie , 
l'équatiou 

M(V*— uR’)s— Mu'=Mm’(R’>— R*) 

d’où 

SVcüR’+w’R*. 

L'équatiou  du  mouveuieul  de  la  roue,  sera  d’ailleurs,  en  faisant 
abstraction  de  l'action  de  la  gravité  sur  l’eau  pendant  son  passage 
dans  la  roue,  parce  que  nous  supposons  que  celle-ci  n’a  .que  peu 
de  hauteur, 

Mlu’-J-w’R* — amuRcos?) 

Pe— Mÿl! g 

H étant  la  hauteur  de  chute  disponible  mesurée  jusqu’au  fdet 
moyen  de  la  veine  fluide  il  son  entrée  sur  la  roue.  Le  second  mem- 
bre sera  encore  un  maximum  quand  on  aura 

cos  y=»let«=o)R; 

ce  qui  donne  pour  déterminer  oiR’  la  relation 

v 

V=“2&)R’  ou  tuR’=^-  ; 

condition  qui  est  la  même  que  pour  les  roues  à aubes  courbes 
verticales.  Dans  le  cas  de  maximum  on  a donc 

Po-MjH, 

c'est-à-dire  qu’on  «pourrait  théoriquement  obtenir  de  ces  roues,  le 
maximum  absolu  d’effet  utile. 

Dans  la  pratique  on  ne  pourra  pas  rendre  les  aubes  tangentes 
à la  fois  aux  circonférences  extérieure  et  intérieure,  comme  il  se- 
rait nécessaire  pour  le  maximum  d’effet  absolu,  car  l’eau  n’entre- 
rait ni  ne  sortirait  avec  la  facilité  convenable,  on  devra  leur  laisser 
faire  avec  ces  circonférences  un  angle  de  30°  à l’entrée  et  de  40° 
environ  à la  |ortie  et  comme  d'ailleurs  il  est  commode  de  leur 
donner  la  forme  circulaire,  leur  tracé  revient  au  problème  suivant: 
«Etant  données  deux  circonférences  concentriques  insérer  entre 
«elles  un  arc  de  cercle  qui,  à sa  rencontre  avec  chacune,  fasse 
«avec  elle  un  angle  donné.» 

Soient  (fig.  179)  A le  centre  commun  des  deux  circonférences. 
AB=R,  AD=r,  RC le  rayon  cherché  de  la  courbure  de  l’aube, 
ABU  — B l’angle  donné  de  l’aube  avec  la  circonférence  extérieure  , 
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KDF—D  l'angle  donné  de  celle  aube  avec  la  cirronférence  inté- 
rieure; on  aura  par  les  triangles  ABC  cl  ADC 


AC3-  R'-fv’— 21Ucos  B=r,-j-f14  2 rp  cps D 


attendu  que  ABC=200° — D;  on  en  lire 
V 


R3— r* 


R3  r'=-2&ÎR  eos  B-f-rcos  F)'  et  2 p — sz — SI — rrîT 
‘t  1 \ ‘ R cosB-|-rrosI) 


Pour  construire  cette  expression,  menez  BG  taugente  au  cercle 
intérieur  en  G,  vous  aurez,  BG3— R* — r’;  projetez  le  centre  A sur 
la  ligne  donnée  BII,  vousaurezBH— RcosB;  parle  point  H menez. 
HI  faisant  avec  BH  l’angle  KIII- D ; prenez  III— -r,  projetez  I en  K. 
vous  aurez  IIK— r cos  D et  par  suite 


B K = R cos  B-f-r  cos  D . 

Du  point  B comme  centre  et  du  rayon  BK  décrivez  l’arc  de 
cercle  KL  ; par  sa  rencontre  en  L avec  la  circonférence  intérieure 
de  la  roue,  menez  la  sécante  BL  à cette  conférence,  on  aura  évi- 
demment 

BG>  R’— r’ 

RM  : BG  : : BG  : BLd’oii  BM=  nr'-fi fi 

BL  R cos  B T~r  cos  I) 

Le  rayon  pétant  terminé  on  trace  l’aube  du  centre  C situé  sur 
BH  à la  distance  p de  B. 

Ce  tracé  s'appliquera  quel  que  soit  le  rayon  entérieurde  la  roue 
et  l’on  voit  facilement  que  u et  ta  R étant  d’autant  plus  petits  que 
R l'est  lui  même  le  terme  soustractif 

jj«’+4iR’ — 2u'"R  cos  ÿ 

diminuera  avec  ce  rayon;  toutes  choses  égales  d’ailleurs, il  con- 
viendra donc  de  le  faire  le  plus  petit  possible;  mais  on  devra,  ce- 
pendant , avoir  attention  que  la  vitesse  relative  u,  que  conserve 
l’eau  à sa  sortie  à l'intérieur  de  la  roue,  soit  assez  grande  pour  que , 
multipliée  par  l'aire  de  l’orifice  ou  de  l’intervalle  libre  entre  les 
aubes  en  cette  circonférence,  elle  donne  un  volume  au  moins  égal 
à la  plus  grande  quantité  d'eau  que  l’on  ait  à admettre  dans  la 
roue,  sans  quoi  celle-ci  s’engorgerait;  cela  n'offrira  d’ailleurs  au- 
cune difficulté. 

Connaissant  le  nombre  de  tours  que  l'arbre  vertical  doit  faire 


Digitized  by  Google 


— 583  — 


dms  un  temps  donné,  on  aura  la  valeur  de  la  vitesse  angulaire  w 
et  comme  V est  donné  par  la  chute  disponible,  on  déduira  de  la 
relation 


correspondante  au  maximum  d'effet. 


le  rayon  extérieur  de  la  roue  sera  donc  déterminé  dans  chaque 
cas,  et  le.rayon  intérieur  aura  pour  limite  inférieure  celle  que  nous 
venons  d’indiquer. 

On  aura  soin  d’entourer  la  roue  vers  la  partie  où  l’eau  y est  in- 
troduite d'une  portion  de  coursier  circulaire,  afin  d’empéclier  le 
liquide  de  s’échapper  sans  pénétrer  dans  la  roue,  et  l'on  facilitera 
d’ailleurs  le  dégorgement  de  l’eau  dans  le  canal  de  fuite  par  des 
dispositions  analogues  à celles  qui  ont  été  prescrites  pour  les  roues 
verticales  à aubes  courbes. 

Ce  système  de  roue  n'a  pas  encore  été  soumis  à l’expérience, 
mais  il  est  probable  qu’il  rendrait  en  pratique  autant  que  la  roue 
verticale  du  même  genre,  c’est-à-dire,  environ  0,65  à 0,75  de 
l’effet  théorique,  selon  la  grandeur  de  chiite  et  la  dépense  d’eau. 

Les  exemples  que  nous  venons  de  donner  montrent  comment  et 
dans  quel  esprit  on  devra  appliquer  la  théorie  générale  des  récep- 
teurs hydrauliques  aux  autres  systèmes  que  nous  n'avons  pas  exa- 
minés et  qui  pourraient  se  présenter. 


65.  Ces  roues  ne  diffèrent  des  roues  à palettes  ordinaires  du 
N"  -20  qui  se  meuvent  dans  un  coursier  , qu’en  ce  qu  elles  sont  pla- 
cées sur  des  cours  d’eau  dont  la  section  excède  de  beaucoup  la 
surface  des  ailes.  On  choisit  ordinairement  pour  les  établir,  les 
endroits  du  courant  où  la  vitesse  est  la  plus  forte  cl  l’on  monte  ces 
roues  sur  les  côtés  d'un  gros  bateau  où  entre  deux  bateaux , de 
manière  que  leurs  aubes  plongent  dans  l'eau;  ce  qui  les  a fait 
nommer  roues  pendante* • Souvent  aussi , elles  sont  établies  à de- 
meure sur  des  pilotis  et  l’on  rétrécit  le  courant  en  avant  des  roues 


ROUES  A AUBES  MUES  PAR  US  COURANT  INDÉFINI. 
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par  une  sorte  de  coursier  qui  laisse  beaucoup  de  jeu  aux  aubes 

Dans  tous  les  cas,  la  quantité  de  fluide  qu'on  peut  faire  agir 
sur  la  roue  étant  à peu  près  illimitée,  la  force  de  l’usine  n’est  bor- 
née que  par  des  conditions  qui  lui  sont  particulières;  mais  en  sup- 
posant les  ailes  construites,  la  quantité  de  travail  transmise  par  la 
roue,  devient  susceptible  d’un  maximum. 

Formules  par  lesquelles  on  représente  Veffort  et  le  travail  transmis 
aux  aubes. 

64.  Nommons 

o l’aire  de  la  partie  des  aubes  qui  plonge  dans  l'eau,  quand  elles 
sont  verticales. 

« la  vitesse  du  centre  de  cette  aire. 

V la  vitesse  du  courant . en  supposant  la  roue  enlevée. 

P l’effort  exercé  sur  les  aubes  dans  le  sens  de  la  circonférence 
décrite  par  le  centre  de  l’aire  plongée. 

h ^ — la  hauteur  due  à la  vitesse  relative  de  l’aube  et  du 
courant. 

k un  coefficient  numérique  à déterminer  par  l’observation. 

On  suppose,  d'après  la  théorie  généralement  reçue  (’)  aujour- 
d'hui, que  l’action  de  l'eau  sur  les  aubes  est  analogue  à celle  qui 
aurait  lieu  dans  le  cas  où  l’on  substituerait  une  seule  aube  ver- 
ticale à toutes  celles  qui  sont  à la  fois  en  prise,  et  si  celte  aube 
fuyait  toujours  devant  le  liquide  avec  la  vitesse  t>;  l’on  admet  de 
plus,  qu’alors  le  volume  de  fluide  qui  atteint  la  palette  est  propor- 
tionnel à la  vitesse  relative  V— » et  égal  à 

û(V-e). 

Ces  diverses  hypothèses,  sur  lesquelles  il  est  à désirer  que  l’ex- 
périence prononce  d’une  manière  plus  positive  que  le  petit  nombre 
d'observations  que  l’on  possède  jusqu’ici,  conduisent  à la  relation 

(V — v)' 

P-^klOOüü--— r — — «=*1000QA. 

On  en  déduit  pour  la  quantité  d’action  transmise  aux  aubes  dans 
une  seconde 

Po=A  1000Û  o=/t.l 00012  A u.  k ra 

2 9 

C)  Architecture  hydraulique  de  Itclidor , nouvelle  édition  , note  <11  de 
M.  IVavier , page  407. 
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Si  l’on  regarde  le  coellicicnt  k comme  indépendant  de  la  vitesse 
v,  et  comme  constant,  on  trouve  en  différentiant  le  second  membre 
l>ar  rapport  à v , pour  la  condition  du  maximum  d'effet, 

t>=-  --et  par  suite  P— ÿ-  k.  tOOOiiy- 


ct 

Pv=4PV^àTk-  100°û~ 

Résultats  d'expériences. 

65.  Les  expériences  de  Bossut  ('),  et  une  de  M.  Christian  (") 
montrent  que  la  valeur  du  rapport —qui  correspond  au  maximum 

d’effet  est  0,40  au  lieu  de  0,30,  que  l’on  déduit  des  formules  ci- 
dessus.  C’est  aussi  ce  que  l'on  conclut  de  l’observation  de  tous  les 
moulins  à bateaux  du  Rhône, où  l'usage  a conduit  à adopter  ce  rap- 
port-^=0,40  environ. 

Avant  d’indiquer  les  valeurs  que  l’og  assigne  à k d'après  les 
observations  que  l’on  possède,  nous  remarquerons  qu’à  vitesses 
égales  ce  nombre  doit  être  plus  grand  pour  les  aubes  qui  ne  sont 
qu’en  partie  plongées,  que  pour  celles  qui  le  sont  en  entier,  parce 
qu’il  se  forme  en  avant  des  premières,  un  remous  qui  augmente 
la  hauteur  du  liquide  sur  la  face  d'amont , tandis  qu’il  se  déprime 
toujours  un  peu  sur  la  face  d’aval. 

D’après  Bossut  et  une  expérience  de  M.  Boistard  ('")  k peut  être 
regardé  comme  compris  entre  2 et  3, pour  les  roues  communément 
employées  et  qui  ne  plongent  que  du  quart  de  leur  rayon.  Des  ob- 
servations faites  en  4825  , M.  Poncelet,  sur  des  moulins  à bateaux 
établis  sur  le  Rhône  à Lyon,  ont  confirmé  ces  résultats.  Les  ailes 
ou  aubes  avaient  de  2“,50  à 2m,65  de  longueur  et  plongeaient  dans 
l’eau  de  O™, 65  à O”1, 75,  cequi  donnait  une  surface  Q comprise  entre 
et  2"*  , la  vitesse  du  courant  a varié  de  1“,30  à 2“,  celle 
du  centre  desaubes  était  moyennement  0,40V; dans  ces  circonstan- 
ces les  valeurs  de  k déduitesde  l’observation  des  quantités  de  farine 


C)  Hydrodynamique,  page  582. 

('■)  Mécanique  industrielle. 

(’”)  Expériences  sur  In  mnin  d’reuvre  etc.  page  72, 
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moulue,  ce  qui  correspond  à une  quantité  de  travail  assez  exacte- 
ment connue,  ont  été  respectivement 

A— 2,80,  *=2,70  *=3,tî> 

dont  la  valeur  moyenne  est  *=2,89. 

D'après  cela,  on  pourra  admettre,  quand  la  vitesse  v du  centre 
des  aubes  ne  s’éloignera  pas  trop  de  0,40V,  cette  valeur  moyenne 
*=2,80  à 2,90. 


Observations  sur  l'incertitude  des  valeurs  de  k. 

\ 

CO.  L’incertitude  qui  règne  sur  la  valeur  de  * provient  de  ce  qu’il 
ne  parait  pas  que  les  hypothèses  sur  lesquelles  est  fondée  l’expres- 
sion du  n“.  64, 

P=*.1000Æ*')- 

% 

soient  réellement  admissibles.  On  remarquera  qu  elles  ne  sont  pas 
conformes  au  raisonnement  du  n°.  10  qui,  pour  le  cas  d’une  suc- 
cession de  palettes  qui  se  substituent  les  unes  aux  autres,  dans  le 
même  lieu,  en  fuyant  devant  le  liquide  avec  une  vitesse  v dirigée 
dans  le  même  sens  que  V .nous  donnerait 


100012V 


(V— ®) 


Comparaison  des  expériences  de  Bossut  avec  une  autre  formule  dé- 
duite de  celle  du  n*.  10. 


67.  Or,  en  comparant  entre  elles  17  expériences  de  Bossut  rap- 
portées page  382,  art  810  de  son  hydrodynamique,  et  prenant  pour 
abeisses  d’une  courbe,  les  poids  soulevés  par  la  roue,  et  pour  or- 
données les  vitesses  v,  M.  Poncelet  a trouvé  que  les  points  ainsi 
déterminés  étaient  sensiblement  en  ligne  droite  et  que  les  résultats 
de  ces  expériences  étaient  représentés  pour  les  14  premières  à 

près,  et  pour  les  dernières  à ^ près,  par  la  formule, 


P=3,1708  (V— p). 


Dans  ces  expériences  on  avait  12=0“, 01458,  V=lm,855,  les  au- 
bes ne  plongeaient  qu’aux  deux  tiers  de  leur  hauteur,  et  la  for- 
mule 


P 


1 00012 V „ , 

— V— v) 

9 
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devient  avec  ces  données 

P=2,937  (V— v) 

dont  le  rapport  à celle  que  l’on  déduit  directement  des  expériences 

• ».  . 2,957  , . . 

de  Bossut  est l,0i. 
a,  008 

On  doit  observer  que  Bossut  a mesuré  la  vitesse  à la  surface  à 
l’aide  d’un  moulinet  et  que  par  suite  de  la  résistance  de  l’air  sur 
les  ailettes,  il  a obteuu  une  vitesse  trop  faible;  par  conséquent  si 
dans  la  formule 


SSV-* 

9 


on  introduit  la  vitesse  réelle  à la  surface,  observée  à l’aide  d’un 
flotteur,  on  devra  lui  appliquer  un  coefficient  plus  petit  que  1,04. 

Les  observations  faites  par  M.  Poncelet  sur  les  trois  moulins  du 
Rhône  dont  nous  avons  déjà  parlé,  indiquent  aussi  que  quand  on 
prend  pour  V la  vitesse  à la  surface,  la  pression  exercée  sur  le 
centre  des  aubes  est  exprimée  assez  exactement  par 


P--=0,80  100^ÜV  (y— p). 


Ce  résultat  est  d’ailleurs  d’accord  avec  une  expérience  de 
M.  Christian,  Mécanique  industrielle,  1"  vol.  page  329,  et  d’après 
laquelle  nous  avons  adopté  n°.  24,  pour  la  formule  des  roues  à 
aubes  tournant  dans  un  coursier  avec  un  grand  jeu,  le  cocflicient 
0,75  qui  dans  ce  cas,  est  un  peu  plus  faible  que  celui  que  nous  ve- 
nons d’indiquer,  attendu  que  les  aubes  étaient  beaucoup  plus  près 
du  fond  que  la  surface  du  liquide  dans  lequel  elles  étaient  entière- 
ment plongées. 

On  pourra  donc  adopter  avec  confiance , pour  l’expression  de 
la  quantité  de  travail  transmise  en  1”  au  centre  des  aubes  des  roues 
pendantes,  la  formule 


Pt)  =»  0,80 


1000QV 


(V-t>)  t> 


H suit  de  cette  discussion , que  les  résultats  de  l’expérience  sont 
beaucoup  mieux  représentés  par  la  formule 


1000QV 


P— 0,80  _™±L  (V — v)  que  par  P=  Ifc  (V-t>)\ 

quoique  celle-ci  soit  plus  généralement  adoptée.  Il  est  d’ailleurs 


I000Q 
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facile  de  voir  que  la  première  exprimant  exactement  ces  résultats, 
pour  que  la  deuxième  donnât  les  mêmes  valeurs  de  P,  il  faudrait 
qu’on  eut 


k — 0,8  — , 


2Y 


V— «’ 


d’où  l’on  voit  que  k varierait  depuis  k=*i, 60  qui  répond  à t>=0, 
jusqu’à  A=œ  répondant  à V=t>.  Cependant,  comme  dans  lapra- 
• . 1 2 

tique  v s’éloigne  peu  de  j-  à g deV.ce  qui  donne 4=2,40  et  *=2,60, 

on  voit  qu’on  pourra  aussi  employer  la  formule  la  plus  générale- 
ment admise,  pourvu  qu’on  y fasse  *=2,50  avec  M.  Navier,  et  que 
v s'éloigne  peu  de  v=  0,4V, 


Dimensions  et  proportions. 

68.  L’expérience  a appris  que,  pour  le  meilleur  effet  des  roues 
(tendantes , les  aubes  doivent  avoir  en  hauteur  de  à -j  du  rayon 

de  la  roue.  Sur  le  Rhône,  cette  hauteur  varie  de  0“,50  à 0“,80,  et  • 
de  plus  leur  bord  supérieur  est  plongé  de  0m,5  au-dessous  du  ni- 
veau de  l’eau;  ce  qui  est  motivé  sur  ce  que  le  courant  étant  très- 
profond,  sa  plus  grande  vitesse  répond  à un  (toint  situé  à une  dis- 
tance assez  grande  de  la  surface  supérieure.  Quant  à la  longueur 
des  ailes,  elle  n’est  limitée  que  par  les  localités  et  la  force  que  l'on 
veut  donner  à la  machine. 

L’emploi  des  rebords  en  saillie,  proposés  par  le  chevalier  Morosi 
sur  le  pourtour  de  la  face  exposée  directement  à l'action  du  cou- 
rant, ne  peut  être  ici  que  très-avantageux  pour  l’augmentation  de 
l’effet , de  même  que  pour  les  roues  à ailes , qui  se  meuvent  avec  un 
grand  jeu,  dans  des  coursiers  rectilignes. 

Le  nombre  des  aubes  est  ordinairement  de  12,  mais  Bossut  con- 
clut de  ses  expériences,  qu’il  faut  le  porter  à 18  ou  24.  M.  Navier 
conseille  de  faire  leur  écartement  égal  à leur  hauteur,  et  de  les  in* 

cliner  sur  le  rayon , de  mauière  qu’elles  forment  en  avant  de  ce 

11 

rayon  un  angle  de  50°,  quand  la  roue  plonge  de^  à-jj  de  son 

rayon,  et  de  15",  quand  elle  plonge  de  de  son  rayon  , ce  qui 

est  la  plus  grande  profondeur  à laquelle  la  roue  doive  êlre  im- 
mergée. 
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DES  MOULINS  A VENT. 

Distinction  entre  Us  di/jérents  genres  de  moulins  à venl. 

69.  L’action  du  vent  comme  moteur,  s’utilise  au  moyen  de  roues 
à ailes  disposées  de  différentes  manières  et  qu’on  nomme  moulins  à 
vent.  Les  uns  ont  leur  axe  de  rotation  vertical , dans  les  autres,  il 
est  à peu  près  horizontal  et  dirigé  dans  la  direction  du  vent.  Ces 
derniers  sont,  sauf  quelques  exceptions  fort  rares,  les  seuls  donl 
on  fasse  usage  dans  la  pratique,  malgré  les  inconvénients  qu’ils 
offrent  ù certains  égards,  parce  qu’à  dimensions  égales  ils  sont  sus- 
ceptibles de  produire  un  effet  au  moins  huit  fois  égal  à celui  des 
autres.  Cette  différence  est  diic  à ce  que  dans  le  moulin  à axe  ho- 
rizontal, la  surface  totale  des  ailes  est  en  prise  au  vent  et  l’est 
d’une  manière  utile  pour  l’effet,  tandis  que,  dans  le  moulin  à axe 
vertical , il  n’y  en  a qu'une  qui  reçoive  directement  l’action  du  vent, 
ou  si  toutes  sont  en  prise  à la  fois,  elles  occasionnent  des  résis- 
tances qui  détruisent  une  partie  de  l’effet;  ce  cas  est  en  particulier 
celui  des  roues  qu’on  nomme  Panèmorcs,  dont  les  ailes  sont  for- 
mées de  surfaces  coniques,  qui  tantôt  présentent  leur  concavité  à 
l'action  du  vent  et  tantôt  leur  convexité,  de  telle  sorte  que  la  roue 
ne  marche  qu’en  vertu  de  l’excès  de  l’une  des  actions  sur  l’autre. 

Dans  les  moulins  dits  à la  Polonaise,  l’axe  vertical  de  la  roue  est 
armé  de  plusieurs  ailes  rectangulaires,  dont  le  plan  comprend  cet 
axe  et  qui  tournent  dans  une  enveloppe  cylindrique  dont  une  par- 
tie est  supprimée  pour  permettre  l'accès  au  vent  dans  la  direction 
la  plus  convenable.  La  disposition  la  plus  ingénieuse  des  roues  à 
axes  verticaux,  est  celle  qui  consiste  dans  les  ailes  verticales  rec- 
tangulaires qui  reçoivent  de  l'arbre  un  mouvement  tel  qu’elles 
s'orientent  de  la  manière  la  plus  avantageuse  dans  leur  mouvement 
de  transport  autour  de  l’axe;  mais  ce  système  exige  des  appareils 
assez  compliqués.  Nous  ne  nous  occuperons  ici  que  des  moulins  à 
axe  horizontal  dont  l’effet  a été  particulièrement  étudié  par  Smca- 
ton  (’)  et  Coulomb. 

Description  sommaire  des  moulins  à axe  horizontal. 

70.  La  roue  qu’on  nomme  volant,  porte  quatre  bras  ou  rayons, 
sur  chacun  desquels  est  une  aile  à peu  près  plane,  plus  ou  moins 
inclinée  sur  l’axe  horizontal  de  la  roue.  On  donne  ordinairement 
à cette  aile  la  forme  d’un  rectangle,  et,  au  lieu  de  la  composer 


<“)  nrelicrolics.  expérimentales  sur  l'eau  et  le  vent , trndurlion  de  M . Grmrd . 
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«l'un  plan , on  lu  constmit  en  surface  gauche  dont  les  éléments  sont 
perpendiculaires  à la  direction  des  bras  correspondants;  ce  bras 
lui-même  est  à peu  près  rectiligne,  de  façon  que  la  surface  des 
voiles,  appliquée  sur  leslattcs  qui  représentent  les  génératrices  de 
surface,  offre  une  certaine  concavité  à l’action  du  vent.  La  roue 
est  orientée  au  moyen  d’un  grand  levier  qui  entraîne  tout  ou  par- 
tie de  la  charpente  qui  contient  la  machine,  autour  d’un  axe  ver- 
tical fixe;  quelquefois  le  moulin  est  disposé  de  façon  qu'il  s'oriente 
de  lui-même  ou  par  l’action  du  vent  (*).  Nous  renverrons  pour  les 
détails  descriptifs  aux  différents  traités  de  mécanique-pratique  ; 
l'objet  de  cet  article,  principalement  extrait  des  leçons  lithogra- 
phiées de  M.  Navier,  à l’Ecole  des  Pont-et-Ciiaussées,  étant  seule- 
ment de  faire  connaître  les  conditions  de  l’établissement  des  vo- 
lants des  moulins  à vent  et  ce  que  l’expérience  a appris  sur  leur 
pffet  utile. 


Théorie  adoptée  pour  ces  mou/ins. 

71.  On  possède  encore  trop  peu  de  résultats  exacts  sur  la  résis- 
tance des  fluides,  pour  qu'il  soit  possible  d’établir  une  théorie 
complète  Je  l'action  du  vent  sur  les  ailes.  Nous  rapporterons  en 
peu  de  mots  celle  que  M.  Navier  a donnée,  parce  qu’elle  est  basée 
sur  des  considérations  fort  simples  et  qui  s'accordent  suflisainmenl 
bien  avec  les  faits  connus. 

I,es  dimensions  générales  des  ailes  et  de  la  roue  sont  ici  censées 
données,  car  l’effet  croîtra,  toutes  choses  égales  d’ailleurs,  avec 
l'étendue  de  la  surface  de  ces  allés. 

Cela  posé,  nommons, 

V la  vitesse  du  vent  perpendiculairement  au  plan  du  mouvement 
de  la  roue,  ou  parallèlement  à l’axe, 
o la  surface  d’un  élément  quelconque  ab  rectangulaire  de  l'aile 
compris  entre  deux  génératrices  de  la  surface  ; cet  élément 
étant  censé  plan,  (fig.  180), 

» la  vitesse  circulaire  du  centre  de  l’élément  ab, 

? l’angle  formé  par  la  direction  du  vent  avec  le  plan  de  l’élé- 
ment de  l’aile, 

n la  densité  de  l’air  ou  le  poids  de  l’unité  de  volume, 

(’)  Voyez  pour  la  description  des  moulins  à vent  : le  Traite  des  machines 
de  M.  Hachette,  le  Traité  de  mécanique  industrielle  de  M.  Christian  , In 
Mécanique  appliquée  aur  arts  de  flnrgnis 
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p l’effort  exercé  sur  l’élément  dans  la  direction  mv  de  la  vitesse 
de  son  centre , 

* un  coefficient  constant  numérique,  censé  fourni  par  l’expé- 
rience. 

V sin  ? — v cos?  sera  évidemment(10)la  vitesse  relative  du  vent 
et  de  l’élément  ab  de  l’aile,  estimée  suivant  la  perpendiculaire  à 
cet  élément.  Ou  suppose  encore  ici  avec  plus  de  raison  que  poul- 
ies roues  hydrauliques  mues  par  un  courant  indéfini  (64)  que  In 
pression  dans  cette  même  direction,  est  proportionnelle  au  poids 
d’un  prisme  de  fluide  ayant  o pour  base  et  pour  hauteur  celle  due 
à la  vitesse  relative  V sin  9 — v cos  ?,  c’est-à-dire,  à 
Pjo  (Vsin? — ucos?)2 

2 y 

quantité  que  nous  multiplions  par  le  coefficient  < à déterminer 
d’après  l’expérience,  et  dont  la  composante,  dans  le  sens  de  la 
vitesse  de  rotation  v de  l’élément  ab,  sera  ainsi 


, (Vsin? — ocoso)* 

P 1,0 


cos  3, 


produisant,  dans  chaquo  unité  de  temps,  la  quantité  de  travail  ou 
l’effet  utile 


pu— Kilo 


(Vsin? — ucos  '-Ÿ 

! — - ecosœ. 

* 9 


Conditions  du  maximum  d’effet. 


72  Considérant  d'abord  ce  qui  concerne  un  élément  plan  en 
particulier,  on  suppose  la  surface  de  chaque  aile  réduite  à cet 
élément,  on  remarquera  que  la  vitesse  V du  vent  étant  toujours 
donnée,  on  ne  peut  faire  varier  dans  cette  expression,  pour  obte- 
nir le  maximum  d’effet , que  v et  ?.  Différentiant  d'abord  par  rap- 
port à v,  on  trouve  pour  condition  du  maximum  relatif 

c — ytang?;  doupo=-^-  *Ilo — §<;  ’ 


faisant  ensuite  varier  ?,  dans  cette  dernière  expression,  on  trouve 
pour  le  maximum  absolu. 


sin  ® = t d’où  0=  » 


et  pr=>7  mo- 


is 
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Ainsi,  la  quantité  d’action  transmise  à un  élément  quelconque, 
sera  d’autant  plus  grande  que  le  plan  de  cet  élément  fera  un  plus 
petit  angle  avec  celui  du  mouvement  de  la  roue,  ou , ce  qui  revient 
au  même,  que  'f  sera  plus  grand  et  que  la  vitesse  du  centre  de  ce 
plan  sera  elle-même  plus  considérable. 

Relation  entre  la  vitesse  des  différents  points  de  l'aile  et  rinclinaison 
de  ses  éléments  sur  la  direction  du  vent. 

75.  Cette  analyse  a été  appliqué  par  M.  Navier,  à la  surface 
entière  de  l'aile,  en  la  supposant  plane,  et,  comme  il  l’observe,  les 
résultats  qu’elle  offre  relativement  au  maximum  d’effet,  sont 
suffisamment  d’accord  avec  ceux  des  expériences  qui  seront  rap- 
portées plus  loin.  La  décomposition  de  la  surface  de  l’aile  en  ses 
éléments  plans  pour  la  solution  du  problème  peut , comme  l a 
montré  M.  de  Coriolis  (’) , servir  à faire  voir  pourquoi  l’expérience 
n’est  point  entièrement  d’accord  avec  les  résultats  ci-dessus,  et 
pourquoi  les  éléments  doivent  former  des  angles  de  plus  en  plus 
petits,  avec  le  plau  du  mouvement,  à mesure  que  l'on  éloigne  du 
centre  de  la  roue. 

En  effet , tous  les  éléments  étant  entraînés  [dans  le  même  mou- 
vement autour  de  l’axe , il  n’est  pas  permis  de  supposer  v et  f ar- 
bitraires et  indépendants  comme  nous  l’avons  fait  ; et  au  lieu  de 
considérer  la  quantité  pu,  relative  à un  élément  isolé,  il  faudrait 
considérer  la  somme  de  toutes  les  quantités  d’action  semblables, 
pour  la  rendre  un  maximum,  problème  dont  la  solution  appartient 
au  calcul  des  variations.  Nommant 
l la  largeur  supposée  constante  des  ailes, 
r la  distance  de  l’élément  o à l’axe  de  rotation , 
u la  vitesse  angulaire  de  la  roue, 
on  aura 


o—ldr,  u=&>r,  po—-^ — (Vsin  9 — >,>  cos  5 r)  cos  i rdr , 

*9 

et  pour  l’effet  utile  total  ou  le  travail  transmis  à la  surface  entière 
de  l'atle, 


sin? — <*)rcoss)acos?  rdr  , 


(•)  Du  calcul  île  l’effet  des  machines . patjr  210  rt  suivantes. 


Digitized  by  Google 


— 695  — 


intégrale  qu’il  faudra  prendre  entre  les  deux  valeurs  de  r qui  ré- 
pondent aux  extrémités  de  l'aile , et  dont  il  s’agit  réellement  de 
rechercher  la  valeur  maxima  , par  rapport  à 9 considérée  comme 
une  fonction  der  à déterminer,  et  pour  une  valeur  donnée  de  u. 

Il  faut , d’après  les  principes  du  calcul  des  variations  et  comme 
l’observe  M.  de  Coriolis,  à l’endroit  cité,  que  la  différentielle  de  la 
fonction  sous  le  signe,  prise  par  rapport  à 9,  soit  égale  à zéro, 
ce  qui,  en  négligeant  le  facteur  commun  (Vsin? — wcosar)r  qui  ne 
répond  point  à un  maximum,  puisqu'il  rend  nulle  l’intégrale,  con- 
duit à l’équation  de  condition 

2(Vcos  9-f-wrsin  9)cos  9 — (Vsin  9 — u cos  9 rjsin  9—» 
ou 

V(2 — tang!9)-+-3o>r  tanga=3 , 
qui  étant  résolue  par  rapport  à tang<p,  donne 

tang9  £ y V 4 ya 

attendu  que  tang?  doit  être  ici  positif.  Or,  on  voit  que  V et  « 
étant  donnés,  tang9  doit  augmenter  avec  la  distance  r de  l’élément 
à l’axe,  ce  qui  est  conforme  à l’expérience  ; on  voit  de  plus  que 
l’inclinaison  de  l’élément  restera  la  plus  avantageuse  possible,  tant 
que  la  vitesse  angulaire  tu  conservera  un  rapport  constant  avec  la 
vitesse  V du  vent;  c’est-à-dire,  si  l’on  fait  tellement  varier  la  charge 
p de  la  machine , que  la  vitesse  du  vent  soit  en  rapport  constant 
avec  le  nombre  des  révolutions  du  volant , circonstance  qui  a 
également  lieu  dans  la  pratique,  comme  le  démontrent  les  obser- 
vations de  Coulomb  sur  les  moulins  ù vent  des  environs  de  Lille. 

Pour  achever  la  solution  du  problème,  il  resterait  à substituer 
les  valeurs  de  sin9  et  cos  9 en  r,  dans  l’expression  de  l’effet  utile 
total  ci-dessus,  puis  à intégrer  par  rapport  à r entre  les  limites 
convenables  et  à différentier  le  résultat  par  rapport  à w pour  trou- 
ver la  valeur  de  u qui  répond  au  maximum  ; mais  cela  conduit, 
comme  on  peut  le  voir  à l’endroit  cité  de  l’ouvrage  de  M.  de 
Coriolis,  à des  calculs  fort  compliqués,  et  dont  les  résultats  s'ac- 
cordent d’ailleurs  assez  bien  avec  ceux  de  l’expérience,  eu  prenant 
pour  le  coefficient  k la  valeur  3 adoptée  par  ce  savant  ingé- 
nieur, d’après  des  considérations  théoriques  qui  lui  sont  parti- 
culières. 
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Résultats  (T expériences. 

74.  Voici  maintenant  ce  que  les  expériences  de  Coulomb  et  de 
Smeaton  ont  appris  sur  l’établissement  des  moulins  à vent. 

1°.  Figure  des  ailes.  Les  ailes  étant  rectangulaires,  la  forme  la 
plus  avantageuse  est  celle  des  ailes  dites  à la  Hollandaise , qui 
offrent  au  vent  une  surface  légèrement  concave  et  dont  les  éléments 
rectilignes  sont  disposés  ainsi  qu’il  suit.  Concevons  le  rayon  de 
l’aile  partagé  en  40  parties,  prenons-en  10  à partir  du  centre 
au  point  1 qui  désigne  la  première  latte,  puis  porlons-en  6, 
de  1 à 2,  de  2 à 3,  de  3 à 4,  de  4 à 5,  de  5 à 6.  Les  incli- 
naisons des  lattes  sur  l’axe  et  sur  le  plan  du  mouvement  doivent 
êtres  réglées  comme  il  suit  : 

Numéros  de * éléments.  Angle  fait  avec  l'axe  ou  f.  Angle  fait  avec  le  plan  du  mou ti . 


1 

72° 

18“ 

2 

71“ 

19° 

3 

72° 

18“  mî/ieu  de  l’at/e 

4 

74“ 

16“ 

5 

77“.o 

12”.5 

6 

83’ 

7*. 

La  largeur  de  l’aile  ne  doit  pas  excéder  le  quart  de  sa  longueur  ; 
elle  est  ordinairement  J ou  J ; l’expérience  a appris  qu’on  doit 
plutôt  diminuer  l'angle  des  éléments  que  l'augmenter. 

D'après  Smeaton , les  ailes  qui  vont  en  s’élargissant  vers  leurs 
extrémités , paraissent  être  plus  avantageuses  que  les  autres  à di- 
mensions égales.  La  figure  qui  réussit  le  mieux  en  grand , est  celle 
d’un  trapèze  formé  en  plaçant  ;1  l’extrémité  du  rayon  un  bar- 
reau égal  au  tiers  du  rayon , et  partagé  au  point  où  il  le  coupe 
dans  le  rapport  de  3 à 2 ; ainsi  dans  la  figure  { 382  ) on  a 
AB = J CO,  BC=^AB,  AC=|AB.  Les  inclinaisons  des  éléments 
transversaux  restent  les  mêmes  que  ci-dessus. 

Quant  à l’inclinaison  de  l’axe  par  rapport  de  l’horizon,  il  est  re- 
latif à la  nature  des  vents  qui  souillent  dans  la  contrée  où  il  s’agit 
de  faire  l'établissement  du  moulin;  dans  les  pays  de  plaines,  tels 
que  la  Flandre  et  la  Belgique,  l’axe  fuit  à l’horizon  un  angle  de 
8 à 15“  à peu  près  égal  à celui  du  vent. 

2"  Vitesse  des  ailes  par  rapport  à celle  du  vent.  Supposons  les 
ailes  construites,  comme  ci-dessus;  on  doit  pour  le  meilleur  effet, 
maintenir  leur  vitesse  de  rotation  dans  un  rapport  constant  avec 
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celle  du  vent,  cette  vitesse  de  rotation  mesurée  à l'extrémité  de 
l’aile,  doit  être,  d’après  Smealon,  égale  à 2,6  ou  2,7  fois  celle  du 
vent,  ce  qui  s’accorde  exactement  avec  les  expériences  de  Coulomb 
sur  les  moulins  Belges,  desquelles  on  déduit  le  rapport  2,5  à 2,6. 

3°  Quantité  de  travail  transmise  par  les  ailes.  Les  ailes  étant 
disposées  suivant  la  méthode  hollandaise,  et  leur  vitesse  étant  dans 
le  rapport  assigné  avec  celle  du  vent,  la  quantité  de  travail  trans- 
mise croit  comme  leur  surface,  et  un  peu  moins  rapidement  que 
le  cube  de  la  vitesse  du  vent,  de  sorte  que , celle-ci  devenant  dou- 
ble, il  s’en  faut  de^que  le  travail  transmis  soit  octuple.  On  peut 
négliger  cette  différence  et  alors  on  aura  pour  la  quantité  de  tra- 
vail transmise  à chaque  aile  dans  une  seconde,  d’après  les  expé- 
riences de  Smeaton  et  de  Coulomb, 

Pe  ;2,6PV=0,tô.OV3k- 

formule  dans  laquelle  P est  l’effort  à l’extrémité  des  ailes  et  dans 
le  sens  du  mouvement  de  rotation  de  cette  extrémité,  V la  vitesse 
du  vent  en  métré  et  o la  surface  d'une  seule  aile  en  mètres  carrés. 
On  n’a  pas  eu  égard  dans  les  expériences,  à la  variation  de  densité 
de  l’air  selon  la  température,  mais  elle  modifiera  peu  les  résultats 
qui  seront  toujours  suffisamment  exacts  pour  la  pratique.  D'ailleurs 
au  moyen  des  données  ci-dessus,  on  aura  tout  ce  qu’il  faut  pour 
faire  l’établissement  des  moulins  à vent,  quand  on  connaîtra  la  vi- 
tesse moyenne  des  vents  régnans.  La  vitesse  la  plus  convenable  du 
vent  pour  le  travail,  parait  être  celle  de  6 à 7 mètres. 

Smeaton  a observé  que  lorsque  les  ailes  ne  sont  pas  chargées 
en  tournant  à vide,  la  vitesse  que  prennent  leursextrémilés  est  en 
rapport  constant  avec  celle  du  vent,  de  même  que  pour  la  charge 
qui  répond  au  maximum  d’effet , d’où  il  conclut  un  moyen  assez 
simple  de  mesurer  la  vitesse  du  vent.  Ce  rapport  est  4 pour  les 
ailes  hollandaises  et  élargies;  c'est-à-dire,  que  pour  avoir  la  vitesse 
du  vent,  il  faudra  diviser  par  K la  vitesse  de  l’extrémité  de  l’aile. 

de  l’emploi  de  la  vapeur  d’eau  comme  moteur. 

Relations  entre  la  densité,  la  température  et  la  forci  élastique  des 

gaz. 

75.  Avant  d’exposer  les  règles  à l’aide  desquelles  on  peut  calculer 
la  quantité  d’action  que  d’éveloppe  la  vapeur  dans  les  différons 
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systèmes  de  machines  , il  est  nécessaire  de  rappeler  quelques  no* 
lions  physiques  préliminaires  relatives  à sa  densité,  à sa  tempéra- 
ture et  à sa  force  élastique. 

Si  l'on  renferme  un  poids  donné  d'un  gaz  permanent  quelconque 
dans  un  vase,  il  résulte  d'une  loi  établie  par  Mariotte,  qu'en  faisant 
varier  le  volume  qu’il  occupe  dans  le  vase,  sans  changer  sa  tempé- 
rature, sa  force  élastique  ou  la  pression  qu’il  exercera  sur  l'unité 
de  surface,  variera  en  raison  inverse  du  volume,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  proportionnellement  à sa  densité.  Cette  loi  a été  vérifiée 
dans  ces  derniers  temps  et  étendue  jusqu'à  des  pressions  de  24  at- 
mosphères, par  MM.  Oulong  et  Arago,  à l’occasion  de  leurs  belles 
expériences  sur  la  force  élastique  de  la  vapeur  à différentes  tempé- 
ratures, dont  nous  donnerons  les  résultats. 

D’un  autre  c6té,  on  sait,  d’après  une  loi  non  moins  importante  , 
découverte  par  M.  Gay-Lussac,  que  si  l'on  fait  varier  la  tempéra- 
ture d’un  gaz , en  maintenant  sa  tension  au  même  degré,  il  se 
dilatera  , de  manière  que  les  augmentations  de  volume  seront 
proportionnelles  aux  accroissemens  de  température;  de  telle  sorte, 
que  le  volume  étant  pris  pour  l'unité,à  la  température  zéro,  il  sera 
t-}-0,00375t  à la  température  de  t degrés  du  thermomètre  cen- 
tigrade. 

De  ces  deux  lois,  il  résulte  uq  moyen  très-simple  de  calculer  le 
volume  et  la  densité  d'un  gaz  sous  une  pression  et  une  température 
déterminées,  lorsque  l'on  connaît  l’un  et  l’autre  sous  une  pression 
et  une  température  différentes.  Soient  en  effet, 

t>’  le  volume  du  gaz, 

U’  sa  densité  ou  le  poids  de  l’unité  de  volume  à la  température 
I’  et  sous  la  pression  p’;  les  uns  et  les  autres  élant  donnés 
par  l’expérience. 

n et  II  son  volume,  et  sa  densité  à la  température  t et  sous  la 
pression  p donnée. 

Il  s’agit  decalculer  v et  H au  moyen  det,  p,  n’,  II’,  <’,  et  p’.  Pour 
cela,  nommons  encore  o„,  no,  p0  le  volume,  la  densité  et  la  pression 
inconnus  du  même  gaz  v la  température  zéro],  nous  aurons , d’après 
la  loi  de  M.  Gay-Lussac, 

Oojl  f 0,00375<’j 

pour  la  valeur  du  gaz  lorsqu’il  passera  de  la  température  zéro  à la 
température*’ en  restant  à la  pression pOTetd’après  celle  de  Mariotte, 

o'=  «^+0,00375**^ 
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pour  le  volume  qu’il  prendra  en  passant  de  la  pression  p0  à la 
pression  p\  sa  température  restant  égale  à et  comme  les  volu- 
mes d'un  même  poids  de  gaz  sont  en  raison  inverse  des  densités , 
on  a 

n-_v.  . 

No  V 

et  par  suite 


II’ 


o._l  l0 

t>’ 


:II°  4-f-0, 003751’ 


ïi 

P‘ 


On  aura  de  môme 


V=U0 


S 4 -1-0,0037 5t'—* 

> SP 


V 


4 

4 -f  0,003751  ' 


P_ 

P. 


d'où  en  divisant  membre  à membre 


, 4-f-0,00375<  p 

V=V ! f_ 

i r 0,003751’  p 


n.  4+0,003751’  p 
v = 1 4-0,0037 5<  p' 


Cas  particulier  des  vapeurs  qui  peuvent  être  condensées. 

76.  Ces  formules  s'appliquent  également  aux  vapeurs , pourvu 
qu’elles  restent  à l’état  de  fluide  élastique,  c’est-à-dire,  pourvu 
qu’il  n’yait  ni  condensation  ni  formation  de  nouvelle  vapeur;  car 
nous  avons  supposé  expressément  que  le  poids  du  gaz  demeurait 
le  même  sous  les  différentes  pressions  et  températures. 

« 

Différence  entre  les  gaz  ptrmanens  et  les  vapeurs. 

77.  Il  est  important  d’observer  que  les  vapeurs  en  général  et 
celle  de  l’eau  en  particulier  diffèrent  essentiellement  des  gaz  per- 
manens,  en  ce  que  leur  température  est  étroitement  liée  à leur 
tension,  lorsque  l’espace  qu’elles  occupent  est  saturé.  Pour  rappe- 
ler ce  qu'on  entend  par  Cette  dernière  expression,  supposons  qu’on 
introduise  dans  un  espace  fermé  de  l’eau  à l’état  liquide  et  en 
quantité  suffisante  pour  fournir  à la  formation  de  la  vapeur  sous 
différentes  pressions  et  températures.  L’espace  qui  reste  vide  au- 
dessus  de  l’eau  se  remplira  de  vapeur,  dont  la  densité  et  la  pres- 
sion seront  uniquement  relatives  à la  tenqiérature  sous  laquelle 
elle  est  formée  et  indépendantes  du  volume  absolu  quelle  occupe  : 
si  ce  volume  augmente,  il  se  formera  de  nouvetle  vapeur,  qui  sa- 
turera l’espace  de  la  même  manière  et  qui  aura  la  même  force  et 
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la  même  densité.  A l’inverse,  si  la  température  restant  toujours  la 
même,  on  ramène  le  volume  à son  état  primitif,  il  se  précipitera 
une  quantité  de  vapeur  précisément  égale  à celle  qui  s’était  vapo- 
risée dans  le  premier  cas,  de  sorte  que  la  densité  et  la  pression 
seront  toujours  les  mômes.  G»  phénomènes  offrent  l'image  de  ce 
qui  se  passe  dans  les  chaudières  ordinaires  des  machines  à vapeur 
mises  en  communication  directe  avec  la  capacité  du  cylindre  qui 
reçoit  le  Piston  moteur,  lorsque,  la  température  étant  constante, 
on  vient  à augmenter  ou  diminuer  le  volume  occupé  par  la  vapeur. 

Maintenant , supposons  que  l’on  ait  introduit  dans  une  capacité 
déterminée,  de  la  vapeur  qui  sature  l’espace,  comme  on  vient  de 
l’expliquer,  et  qui  ait  par  conséquent  la  température  et  la  densité 
convenables,  en  supposant  qu’il  n’y  ait  point  de  liquide  dans  le 
vase;  on  voit,  d’après  ce  qui  précède,  que  si  le  volume  diminue  ou 
que  la  température  baisse,  il  se  précipitera  une  portion  de  la  va- 
peur, telle  que  ce  qui  en  restera  aura  la  tension  et  la  densité 
correspondantes  à la  nouvelle  température.  Supposons,  au  con- 
traire , que  la  température  ou  le  volume  de  l’espace  saturé 
augmente,  alors  comme,  par  hypothèse,  il  ne  peut  plus  se  former 
de  nouvelle  vapeur,  on  voit  que  la  tension  et  la  densité  suivront  les 
lois  établies  ci-dessus  pour  les  gaz.  Cette  dernière  circonstance  est 
analogue  à ce  qui  a lieu  dans  les  machines  à vapeur,  lorsque  la  vapeur 
se  dilate  dans  le  cylindre  sous  le  piston,  la  communication  avec  la 
chaudière  étant  interrompue.  On  voitaussipar  là  que,  si  la  densité 
de  la  vapeur  au  point  de  la  saturation  était  connue  pour  les  diver- 
ses tensions  et  températures,  on  en  déduirait  facilement  celle  de 
la  môme  vapeur  dans  les  différents  états  de  la  dilatation  qu’elle 
peut  subir. 


Application  à la  vapeur  d'eau. 

78.  D’après  cela,  il  sera  facile  de  sentir  dans  quelles  circons- 
tances on  pourra  appliquer  aux  vapeurs  les  relations  précédentes 
entre  la  densité-,  la  température  et  la  pression.  On  sait  d’ailleurs, 
par  expérience,  qu’à  la  température  de  100*  centigrades  et  sous 
la  pression  atmosphérique  ordinaire,  qui  équivaut  à lk,053  par 
centimètre  carré,  la  densité  ou  le  poids  du  mètre  cube  de  vapeur 
d’eau,  est  0k588  ; faisant  donc,  dans  la  relation 

„ , 1+0,00375*  p 

1+0,003751’  p 
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t’—iOO»,  p’=lk,033,  n’=0k,588, 

elle  devient 

0,7827 

1+0,00575/  p' 


et  donnera  facilement  la  densité  on  le  poids  du  mètre  cube  de  va- 
peur, et  par  suite  le  poids  d’un  volume  quelconque,  lorsqu’on  con- 
naîtra la  pression  par  centimètre  carré  et  la  température. 

Au  moyen  de  cette  relation , on  trouvera  facilement  le  poids 
d’un  volume  donné  de  vapeur  à une  température  et  une  pression 
connues;  en  effet,  en  l’appelant  û,  on  aura 

<s=n«. 

On  en  tire 


0,7827 

— : Pt) 

l+0f00375f 

ou 


1 ,2777<s. 1+1X00575/ 

n p 

ce  qui  donne  le  volume  d’uu  poids  connu  de  vapeur  en  fonction 
de  ce  poids , de  la  température  et  de  la  pression  par  centimètre 
carré. 


Relation  entre  la  tension  et  la  température  de  la  vapeur  d'eau. 

79.  Nous  avons  dit  que,  pour  les  vapeurs  à l’état  de  saturation, 
il  existait  une  relation  entre  leur  tension  ou  leur  force  élastique  et 
leur  température.  Cette  relation  a été  l’objet  de  beaucoup  de  re- 
cherches de  la  part  des  physiciens  et  on  la  connaissait  depuis 
quelque  temps  pour  la  vapeur  d’eau  sous  les  pressions  le  plus  or- 
dinairement employées  dans  le  pratique,  lorsqu’elle  a été  de  nou- 
veau déterminée  avec  le  plus  grand  soin, jusqu’à  des  tensions  très- 
élevées,  par  MM.  Dulong  et  Arago,  par  une  suite  d’observations 
nombreuses,  consignées  dans  les  Annales  de  Physique  et  de  Chimie, 
1830],  et  dont  voici  les  résultats  : 

Appelant , 

fh  tension  ou  force  élastique  de  la  vapeur  exprimée  en  atmos- 
phères de  0",76  de  mercure , 

T l’excès  de  la  température  de  la  vapeur  sur  100°,  exprimé  en 
fractions  de  la  température  100*  prise  pour  unité. 

Ces  physiciens  ont  représenté  les  résultats  de  leurs  expériences 
par  la  formule  d’interpolation 


S/r-t 

0,7153 


d’où 


ù |t+0,7153T  j • 


70 
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La  pression  atmosphérique  prise  pour  unité,  étant  celle  d'une 
colonne  de  mercure  de0™,70,  revient,  comme  on  sait,  à U, 033 
par  centimètre  carré,  de  sorte  que,  si  nous  désignons  toujours  par 
p la  pression  de  la  vapeur  exprimée  en  kilogrammes  et  rap|>ortée 
au  centimètre  carré,  nous  aurons 


p -1K, 033/  ou / -jY 


035 


de  plus  , l étant  toujours  la  température  centigrade  de  la  vapeur  , 
on  a 


T 


1—100 

tüO~ 


0,01/ — t 


en  remplaçant  donc  f et  T par  ces  valeurs  dans  la  formule  ci-des- 
sus, elle  devient 

t k,033 J0.2847  + 0,0071 55t  jJ, 

relation  qui  donnera  immédiatement  la  pression  par  centimètre 
carré  en  fonction  de  la  température  centigrade  et  réciproquement. 

Les  expériences  de  MM.  Dulong  et  Arago  n’ont  été  étendues  que 
jusqu'à  24  atmosphères,  mais  l’accord  de  la  formide  avec  les  résul- 
tats de  l’observation  leur  a permis  de  déduire  ensnile  du  calcul 
une  table  des  tensions  et  des  températures  jusqu’à  30  atmosphères 
avee  la  conviction  qu’à  cette  limite,  l’erreur  sur  la  température  ne 
serait  pas  de  1°. 

Le  tableau  suivant  contient , outre  les  résultats  de  leurs  expé- 
riences, les  températures  relatives  n des  pressions  inférieures  à 
uni*  atmosphère  , déduites  des  observations  de  Dalton. 
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TABLE  des  forces  élastiques  de  la  vapeur  d'eau,  et  des  tempéra- 
tures correspondantes  de  1 à 24  atmosphères  d’après  l’observa- 
tion, de  24  à 30  atmosphères,  par  le  calcul. 
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C)  Les  températures  qui  correspondent  aux  tensions  de  I à t atmosphères, 
inclusivement , ont  été  calculées  par  la  formule  de  Trcdgold,  qui , dans  cette 
partie  de  l'échelle,  s’accorde  mieux  que  l’autre  avec  les  observations. 
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Quantité  de  chaleur  développée  par  les  différents  combustibles. 

80.  Les  physiciens  ont  aussi  cherché  à déterminer  la  quantité 
absolue  de  chaleur  ou  la  puissance  calorifique  des  divers  combusti- 
bles. A cet  effet,  ils  ont  mesuré  à l’aide  du  calorimètre  de  Lavoisier, 
le  poids  de  glace  à zéro  que  peut  fondre  en  brûlant  un  poids  donné 
de  combustible,  et  comme  on  sait  que  pour  fondre  un  kilogramme 
de  glace  à zéro,  il  faut  un  kilogramme  d'eau  à 75’,  on  voit  qu'on  a 
pu  prendre  pour  terme  de  comparaison  des  quantités  absolues  de 
chaleur  dévoppées  par  les  différents  combustibles,  celle  qui  est 
nécessaire  pour  élever  un  kilogramme  d'eau  d’uu  degré  centigrade. 
Cette  unité  de  comparaison  a été  nommée  calorie  par  M.  Clément, 
et  nous  adopterons  cette  dénomination  ; d’après  les  expériences  de 
Lavoisier,  de  Wollaston  et  les  siennes  propres,  ce  physicien  a éta- 
bli le  tableau  suivant  : 


Espece  de  combustible. 

l'oids 
de  glace 
fondue. 

Nombre 
de  calories 
développées 

Observations. 

par  la  comb 

jstion  de  l*1. 

Hydrogène 

Charbon  de  bois  sec  ou 

295,0 

22125 

distille 

Charbon  de  bois  ordi- 

94,0 

7050 

n’importe  de  quelle  es- 
pèce de  bois. 

nairc 

80,0 

fiOOO 

contenant  0,20  d’eau. 

Coke  pur 

94,0 

7050 

Houille  de  {"qualité.  . 

94,0 

7050 

contenant  0,02 do  cendres. 

Houille  de  2e  qualité.  . 

84.fi 

6345 

id.  0,10  id. 

id.  0,20  id. 

Houille  de  3'  qualité.  . 

7ü,4 

5932 

Bois  séché  au  feu.  . . . 

48,88 

3666 

n'iinporte  Je  qurlle  espère  de  Lois, 
contenant  o^i  de  cLarboo. 

Bois  séché  à l'air.  . . . 

38,41 

2945 

Contenant  0.20  d’eau. 

Tourbe  ordinaire  . . . 

20,0 

1500 

Tourbe  de  4"  qualité. 

40,0 

3000 

Expériences  de  9.  Garnier 

sur  le*  tourbes  deBeau  vais. 

Ce  tableau  montre,  par  exemple,  qu’un  kilogramme  de  charbon 
de  bois  sec  est  capable  d’élever  de  4°  la  température  de  7050  kilo- 
grammes d’eau,  ou  ce  qui  est  la  même  chose,  d’élever  à 7050°  un 
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kilogramme  d'eau  pris  à zéro.  D’après  cela,  il  ne  sera  pas  difficile 
de  calculer  le  poids  d’un  combustible  quelconque,  nécessaire  pour 
élever  un  poids  donné  d’eau  à une  température  connue. 

Les  résultats  précédents  ne  peuvent  être  obtenus  dans  la  prati- 
que; l'on  ne  compte  dans  les  fourneaux  les  mieux  construits  que 
sur  les  deux  tiers  et  la  plupart  du  temps  que  sur  la  moitié  du  pro* 
duit  indique  par  le  calorimètre 

On  a,  de  plus,  observé  qu’un  kilogramme  de  charbon  exige  pour 
sa  combustion  10  mètres  cubes  d’air  atmosphérique  à la  tempéra- 
ture et  à la  pression  moyennes,  mais  qu’en  pratique,  il  faut  comp- 
ter sur  20  et  même  30  mètres  cubes,  pour  que  la  combustion  soit 
complète;  de  plus,  le  volume  des  gaz  qui  sont  les  résidus  de  la 
combustion  est  le  même  que  celui  de  l'air  employé  sauf  l'accroisse- 
ment dû  à la  température  de  la  cheminée  ; enfin , la  quantité  de 
chaleur  développée  par  les  combustibles  est  la  même  dans  une 
combustion  lente  que  dans  une  combustion  rapide. 

On  ne  doit  pas  oublier  que  tous  les  résultats  précédents  suppo- 
sent que  la  capacité  de  l’eau  pour  la  chaleur,  reste  la  même  pour 
les  diverses  températures,  ce  qui  est  sensiblement  vrai. 

Quantité  de  chaleur  contenue  dans  un  kilog.  de  vapeur  à différentes 
températures  et  tensions. 

81.  Une  autre  recherche  non  moins  importante  est  celle  de  la 
quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  constituer  la  vapeur  à divers 
degrés  de  température  et  de  tension.  M.  Clément  donne  pour  ré- 
sultat de  ses  expériences  qu'un  kilogramme  de  vapeur,  à quelque 
tension  et  quelque  température  qu’on  le  prenne,  contient  une  même 
quantité  de  chaleur  ou  un  même  nombre  de  calories,  et  comme  on 
sait  d'ailleurs  que  t kilogrammede  vapeur  à 100°  élève  de  0e  à IOOn 
la  température  de  5,kii-50  d’eau . il  s’en  suit  qu’il  contient 

100+550=650  calories. 

Ainsi,  d’après  M.  Clément,  la  quantité  de  chaleur  contenue  dans 
1 kilogramme  de  vapeur,  serait  toujours  égale  h 650  calories  à 
toutes  les  pressions  et  températures 

Southern,  physicien  anglais,  qui  a traité  la  même  question,  à 
peu  près  dans  le  même  temps,  partage  la  quantité  de  chaleur  con- 
tenue dans  la  vapeur,  en  deux  parties;  l'une,  qu’il  appelle  latente 
et  qui  serait  nécessaire  pour  constituer  l’eau  à l’état  de  vapeur,  est 
aussi  d’après  lui,  égale  à 550  calories  par  kilogramme  de  vapeur' 
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l'autre  qu'il  désigne  sous  le  nom  de  chaleur  sensible , est  celle  qui 
correspond  au  nombre  de  degrés  indiqués  par  le  thermomètre. 
D'après  lui , nommant  t la  température  centigrade  de  la  vapeur,  le 
nombre  de  calories  contenues  dans  un  kilogramme  serait 

550  + t. 

On  voit  d’ailleurs  qu’à  100"  les  deux  règles  donnent  le  môme 
résultat,  et  que  pour  des  températures  peu  élevées  au-dessus  de  ce 
terme,  on  pourrait  sans  erreur  notable,  adopter  l’une  ou  l’autre 
Néanmoins , celle  de  Southern  parait  plus  rationnelle  et  nous  lui 
donnerons  la  préférence. 

Quantité  de  chaleur  nécessaire  pour  former  un  poids  donné  de 

vapeur. 

82.  D’après  cette  règle,  il  est  facile  de  voir  que,  si  l’on  veut 
transformer  cn»vapeur  à la  température  I,  un  poids  ù d’eau  prise 
à la  température  t’,  le  nombre  des  calories  à y introduire,  sera  par 
chaque  kilogramme,  de  550  pour  la  chaleur  latente  ou  constitutive 
et  de  t — t’  pour  la  chaleur  sensible,  et  par  conséquent,  pour  le 
|wids  û , il  faudra 

<3  J 550+1 — l’J  calories. 

Quantité  de  charbon  à brûler  pour  obtenir  un  poids  donné  de  vapeur 

83.  Appelant  ensuite  N le  nombre  de  calories  qu’un  kilogramme 
du  combustible  que  l’on  se  propose  d’employer  peut  développer. 
(N°  80),  il  est  évident  que  la  quantité  qu’il  en  faudra  brûler,  sera 
théoriquement  égale  à 

£3)550+1— t’|Wl 
N 

Mais  on  n'oubliera  pas  que  dans  la  pratique  on  ne  réalise  que 

2 t . 

j ou  g-  du  produit  donné  par  le  calorimètre. 

Si,  par  exemple,  on  voulait  produire  de  la  vapeur  à 125"  et  que 
l’eau  d alimentation  de  la  chaudière  fut  à 40",  on  trouverait  que  1‘ 
kilogramme  de  bonne  houille  fournirait  11M.  de  vapeur,  tandis 
que  les  meilleurs  fourneaux  n’en  'donnent  que  6 à 7*11.  par  kilo- 
gramme de  houille  brûlée. 
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Quantité  d'eau  d'injection  nécessaire  à la  condensation. 

84.  Enfin,  ce  qui  précède  peut  aussi  servir  à déterminer  le  poids 
d’eau  à injecter  dans  le  condenseur,  pour  opérer  la  condensation 
à une  température  donnée.  Soient,  en  effet,  û et  S,  le  poids  de 
vapeur  à la  température  t et  le  poids  d’eau  à la  température  t,  à 
mélanger  pour  que  le  produit  liquide  qui  en  résultera  soit  à la 
température  t'.  Il  est  clair  que  le  nombre  (tô-f-cô.)  f de  calories 
contenues  dans  *le  mélange , devra  être  égal  à la  somme  des  quan- 
tités de  chaleur  contenues  dans  la  vapeur  et  dans  l’eau  d’injection  ; 
on  aura  donc 

(co-j—ie , )t  — ^550-j— ( , 

d’où  l’on  tire 

Il  est  facile  de  voir  que  ce  poids  £>,  d’eau  à injecter,  croîtra  rapi- 
dement avec  la  température  t de  la  vapeur  et  à mesure  que  celle  <’ 
du  mélange  diminuera. 

Calcul  de  la  quantité  de  travail  développée  par  un  volume  donné 
de  vapeur. 

85.  Ces  notions  préliminaires  relatives  aux  propriétés  physi- 
ques de  la  vapeur  et  à sa  production  étant  établies , passons  au 
calcul  des  quantités  de  travail  qu’elle  développe  sur  les  différents 
systèmes  de  machines  à vapeur.  On  peut  partager  les  modes  d’em- 
ployer la  vapeur,  en  deux  grandes  classes;  dans  la  première  nous 
placerons  toutes  celles  où  le  Iluide  élastique  agit  avec  la  tension  de 
production  dans  la  chaudière,  et  s'échappe  ensuite  dans  un  con- 
denseur ou  dans  l’air;  c’est  le  cas  des  machines  ordinaires  à basse 
pression  avec  condensation  et  des  Ynachines  à haute  pression  sans 
détente,  avec  ou  sans  condensation.  Dans  la  seconde  classe,  sont 
les  machines  dans  lesquelles , après  que  la  vapeur  a agi  par  sa  force 
élastique  de  production , la  communication  avec  la  chaudière  , se 
trouve  interrompue  et  le  fluide  élastique  développe  encore  par 
sa  détente,  une  quantité  de  travail  qui  s’ajoute  i la  première;  telles 
sont  les  machines  à basse,  à moyenne  ou  à haute  pression  avec 
détente  et  avec  ou  sans  condensation. 

Nous  reviendrons  plus  tard  sur  la  manière  particulière  d’appli- 
qu*r  la  théorie  que  nous  allons  exposer  aux  diverse»  variétés  de 
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ces  deux  classes  de  machines  et  nous  nous  bornerons  à dire  que 
dans  tous  les  cas,  on  admet  que  la  vapeur  ainsi  que  les  capacités 
où  elle  circule,  conservent  pendant  toute  la  durée  de  l’action  la 
même  température  , soit  pendant  qu'elle  agit  à la  tension  de  la 
production,  soit  pendant  sa  détente,  ce  qui  est  sensiblement  vrai. 
Par  conséquent  si  la  vapeur  doit  absorber  une  certaine  quantité 
de  calorique  en  passant  de  son  volume  primitif  s son  nouveau  vo- 
lume , il  sera  censé  fourni  par  la  surface  du  cylindre  et  en  géné- 
ral,par  les  corps  environnants  ; d’où  il  résultera  que  la  vapeur  sui- 
vra dans  sa  dilatation  exactement  la  loi  de  Mariote.  On  réalise , 
d’ailleurs,  à très-peu  près,  cette  hypothèse  dans  la  pratique  en 
entourant  les  vases  de  corps  peu  conducteurs , ou  mieux  encore  . 
d’une  enveloppe  dans  laquelle  circule  de  la  vapeur  provenant  di- 
rectement de  la  chaudière. 

Cela  posé  , soient 

s en  mètres  carrés  la  surface  du  piston  d’une  machine  , 
x le  chemin  qu’il  a parcouru  depuis  l’instant  où  la  vapeur  arrive 
en  plein  avec  la  tension  de  la  chaudière  , 
p la  pression  de  la  vapeur  dans  la  chaudière,  exprimée  eu  kilo- 
grammes et  rapportée  au  centimètre  carré, 
u le  volume  de  la  capacité  du  cylindre,  quand  le  piston  est  à la 
distance  x de  son  point  de  départ,  en  mètres  cubes. 

La  pression  sur  toute  la  surface  du  piston , sera 
lOOOOpjUI  , 

et  si  le  piston  se  meut  de  la  quantité  dx , le  travail  élémentaire  dé- 
veloppé par  la  «peur , sera 

lOOOOpjrfj*"'  ; 

et  comme  on  a évidemment 

sdx  =dv 

cette  quantité  de  travail  revient  à 

10000p.tftA“. 

Quantilé  de  travail  due  à la  tension  de  la  production. 

Tant  que  la  vapeur  continue  à affluer  de  la  chaudière,  la  pres- 
sion p reste  constante  , si  les  orifices  d’arrivée  sont  suffisamment 
grands,  ce  qui  a effectivement  lieu  dans  les  bonnes  machines  et 
par  conséquent  en  intégrant  l’expression  ci-dessus  de  la  quantité 
de  travail  dùe  à la  tension  de  la  production  , depuis  c=o  jusqu’à 
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la  valeur  qui  correspond  à l’instant  où  la  communication  avec  la 
chaudière  est  interrompue,  on  aura  pour  le  travail  total,  pendant 
cette  période 

tOOOOput». 

Quantité  de  travail  dût  à la  détente  de  la  vapeur. 

Si  maintenant  la  vapeur  continue  à agir  sur  le  piston  en  se  dé- 
tendant jusqu’à  ce  que  son  volume  devienne  égal  à v,  sans  que  sa 
température  s’abaisse,  il  est  facile  de  voir  d’après  ce  qui  a été 
déjà  démontré  (N°  15)  sect-  VI , à l’occasion  de  la  théorie  du  mou- 
vement des  fluides  élastiques,  que,  quel  que  soit  le  mode  de  varia- 
tion de  la  capacité  où  elle  agit,  ou  ce  qui  revient  au  même  le  sys- 
tème de  la  machine,  la  quantité  de  travail  qu’elle  développera  dans 
cette  détente,  sera  égale  à 

10000/?».  Ug.^)km  ; 

expression  dans  laquelle  il  ne  faut  pas  oublier  que  Log.  (v) est 
un  logarithme  népérien,  qu'on  trouvera  tout  calculé  dans  la  table 
insérée  à la  fin  de  la  section  VI  , ou  qu’on  obtiendra  en  multi- 
pliant celui  des  tables  ordinaires  qui  correspond  au  nombre  — 1 
par  2,5026  , ou  enfin  qu’on  pourra  calculer  approximativement 
à l’aide  du  théorème  de  Simpson  , comme  il  a été  dit  au  N°  18  , 
sect.  VL 

Ajoutant  cette  quantité  de  travail  due  à la  détente  , à celle  qui 
a été  développée  par  la  tension  de  la  production  dans  la  première 
période  , nous  aurons  , pour  la  quantité  d’action  totale  fournie 
par  le  volume  v de  vapeur  , dans  les  limites  que  nous  avons  po- 
sées , 

10000/j»  1 1 -j-  Log.  pjk". 

Quantité  de  travail  développée  par  la  tension  de  la  vapeur  dans  le 

condenseur. 

« 

Mais  il  est  impossible  d'éviter  dans  toutes  les  machines  que  le 
piston  n’éprouve  en  sens  contraire  de  son  mouvement  une  pres- 
sion provenant  de  l’air  atmosphérique , s’il  n’y  a pas  de  conden- 
seur , ou  de  la  tension  dans  ce  vase , si  l’on  emploie  la  condensa- 
tion ; par  conséquent , en  appelant  p’  cette  pression  qui  s’oppose 

77 
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au  mouvement , rapportée  au  centimètre  carré,  elle  développera 
en  sens  contraire  une  quantité  de  travail  égale  à 


iOOOOp’ü.km 


qu’il  faut  évidemment  retrancher  de  celle  qui  a été  obtenue  ci-des- 
sus par  conséquent  la  quantité  de  travail  réellement  transmise  au 
piston  se  éduira  à 


tOOOOpt)  -j-log.-^-| — 1 OOOOp't>,k  •" 


qui,  à cause  de 


revient  à 


Pi  v,=pv, 

tOOOOpeji-Hog.f^]— 


p'  A "’ 


Ce  qui  précède  s'applique  indistinctement  à tous  les  systèmes  de  ma- 
chines à vapeur. 


86.  Cette  expression  ayant  été  obtenue  indépendamment  d’au- 
cune hypothèse  sur  la  forme  particulière  des  appareils  et  quel  que 
soit  le  mode  de  la  détente,  on  voit  qu’elle  s’appliquera  à tous  les 
systèmes  de  ma  chines  à vapeur.  Lorsqu’on  aura  exécuté  le  lever 
d’une  machine  on  connaîtra  par  ses  dimensions  et  sa  disposition,  le 
volume  v de  vapeur  à la  tension  de  la  chaudière,  qui  y est  intro- 
duit à chaque  coup  de  piston  ; on  pourra  aussi  connaître  le  rap- 
port — • ou  ~ , la  pression  p sera  donnée  par  le  manomètre,  dont 

toutes  les  machines  doivent  être  pourvues  et  dont  nous  indique- 
rons l’usage;  enfin,  la  pression  p'  du  condenseur,  s’il  y en  a un, 
sera  facile  à déduire  de  la  température  de  la  condensation.  Il  sera 
donc  toujours  facile  de  calculer  la  quantité  de  travail  totale  fournie 
à chaque  oscillation  par  le  volume  de  vapeur  consommé. 


Quantité  de  travail  théorique  développée  en  1’’  par  la  vapeur. 

87.  La  formule  précédente  permet  de  calculer  la  quantité  d’ac- 
tion développée  par  un  volume  donné  de  vapeur,  à nne  pression 
et  une  température  connues,  qui  agit  d’abord  à la  tension  de  la 
production,  puis  se  détend  jusqu’à  une  certaine  limite,  sans  avoir 
égard  au  temps.  En  la  multipliant  par  le  nombre  de  fois  que  ce 
volume  de  vapeur  est  admis  dans  la  machine  dans  une  seconde  de 
temps,  on  aura  In  quantité  de  travail  théorique  fournie  à la  ma- 
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dyne  pendant  ce  temps;  par  exemple,  dans  une  machine  à piston, 
si  l'on  appelle 

n le  nombre  de  courses  simples  du  piston  dans  4',  cette  quantité 
de  travail  sera,  dans  une  seconde, 

^40000pujl+log.X_^j‘r 


cl,  en  la  divisant  par  75,  on  aura  le  nombre  théorique  de  chevaux 
de  force  de  la  machine;  il  sera  égal  à 


n 

CÔ 


40000 

75 


4+l0|!7rfr! 


Quantité  d'action  théorique  due  à la  conbustion  de  4 kilogramme  de 

houille. 


88.  Mais  la  manière  la  plus  généralement  adoptée,  pour  compa- 
rer entre  elle  différentes  machines  a vapeur,  est  de  déterminer  la 
quantité  de  travail  qu’elles  fournissent  par  chaque  kilogramme  de 
charbon  brûlé. 

Or,  nous  savons  (n».  78)  que 

d étant  le  poids  du  volume  v de  vapeur  à la  tension  p et  à la 
température  t on  a 

^4,2777.*  i±^3™  • 

P 

L’expression  théorique  de  la  quantité  de  travail  développée  par  le 
volume  v de  vapeur  revient  donc  à 

4 ,2777tS.(  1 + 0, 00375*)  j 1 + log 

( Pi  Pi) 

et  comme  pour  faire  passer  un  poids  û d’eau  de  latempératurel’de 
l’alimentation,  à l’état  de  vapeur  à lp  température  t,  il  faut  comme 
nous  l’avons  vu,  consommer  théoriquement 

cs)550+(— t’(k'' 

de  combustible 

il  s’en  suit  évidemment  que  la  quantité  de  travail  théorique  due  à 
4 kilog.  de  combustible,  sera 


4, 


2777^4+0,00375*! 


550-f-J— t’ 
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Si  le  combustible  est  de  la  houille  de  bonne  qualité  pour  laquelle 
on  a N=7050,  cette  expression  reviendra  à 


90077850 


1 4-0,0037 5< 
~550-j-< — <’ 


t+log.-^-^-j 

Pi  Pi  ' 


pour  1 kilog.  de  houille. 

Quantité  de  travail  théorique  maximum  que  peut  produire  un 
kilogramme  de  charbon. 

89.  Dans  cette  expression,  quelques  unes  des  quantités  p,p,,  p', 
l et  t’  ont  des  limites  naturelles  qu’il  n'est  pas  possible  de  dépas- 
ser Ainsi  l’eau  d’injection  étant  nécessairement  prise  an  sein  de  la 
terre  à de  petites  profondeurs,  sa  température  moyenne  ne  peut 
être  généralement  au-dessus  de  10°,  et  l’on  ne  peut  admettre  que 
celle  de  la  condensation  soit  inférieure  à ce  terme,  puisque  l’ex- 
pression (n°.  8-t) 

i)550-H— t’j 


du  poids  d'eau  nécessaire  à l'injection , nous  montre  que  cette 
quantité  devient  infinie  pour  l,— f.  Delà  résulte  aussi  que  la  pres- 
sion p'  dans  le  condenseur,  ne  peut  jamais  être  au-dessous  de  celle 
qui  correspond  à 10°,  c’est-à-dire,  0kn, 013  par  centimètre  carré. 
Quant  à la  pression  p,  limite  de  la  détente,  il  est  évident  qu'abstrac- 
tion  faite  de  toute] résistance  dans  la  machine,  sa  valeur  inférieure 
est  p,=p’. 

Dans  l’hypothèse  où  toutes  ces  limites  seraient  atteintes  par  les 
quantités  p’  et  p,  ce  qui  tendrait  à augmenter  le  travail  dû  à un 
kilogramme  de  combustible,  dont  l’expression  ne  contiendrait  plus 
que  p et  t,  susceptibles  de  croître,  on  pourrait,  à l’aide  de  la  re- 
lation 

p~tk‘033  ,0,2847 -j-0,007 1 531  j5 

éliminer  l’une  d’elles  et  rechercher  la  valeur  de  l’autre  qui  donne- 
rait un  maximum  pour  cette  quantité  de  travail.  Mais  cette  recher- 
che entraine  à des  calculs  assez  longs  et  ne  conduit  à rien  d’utile 
et  nous  ferons  mieux  sentir  l’influence  de  l’augmentation  de  la 
tension , celle  de  la  détente  et  de  la  condensation  poussées  à leurs 
limites  extrêmes,  par  l'examen  des  résultats  numériques  auxquels 


Digitized  by  Google 


— (il  1 


conduit  la  formule.  A cet  effet,  on  peut  partager  les  systèmes 
connus  de  machines  à vapeur  en  quatre  classes. 

t*  Les  machines  à détente  et  à condensation,  telles  que  celles  de  * 
Woolf,  et  quelques  machines  de  Watt,  dans  lesquelles  on  a pour 
limites  1’— 10”  ,p’  -p,=0k, 013,  ce  qui  réduit  l’expression  de  la 
quantité  de  travail  théorique  à 


2.  Les  machines  à condensation  sans  détente,  ce  qui  comprend 
celles  de  Newcommen,  et  de  Watt  à simple  ou  à double  effet;  on  a 
alors  pour  limites  l’=10”,  p,=p,  p’=0k,013  et  la  quantité  de  tra- 
vail est  donnée  par 


90077830 


$14.0,005751)  j 
f550-j-(— 10$  j 


0,015|t.m. 


5.  Les  machines  à détente  sans  condensation  , où  la  vapeur 
s’échappe  dans  l’air  atmosphérique  après  avoir  agi , comme  la  plu- 
part de  celles,  dites  à haute  pression , employées  sur  les  bateaux  à 
vapeur  ou  sur  les  chemins  de  fer  ; on  a,  dans  ce  cas , pour  limites  , 
pt=lk,033,p’=”p,,  t’  = 1 0“  et  la  quantité  de  travail  théorique  due 
à 1 kil.  de  houille  est  donnée  par 


9OO77»W,+M0OT> 


: 550-1-/ 


)375f /.  / v \l 


k.m. 


4.  Enfin  les  machines  où  l’on  n’emploierait  ni  la  délente  ni  la 
condensation  ; dans  ce  cas,  ou  aurait  p,=p,  p’=lk,033 , 1=10”  et 
l'expression  de  la  quantité  de  travail  devient 

» 


«HJesa  ! 


lfc,055|km. 
P I 


En  faisant  varier  la  pression  dans  ces  quatre  classes  de  machi- 
nes, depuis  une  jusqu’à  trente-deux  atmosphères,  en  progression 
géométrique  dont  la  raison  soit  deux,  on  forme  le  tableau  suivant’ 
des  quantités  de  travail  théorique  dues  à un  kilogramme  de  char- 
bon. 


Tenait usa  da  les  vapeur  ns  otmoiphiret. ............... 

Température»  eorrt*pf>tsdanU*-...~ 

I».  Machine*  à détente  et  condensation 

»*•  —kl.  — « condensation  tans  detente 

3*.  *—  idi  — A détente  tant  condensation 

4®*  — id.  — «an»  de  tante  si  condensation 


1 

t 

4 

» 

16 

3a 

l“°" 

iai*,4 

-4*À 

«o3®,6 

,39.4 

191*46 

LL 

=*?a 

i WMQ 

sms 

i 167803 
109067 

:'rt 

i343i5o 

107663 

tx 

i5s5g83 
* 1 3*70 

■V;:9 

lool^l 

»»Moi 

7“*5>! 

H20S9 

Observations  sur  les  résultats  du  tableau  ci-dessus. 

90.  L’examen  des  résultats  consignés  dans  ce  tableau , nous 
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montre,  que,  pour  les  machines  à détente  et  condensation,  les 
quantités  de  travail  théorique  sont  bien  loin  de  croître  aussi  rapi- 
* demenl  que  les  pressions,  et  qu’à  32  atmosphères  on  n’obtient 
guère  plus  du  double  de  ce  que  l’on  trouve  pour  une  atmosphère. 
On  observe  d’ailleurs  que  par  les  substitutions  successives  des 


vilènn  de  , , 

4 AA® 

■ aïO  » 

J IKf  A 

4 TtO  g 

anv0  a 

410®  y 

le  **cteur  - devient 

55© ! — le 

WW 

0,00215 

141  ,4 

0.00219 

14j  ,4 

0,00235 

173  ,1 

0,00331 

zllo  ,0 

0,00237 

iJ»  ,9 

0,00243 

ce  qui  montre  qu’il  croit  très-lentement  et  à peu  près  proportion- 
nellement à la  température,  et  par  conséquent  dans  les  machines 
à détente,  qui  forment  la  première  et  la  troisième  classe , l’effet 
utile  théorique  maximum  ne  croit  guère  plus  rapidement  que  le 
logarithme  de  la  pression  et  comme  d’ailleurs  les  dangers  d'explo- 
sion, les  pertes  de  chaleur  et  de  vapeur,  et  les  ditlicultés  de  la 
construction  augmentent  au  contraire  beaucoup  avec  la  tension,  on 
voit  que,  dans  la  pratique,  il  doit  y avoir  peu  d’avantages  à atten- 
dre de  l’emploi  de  la  vapeur  à hautes  pressions  dans  ces  machines. 

L’observation  précédente  relative  à la  lenteur  de  l’accroissement 

du  facteur  par  rapport  à celui  de  la  température  et  la 

petitesse  du  terme  soustractif  du  dernier  facteur  du  travail 

V 

des  machines  de  la  deuxième  classe,  nous  montrent,  et  les  nombres 
du  tableau  confirment,  qu’il  y a encore  moins  à gagner  théorique- 
ment dans  l'emploi  de  la  vapeur  à hautes  pressions  sans  détente  et 
avec  condensation  ; à plus  forte  raison  en  sera-t-il  de  même  dans  la 
pratique;  aussi  ne  construit-on  ce  genre  de  machine  qu’à  basse 
pression. 

Enfin  quant  à la  quatrième  classe , les  effets  théoriques  sont  en- 
core moindres  , et  les  résultats  montrent  que  ce  système  serait  le 
plus  mauvais  de  tous  et  ne  fournirait,  même  théoriquement,  guère 
plus  à 16  atmosphères , que  les  machines  à basse  pression  ordi- 
naires. Aussi  , après  quelques  tentatives  infructueuses  , y a-t-on 
reconcé. 

Comparaison  des  résultats  de  la  théorie  à ceux  de  la  pratique. 

91.  Les  quantités  de  travail  que  l’on  obtient  réellement  dans  la 
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pratique  , sont  bien  loiu  de  celles  que  nous  venons  de  déterminer 
par  la  théorie , et  l’on  n’en  sera  pas  surpris  si  l’on  se  rappelle  que 
les  meilleurs  foyers  n’utilisent  guère  que  j à ^ de  la  quantité  de 
chaleur  développée  par  le  combustible  ; que  nous  avons  admis 
pour  la  détente  et  la  condensation,  des  limites  qu’il  est  impossible 
d’atteindre  en  réalité  , et  qu'enfin  nous  avons  fait  abstraction  des 
pertes  de  vapeur  et  des  nombreuses  résistances  passives  des  ma- 
chines. Pour  comparer  les  résultats  de  la  théorie  à ceux  qui  four- 
nissent les  meilleures  machines , il  convient  donc  d’abord  d’en  cal- 
culer l'effet  théorique,  avec  les  données  réelles  sous  lesquelles  elles 
agissent. 

Pour  cela , remarquons  que  la  quantité  d’eau  nécessaire  à la 
condensation  et  que  la  machine  doit  le  plus  souvent  élever  à l’aide 
de  pompes  aspirantes  , croit  rapidement  5 mesure  que  la  tempé- 
rature du  condenseur  est  plus  basse,  et  d'une  autre  part  que  l'eau 
qui  provient  de  cette  opération  étant  ordinairement  employée  à 
alimenter  la  chaudière , il  y a économie  de  combustible  à lui  con- 
server une  température  un  peu  élevée, que  la  pratique  générale  des 
constructeurs  a établie  moyennement  à 40°.  On  a donc  t’=40*  et 
par  suite  p’=0k,072,  en  négligeant  d’ailleurs  le  surcroît  de  tension 
provenant  de  l’air  que  l’eau  entraîne  avec  elle  dans  le  condenseur  , 
et  qui  est  enlevé  par  la  pompe  dite  à air , afin  d'empécher  l’accu- 
mulation. 

Machines  de  Walt. 

92.  Cela  posé , introduisons  ces  données  dans  l’expression  de  la 
quantité  de  travail  due  à la  combustion  de  lk<l  de  charbon,  pour 
les  machines  de  vVatt  dites  à basse  pression.  On  a ordinairement , 
dans  ce  cas  , 

p=!*im,25— lk,291  , 1=107'’, 30  , 

et,  par  suite , 

193026  k’m’ 

pour  l’effet  théorique  d’un  kilogramme  de  charbon  dans  ces  ma- 
chines. 

Dans  le  commerce , les  meilleurs  constructeurs  de  machines  à 
basse  pression  , les  livrent  sous  l’obligation  qu’elles  ne  consom- 
meront que  5.k|)  de  bonne  houille  par  force  de  cheval  et  par 
heure  , et , par  conséquent , ils  ne  comptent  obtenir  au  plus  que 
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75km  x 3(;oo 

^ =54000k.m.  par  kilogramme  de  houille  brûlée.  L'exa- 
men de  bonneç  machines  bien  entretenues  et  bien  conduites , em- 
ployées à transmettre  un  mouvement  de  rotation  continu , montre 
qu’on  atteint  à peu  près,  en  effet , ce  résultat. 

Nous  citerons  entre  autres  exemples,  les  observations  faites  par 
M.  Poncelet , sur  une  machine  de  (a  force  de  20  chevaux  , établie 
à Sedan , à la  manufacture  de  draps  de  M.  Cunin-Gridaine.  La 

tension  dans  la  chaudière  était  .1.  = ik,!62  , celle  du 

O 

condenseur  p’=*0kli,t29  et  l’observation  a donné  une  consomma- 
tion de  Ski1, 50  de  houille  par  force  de  cheval  et  par  heure,  ou  une 
quantité  de  travail  de 

49091. k.m.  par  kilogramme  de  combustible. 

En  général,  dans  les  bonnes  machines  de  ce  système,  la  consom- 
mation du  charbon  varie  entre  5 et  6 kilogrammes  par  force  de 
cheval  et  par  heure  . ou  leur  travail  effectif  entre 

54000  et  45000k-  par  kilogramme  de  charbon  brûlé. 


Coefficient  de  correction  de  la  formule  théorique  du  N.  88,  pour  les 
machines  de  Watt,  à basse  pression. 


95.  Si  nous  comparons  le  plus  grand  effet  pratique  à l’effet 
théorique  , nous  voyons  que  leur  rapport  varie  de 


54000 Q g . 45000  ^35 

1 95026  3 195026  ’ 


C’est  donc  par  l’un  de  ces  coefficients  qu’il  faudra  multiplier  le 
travail  théorique  dû  à un  kilogramme  de  charbon  , selon  que  la 
machine  sera  dans  un  parfait  état  ou  daus  un  état  ordinaire 
d’entretien  , et  que  le  combustible  sera  ou  non  de  première  qua- 
lité. 

11  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  cette  différence  si  grande  entre 
le  travail  théorique  et  le  travail  réel  des  machines  à basse  pression, 
provient  de  deux  causes  distinctes  ; 1 . les  pertes  'du  foyer  ; 2.  les 
fuites  et  refroidissements  de  vapeur  , les  résistances  passives  pro- 
pres à la  machine.  Nous  avons  dit  que , dans  les  meilleurs  foyers  , 
on  n’utilisait  guère  que  la  moitié  de  la  chaleur  développée  par  le 
combustible,  ainsi  dans  l’emploi  de  la  bonne  houille , on  n’obtient 
guère,  pour  les  foyers  de  Watt,  que  5 à 6kll  de  vapeur  par  kilo- 
gramme de  houille,  au  lieu  de  H kll-  que  l’on  devrait  avoir. 
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comme  nous  l’avons  vu(N°83).  Il  suit  de  là,  qu’au  lieu  de  N=705ü 
calories , on  n'a  réellement  que  N =3523 , et  que  par  ces  pertes 
seules  dues  au  foyer,  l’effet  théorique  doit  déjà  être  réduit  de 
moitié , et  n'est  plus  que  de 

965 13’’  "'  par  kilogramme  de  houille  brûlée. 

En  le  comparant  aux  effets  réellement  obtenus,  son  rapport  varip 
entre 


54000 

96513 


=0,36 


et 


45000 

96313 


0,47 


dont  la  valeur  moyenne  est  d’environ  0,51 . àinsi  les  pertes  de  vapeur, 
les  frottements,  etc,  absorbent  0,49  ou  environ  moitié  du  travail 
développé  par  la  vapeur. 


Coefficient  de  correction  delà  formule  qui  donne  la  force  en  chevaux 
de  la  machine. 

\ 

94.  Ce  rapport  de  l’effet  utile  du  à la  vapeur  réellement  produite 
au  travail  théorique  qu’elle  développe,  est  le  coefficient  qu’il  faut 
appliquer  à la  formule 

n lOOOOpo  . p'  )V-m 
W ' 75  ) pi 

qui  exprime  en  chevaux  de  75k"-  la  force  théorique  des  machines 
à basse  pression. 

L’observation  du  manomètre,  de  la  température  ou  de  la  tension 
du  condenseur,  donnera  p et  p’;  les  dimensions  du  cylindre  et  la 
course  du  piston  fournissent  le  volume  v de  vapeur  admis  dans  la 
machine,  à chaque  coup  de  piston;  on  obtiendra  le  nombre  n des 
coups  de  piston  en  1’  à l’aide  d’une  montre  ; il  sera  donc  toujours 
facile  de  calculer  cette  force  théorique  et  ensuite  la  force  réelle,  en  , 
réduisant  la  premièreà  l'aide  du  coefficient  fourni  par  l’expérience. 

Nous  ajouterons  que  le  coefficient,  qui  varie  avec  la  perfection 
d’exécution  et  l’état  d'entretien  de  là  machine , dépend  aussi  de 
leur  grandeur,  parce  que  les  fuites,  les  pertes  de  vapeur  et  les  ré- 
sistances passives  ne  croissent  guère  que  comme  le  carré  de  leurs 
dimensions  tandis  que  le  volume  de  vapeur  et  par  suite  la  force  de 
la  machine  croit  comme  le  cube  de  ces  mêmes  quantités , d’où  ré- 
sulte que  l’emploi  des  grandes  machines  est  plus  avantageux  que 
celui  des  petites.  D’après  cette  observation,  loul-à-fait  d’accord 
avec  les  résultats  de  pratique,  on  devra  donner  au  coefficient  de 

7H 
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correction  delà  formule  ci-dessus,  les  valeurs  consignés  dans  la 
lahle  suivante. 


Formules  des  machines 
en  chevaux  de  75k-" 

En  très-bon  élat 
d’entretien 

En  état  ordinaire 
d'entretien. 

A à 8 

0,  42 

10  à 20 

0,  56 

0,  47 

50  à 50 

0,  54 

00  à 100 

0,  65 

0,  60 

Application  aux  machines  « moyenne  pression  du  système  de  Woolf 


95.  Dans  les  machines  du  système  de  Woolf,  où  la  vapeur  pro- 
duite dans  la  chaudière  a moyennement  une  tension  de  trois  at- 
mosphères et  demie , et  où  elle  se  détend  jusqu'au  quart  ou  au 
cinquième  de  cette  force,  on  a 


p—  5,l“, 50^5“* ,615,  p,=  ^4=°k‘1'  ^03  moyennement 

p'— 0k,',072,  l = 140°6,  <=4 0°.  Au  moyen  de  ces  données,  la 
formule 


90077850  '-gggjl+hfr-g-gf- 
5o0-f-t 1 } ® P,  Py  S 


d >nne  pour  la  quantité  de  travail  théorique  dûe  à un  kilogramme 
de  charbon 


508827 k“ 


Coefficients  de  correction  d appliquer  d la  formule  du  n*.  88,  pour 
les  machines  d moyenne  pression  avec  détente  et  condensation. 


96.  Dans  leurs  transactions  commerciales,  les  fabricants  de  ma- 
chines à vapeur  de  ce  système  garantissent  que  leurs  machines,  de 
la  force  de  12  à 20  chevaux  ne  consommeront  que  2k'1 ,50  de  bonne 
houille,  par  force  de  cheval  et  par  heure  et  que  par  conséquent 
elles  fourniront  un  effet  utile  de 
7, 5^X3600 

■ — ■ ■ =l08000l“  par  kilogramme  de  charbon  brûlé, 

zt5 


Ce  qui  montre  que  leurs  machines  les  mieux  exécutées  et  en  par- 
fait état  d’entretien,  ne  réalisent  que 
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108000 

508827 


4),212  de  l’effet  théorique; 


il  est  rareque  l’on  obtienne  même  ce  résultat,  et  on  regarde  encore 
ces  machines  comme  fort  avantageuses  quand  elles  ne  consomment 
que  5kil,  par  force  de  cheval  et  par  heure,  ce  qui  revient  à un  effet 
utile  de 


9000k  “ par  kilogramme  de  charbon  brûlé, 
et  dont  le  rapport  à l’effet  théorique  est  de 


9000 

508827 


0,176. 


Des  expériences  laites  à Douay  en  1828,  sur  la  machine  à vapeur 
de  la  fonderie,  avec  le  frein  de  M.  deProny(")ont  montré  que  cette 
machine  consommait  3k,,  05  de  bonne  houille  par  force  de  cheval 
et  par  heure. 

Des  machines  à détente  à trois  cylindres,  construites  par  Aitken 
et  Steel  et  employées  à faire  mouvoir  des  moulins  à farine  à l’an- 
glaise, dont  les  produits  et  la  force  sont  bien  connus  et  qu’on  ap- 
précie à 4 chevaux  par  paire  de  meules,  ont  donné  pour 
l’une,  de  20  chevaux , une  consommation  de  3k'''40 

l'autre  de  24  chevaux 2,  86 

moyenne.  . . 

par  force  de  cheval  et  par  heure. 


Coefficient  de  la  formule  qui  donne  la  force  en  chevaux  des  ma- 
machines  du  système  de  Woolf. 

97-  Les  machines  à moyenne  pression  ont  ordinairement  des 
chaudières  à bouilleurs,  dont  l’avantage  est  de  présenter  sous  un 
moindre  volume  une  plus  grande  surface  à la  flamme  du  foyer  , 
mais  qui  ne  produisent  guère  plus  de  vapeur  que  les  chaudières 
ordinaires  de  Walt.  Admettons  donc  que  le  foyer  perde  encore  la 
moitié  de  la  chaleur  développée  par  le  combustible  et  qu’au  lieu 
de  N=7050  on  tisse  seulementN=3525  calories,  l’effet  utile  théo- 
rique sera  réduit  à moitié  ou  à 

25441 3k.m  par  kilogramme  de  houille. 


et  d’après  ce  qui  précède  le  rapport  de  l’effet  utile  réel  à l’effet 
théorique,  sera  compris  en  général  entre, 


10800 

S54413*"0’ 


454  «*  mm  =«*■»• 


O Voyez  le  7>'  numéro  du  mémorial  d’artillerie. 
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Ces  nombres  s'appliquent  à des  machines  de  la  force  de  10  à 20 
chevaux , le  premier  à celles  qui  sont  en  parfait  état  d’entretien,  le 
deuxième  à celles  qui  sont  dans  un  état  ordinaire. 

Ce  rapport  de  l’clfct  utile  dû  à la  vapeur  réellement  produite  au 
travail  théorique  qu'elle  développerait , est  le  coefficient  qu’il  faut 
appliquer  à la  formule 


«IJOOOgW  4+L  JL 
00  io  l 1 p. 


l‘i  ' 


qui  exprime,  en  chevaux  de  75  la  force  des  machines  à dé- 
tente et  à condensation.  Toutes  lesdonnées  du  calcul  seront  encore 
faciles  à obtenir  sur  des  machines  en  activité  et  l’on  ne  devra  pas 


oublier  que  le  Log,|?  j est  un  logarithme  népérien  qu’on  obtien- 
dra comme  il  a été  indiqué  (n0*,  13  et  18,  sect.  VL). 

11  y a d'ailleurs  lieu  de  faire  ici,  la  même  observation  que  pour 
es  machines  à basse  pression  (n°94)  sur  l’influence  des  dimensions, 
relativement  à la  valeur  du  coefficient  de  correction  et  d'après  des 
résultats  d’expérience,  ou  dévia  lui  donner  les  valeurs  suivantes. 


Force 

des  machines 
en  chevaux 
de  73k,“. 

En  très-bon 
état 

d’entretien. 

En  état 
ordinaire 
d’entretien. 

OBSERVATIONS. 

4 à 8 

0,33 

0,30 

10  à 20 

0,42 

0,35 

20  à 40 

0,30 

0,42 

d’après  les  expériences 
de  M.  de  Prony  (’) 

60  à 100 

0,60 

0,35 

d’après  les  rapports  des 
mines  de  Cornouailles. 

Observations  sur  les  états  memsuels  du  travail  des  machines  à vapeur, 
dans  le  comté  de  Cournouailles. 


98.  Les  Anglais  ont  établi  dans  les  mines  du  comté  de  Cornouail- 
les où  ils  employent  un  nombre  immense  de  machines  à vapeur , 
l’usage  de  dresser  des  rapports  mensuels  du  travail  effectif  de  leurs 
machines.  Cet  usage  est  fort  bon  en  lui  même , mais  la  rivalité  des 


(')  Voyez  le  t2‘  vol.  du  Journal  des  mines . expériences  sur  la  nouvelle  ma- 
chine du  firos-Cadlou. 
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cousit  ucteurs  et  des  possesseurs  de  machines  les  u poussés  à 
exagérer  les  résultats  qu’il»  obtiennent  et  empêche  d’y  ajouter 
foi,  jusqu'à  ce  qu'ils  y joignent  des  données  qui  permettent  de  les 
vérifier.  En  effet,  d’après  les  rapports  publiés  en  1827  et  1828,  il 
paraîtrait  que  les  machines  à basse  pression  du  système  de  Watt, 
de  la  force  de  80  à 100  chevaux  réaliseraient  un  elTet  utile  de 
110000k-ra  par  kilogramme  de  houille  brûlée, 
et  comme  nous  avons  vu  que  l'effet  théorique  de  ces  machines  est 
de 

19302©Um  par  kilogramme  de  houille, 
il  s’en  suit  que  le  rapport  de  l’effet  pratique  à l'effet  théorique 
aurait  été  porté  jusqu'à 
4 1 0000 

"l930i6'=0’569aU  lie"  dC  0,279 

qu’il  est  ordinairement,  et,  comme,  quoi  qu’on  fasse,  on  ne  peut 
utiliser  dans  le  foyer  des  meilleures  chaudières  de  Watt,  plus  de 
la  moitié  de  la  chaleur  développée  par  le  combustible , ce  qui  ré- 
duit l’effet  théorique  de  la  vapeur  réellement  produite  à 
9651 3k,m  par  kilogramme  de  houille, 
il  s’en  suivrait  que  l’effet  pratique  serait  plus  grand  que  l’effet 
théorique;  il  est  donc  évident  que  l'augmentation  d’effet  des  machi- 
nes à basse  pression  de  Cournouailles  est  dùe  à des  changements 
notables  et  particulièrement  à l'emploi  de  la  vapeur  à 1,50  ou  2 
atmosphères. 

Quant  aux  machines  à moyenne  pression  employées  dans  ces 
mines  , les  résultats  des  rapports  présentent  une  moins  grande 
augmentation , puisqu'on  annonce  que  le  travail  utile  pour  les 
machines  de  60  à 100  chevaux  est  de 

160000lmpar  kilogramme  de  houille. 

Ce  qui  porte  le  rapport  de  l’effet  utile  pratique  à l’effet  théorique 
de  0,212  à 0,315,  Augmentation  qui  tient  aux  grandes  dimensions 
des  machines,  et  surtout  au  soin  que  l’on  apporte  à leur  entretien. 
On  remarque  d’ailleurs  que  ces  machines  employant  par  leur 
construction,  la  détente  jusqu’à  une  limite  qu'il  ne  convient  guère 
de  dépasser,  il  n’a  pas  été  possible  d’accroître  leurs  effets  au-delà 
d’un  certain  terme,  et  qu’on  aurait  peu  gagné  à y admettre  de  la 
vapeur  à une  tension  exagérée.  Aussi  peut-on  sans  difficulté  ajou- 
ter confiance  aux  rapports  anglais,  en  ce  qui  les  concerne,  et  c’est 
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d’après  leurs  résultats  que  nous  avons  indiqué  pour  les  machines 
de  60  à 100  chevaux  le  coefficient  0,60. 

Application  aux  machines  à haute  pression  avec  détente  sans  con- 
densation. 

99.  Oliver  Evans  à Philadelphie  et  Trévitick  en  Angleterre , 
paraissent  avoir  eu  en  môme  temps  l’idée  d’employer  la  vapeur  à 
de  hautes  pressions,  avec  détente  et  sans  condensation.  Le  pre- 
mier a construit  à Philadelphie  une  machine  employée  à élever  les 
eaux  distribuées  dans  la  ville.  Dans  son  système  , la  vapeur  a une 
tension  de  6 à 10  atmosphères  et  après  que  le  piston  sur  lequel 
elle  agit  a parcouru  un  tiers  de  sa  course , la  communication 
avec  la  chaudière  est  interceptée  et  la  vapeur  agit  par  sa  dé- 
lente  jusqu’aux  j de  la  pression  primitive , puis  elle  s'échappe 
dans  l’air.  Appliquons  la  formule  générale  à ce  système.  Soient  : 

p=8‘"»=8k,264  , p,=|=2k,421  , p’-]k,033,  <=172”,1 , 

t’=«100“,  on  trouve  pour  la  quantité  de  travail  théorique  due  à 
la  combustion  de  1 kll-  de  bonne  houille  , 

346403km.. 


La  machine  de  Philadelphie  ne  donne  que 

55000k  m pour  1 kilogramme  de  houille , 
ou  lort  peu  de  chose  de  plus  que  les  bonnes  machines  de  Walt  , 
qui  réalisent  un  effet  utile  de  54000k-m. 

Le  rapport  de  l’effet  utile  à l’effet  théorique  est 


53000 

340403 


0,158. 


Cette  perte  énorme  est  due  aux  fuites  de  vapeur , aux  frottements 
et  aux  pertes  de  chaleur  du  foyer , qui  ne  peut  guère  réaliser  que 
0,50  de  la  chaleur  due  à la  combustion  de  la  bouille.  En  admet- 
tant cette  dernière  proportion  , il  s’en  suivrait  que  la  machine 
utilise 


0,158 

0,50 


=0,32 


de  l’effet  théorique  du  à la  vapeur  employée,  et  que  par  conséquent, 
si  l’on  calcule  la  force  en  chevaux  de  ces  sortes  de  machines,  par 
la  formule  théorique 


» lOOOOpo . P__  p’; k."> 

60  75  l P,  p,  )' 
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on  devra  lui  appliquer  le  coefficient  pratique,  0,32  pour  avoir  leur 
force  réelle. 

Le  peu  d'économie  que  ce  système  offre  sur  les  machines  à basse 
pression , les  dangers  et  les  sujétions  auxquels  il  expose  en  ont 
restreint  l'emploi  à la  navigation  par  bateaux  à vapeur  et  aux  ma- 
chines locomotives  des  chemins  de  fer,  parce  que  dans  ces  circons- 
tances le  peu  de  volume  et  la  légèreté  de  la  machine  sont  des 
conditions  d’une  grande  importance. 

Machines  à haute  pression  sans  delente  ni  condensation. 

100.  IS'ous  avons  montré  (n#.  90)  qu'il  n’y  avait  théoriquement 
aucun  avantage  à employer  la  vapeur  sans  détente  ni  condensa- 
tion, à plus  forte  raison  en  devait-il  être  de  même  dans  la  pratique, 
aussi  tous  les  systèmes  de  ce  genre  qu’on  a voulu  essayer  n’ont- 
ils  pas  réussi. 

Produit  ordinaire  des  machines  d'épuisement  et  d’extraction  em- 
ployées dans  les  mines. 

101.  Presque  tous  les  résultats  pratiques  que  nous  venons  d'in- 
diquer, sont  relatifs  à des  machines  employées  à produire  des 
mouvements  de  rotation,  chauffées  avec  du  charbon  de  bonne 
qualité  et  bien  entretenues.  Dans  les  mines,  où  les  machines  ser- 
vent à épuiser  les  eaux  à de  grandes  profondeurs  et  où  elles  sont 
conduites  par  des  ouvriers  inhabiles,  les  produits  sont  beaucoup 
moindres.  Voici  ce  que  l’on  obtient  moyennement  aux  mines 
d’Anzin,  où  il  y a plus  de  40  machines  de  différentes  espèces  et 
aux  anciennes  machines  de  Chaillot  et  du  Gros-Caillou. 


Système 

de 

construction 

des 

machines. 

Noms 

des 

constructeurs 

c 

Force  nominative 
en  chevaux. 

Effet  utile 

de  t kilog.  de  charbon  brille. 

Quantité  de  charhon  brûlé  1 
par  force  de  cheval  et  par  h,0.| 

Tension  moyenne  1 

de  la  vapeur. 

• 

OBSERVATIONS. 

Newcomcn 

. 

44 

b.. 

21000 

15^.. 

1,13 

Résultat  moyen  de  i ma- 
chines d’épuis*  à Anzin. 

Watt 

à simple  effet 

Cons'.Pericr 

80 

38900 

0,94 

1,25 

Pompe  de  Chaillot. 

id. 

ffl. 

24 

3771  b 

7,10 

1,15 

Pompe  du  Gros  Caillou. 

Watt 

à douille  effet 

Watt 

et  Boulton 

70 

30775 

7,30 

1,25 

Résultat  moyen  de  8 nia-i 
chines  d’epuis*  à Anzin.j 
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On  remarquera  que  dans  toutes  les  évaluations  précédentes, 
soit  de  la  quantité  de  travail  utile  obtenue  par  kilogramme  de 
charbon  brûlé,  soit  de  la  quantité  de  combustible  consommée  par 
force  de  cheval  et  par  heure,  on  n'a  pas  tenu  compte  du  charbon 
nécessaire  pour  la  mise  en  train  de  la  machine,  dépense  qui  ne  se 
produit  qu’à  chaque  reprise  du  travail  et  n’est  pas  comprise  dans 
les  ma  reluis  des  constructeurs.  D’après  l’observation  de  plusieurs 
machines  en  activité,  on  peut  admettre  que  l’on  brille  pour  la  mise 
en  train, 

Des  machine»  à moyenne  pression  du  système  de  Walt,  6kil  par 
force  de  cheval. 

Des  machines  à moyenne  pression  du  système  de  Wolff,  7kil-  par 
force  de  cheval. 


Quantité  d'eau  nécessaire  au  service  des  machines  à vapeur. 

102.  Une  autre  donnée  importante  et  qui  dans  quelques  localités 
peut  être  un  motif  d’adoption  ou  de  rejet  d’un  système  de  machi- 
nes à vapeur,  c’est  la  quantité  d’eau  nécessaire  à son  service,  soit 
pour  la  formation  de  la  vapeur,  soit  pour  la  condensation,  et 
comme  presque  toujours,  l'alimentation  de  la  chaudière  se  fait  par 
l’eau  du  condenseur,  on  voit  qu’il  suffit  do  calculer  le  volume  de 
l’eau  d'injcctiort. 

Machines  à basse  pression  du  système  de  U’att. 

103.  En  admettant  que  les  machines  à basse  pression  réalisent 
0,50  de  l'effet  théorique,  la  formule  de  l’effet  pratique  d’un  volume 
t)  de  vapeur  sera,  d’après  ce  qu’on  a vu  (n°  93) 

0.50X  iOOOOpej  1 — 

Si  ce  volume  v est  fourni  dans  une  seconde,  et  qu’on  nomme  F le 
nombre  de  chevaux  de  force  de  la  machine,- on  anra 


0.50X 


lOOOOpt» 

75 


et,  en  y faisant,  comme  au  (n°92),  p=lt, 291,  p’=0k,072,  on 
trouve  que  le  volume  de  vapeur  , à dépenser  par  seconde  et  par 
force  de  cheval , est 

c = 0m-%0123. 


De  plus  la  formule  du  n°  78,  nous  donne  en  y faisant  <=107*, 30 
et  p=rlk,29t, 

n°  i+S's t P-°k’720’ 
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Le  poids  de  la  vapeur  à employer  par  force  de  cheval  et  par  seconde, 
dans  les  machines  à basse  pression , sera  donc 
tà—IIo^O.OlâSXO.'i^-O1'1, 00886  ou  34u,89  par  force  de  cheval 
et  par  heure,  ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat  pratique  d'une  con- 
sommation de  5 à 6 kilog.  de  houille  par  cheval  et  par  heure  dans 
des  foyers  qui  donnent  environ  6 kilog.  de  vapeur  par  kilog. 
de  charbon. 

Le  poids  d’eau  nécessaire  à la  condensation  de  cette  vapeur  nous 
sera  donné  par  la  formule  du  n°  84,  dans  laquelle  nous  ferons 

1 = 407», 50,  t’=40t=15“  et  <5  =0k'', 00886  ; 
on  en  tire 

! -=24,69X0L ,00880  -0\-2 1 87 

par  force  de  cheval  et  par  seconde;  ce  résultat  revient  d’ailleurs  à 
une  dépense  d’eau  de 

0*c,787  par  force  de  cheval  et  par  heure. 

Application  aux  machines  de  Woolf. 

404.  En  faisant  un  calcul  analogue,  pour  les  machines  du  sys- 
tèmes du  Woolf,  construites  par  Edwards,  au  moyen  des  données 
du  n».  95. 

p=3k,645,  p=0k,803,  p’=0k,072,  1=4 40», 6,  l’=40» 
on  trouve 

»=0"“',00171  par  cheval  et  par  seconde. 

La  densité  de  cette  vapeur  étant  ' 

n=4k,850. 

Le  |M>ids  à introduire  par  seconde  et  par  force  de  cheval  dans  la 
machine,  sera 

e3===l  lt>=0k>,,00316  ou 
11k,38  par  force  de  cheval  et  par  heure. 

La  quantité  d’eau  à injecter,  pour  condenser  cette  vapeur,  sera, 
en  faisant, 

1 = 1 40», 6,  !’-— 40»,  1,  = 1 5" 

*I=2G,02XOS003 1 0=0k.082  par  force  de  cheval  et  par  seconde, oii 
0**»,295  par  force  de  cheval  et  par  heure. 
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Ixs  résultats  que  nous  venons  de  déduire  des  formules,  sont  un 
peu  au-dessous  de  la  consommation  réelle  des  machines,  parce  que 
nous  n’avons  pas  tenu  compte  des  fuites  accidentelles  de  vapeur 
par  les  soupapes  de  sûreté,  par  les  joints  cl  les  garnitures  des  tiges 
et  pistons,  ni  de  la  condensation  par  les  parois;  mais  ils  suffisent 
|iour  faire  voir  que,  dans  certaines  localités,  la  préférence  à accor- 
der à un  système  sur  l’autre  peut  être  déterminée  parla  quantité 
d'eau  nécessaire  à l’injectiou.  Il  peut  même  arriver  des  circonstan- 
ces où  il  ne  serait  possible  d’employer  ni  l’un  ni  Tautre;  ce  (]ui  a 
lieu,  par  exemple,  pour  les  machines  locomotives. 

Observations  à faire  pour  le  calcul  de  la  force  d' une  machine  à 

vapeur. 

105.  La  première  chose  qu’il  faut  connaître  pour  estimer  la  force 
d’une  machine  à vapeur  ou  la  conduire,  s'est  la  tension  sous  la- 
quelle elle  travaille.  Le  moyen  le  plus  exact,  serait  d’introduire 
dans  la  chaudière  un  thermomètre  bien  éprouvé,  dont  on  aurait 
soin  de  mettre  la  boule  à l’abri  de  la  compression  exercée  par  le 
fluide  élastique,  ainsi  que  l’ont  fait  MM.  Dulong  clArago:  cette 
précaution  n’est  d’ailleurs  indispensable  que  pour  les  hautes  pres- 
sions. Mais  il  est  rare  qu’on  ait  la  faculté  d'employer  le  thermo- 
mètre, et  il  faut  alors  recourir  aux  instrumeus  dont  la  machine 
doit  être  munie  conformément  aux  ordonnances  de  police. 

Du  manomètre. 

100.  Le  principal  appareil  destiné  à mesurer  la  tension  de  la 
vapeur  est  le  manomètre  que  l'on  construit  de  plusieurs  manières. 
Le  plus  simple  et  celui  que  l’on  trouve  le  plus  souvent  aux  machi- 
nes à basse  pression,  est  un  tube  recourbé  (Üg.  185)  en  communi- 
cation directe  avec  la  chaudière  d’un  côté  et  avec,  l’atmosphère  de 
l’autre,  tel  que  nous  l’avons  décrit  (n°.  12  sect.  V).  Du  mercure 
versé  dans  sa  partie  inférieure,  indique  par  sa  dénivellation,  l’excès 
de  pression  de  la  vapeur  sur  l’air  atmosphérique.  Par  conséquent, 
sachant  qu’un  mètre  cube  de  mercure  pèse.tôôOS11'1-  et  nommant  h 
la  hauteur  de  la  colonne  de  mercure  qui  mesure  la  différence  de 
pression,  on  aura,  pour  la  pression  p sur  un  centimètre  carré 
p =1  *‘,l'055-f- 1 . 5598A . 

Lorsque  la  vapeur  doit  agir  avec  une  tension  considérable  , la 
différence  de  niveau  h serait  d’autant  de  fois  0m  7G.  qu’il  y a d’u- 
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nités  dans  la  force  élastique  de  la  vapeur  estimée  en  atmosphères: 
c’est  ce  qui  fait  ordinairement  remplacer  les  manomètres  de  ce 
genre  par  un  autre  que  nous  décrirons  plus  loin  ; cependant  , on 
trouve  dans  beaucoup  d’usines  du  haut-Rhin,  une  disposition  qu’il 
est  bon  de  connaître. 

Une  cuvette  ABCD  en  fonte  (fig.  184)  est  remplie  de  mercure 
jusqu’au  niveau  AB,  un  tube  R en  communication  avec  la  chaudière 
débouche  au-dessus  de  AB  et  amène  la  vapeur  dans  la  cuvette.  Un 
tube  barométrique  en  fer  00 , qui  descend  jusqu’auprès  du 
fond  de  la  cuvette , permet  au  mercure  de  s’élever  au-dessus  du 
niveau  AB,  à une  hauteur  qui  mesure  la  pression  ; mais  comme  on 
ne  peut  pas  observer  directement  cette  hauteur  , on  fait  surnager 
le  métal  du  tube  00  par  un  flotteur  en  fer  G,  suspendu  à un  fil  de 
fer,  qui  passe  sur  une  poulie  F et  est  tendu  à son  extrémité  par  uu 
indicateur  H ; celui-ci  descend  de  la  même  quantité  que  le  flotteur 
monte  en  parcourant  une  échelle  dont  les  divisions  indiquent  la 
pression.  L’extrémité  du  tube  00  débouche  dans  une  cuvette  à 
recouvrement  destinée  & contenir  le  mercure  dans  le  cas  où  la 
pression  de  la  vapeur  serait  accidentellement  assez  forte  pour  l’ex- 
pulser totalement  du  tube  et  une  disposition  particulière , permet 
ensuite  de  ramener  le  métal  dans  la  cuvette.  On  se  sert  de  ces 
manomètres  , pour  des  machines  ou  la  pression  peut  aller  jusqu'à 
quatre  ou  cinq  atmosphères  et  l’on  voit  qu’il  n’ont  besoin  que 
d’une  petite  correction,  relative  à l'abaissement  du  niveau  Alt  que 
l’étendue  de  la  cuvette  rend  d’ailleurs  très-faible. 

Manomètre  ordinaire  des  machines  à vapeur. 

407.  Cette  disposition  n’est  pas  généralement  adoptée  et  les 
constructeurs  de  machines  à vapeur  emploient  ordinairement  l’ap- 
pareil suivant,  fondé  sur  la  loi  do  Mariotte,  relative  à la  com- 
pressibilité des  gaz.  Une  cuvette  abcd  (fig.  185),  remplie  de  mer- 
cure jusqu’à  une  certaine  hauteur  ad  est  mise  en  communication 
avec  la  chaudière  par  un  tuyau  e qui  débouche  au-dessus  de  ad. 
Un  tube  de  verre  fg  fermé  en  g,  plonge  dans  le  mercure  jusqu'au- 
près du  fond  de  la  cuvette-  11  contient  ordinairement  de  l’air  at- 
mosphérique, qui  doit  être  bien  purgé  d’humidité  à l’aide  de  la 
chaux  , et  dont  la  force  élastique,  au  moment  de  la  construction, 
doit  être  égale  à la  pression  d’une  colonne  0,n,7G  de  mercure  ou 
|k,03ô  de  sorte  que  , quand  la  machine  ne  travaille  pas  et  que  la 
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chaudière  est  en  communication  avec  l’atmosphère , le  mercure  se 
trouve  dans  le  tube  au  niveau  ad  ; c’est  donc  le  zéro  de  l’instru- 
ment , et  il  correspond , comme  on  voit , à une  pression  égale  à 
celle  d'une  atmosphère.  Le  tube  étant  bien  calibré  , on  voit  que 
quand  la  vapeur  fera  monter  le  mercure  à une  hauteur  h , mesu- 
rée en  mètres,  au-dessus  du  niveau  ad , que  nous  supposons  cons- 
tant , la  force  élastique  sera  mesurée  par  la  hauteur  h de  la  co- 
lonne de  mercure  représentant  une  pression  de 

tk,3598X* 

augmentée  de  la  force  de  ressort  de  l’air  contenu  dans  le  tube  et 
qui  n’y  occupe  plus  qu’une  hauteur  h\  Pour  mesurer  cette  der- 
nière tension , il  faut  observer  que  les  constructeurs  ont  soin  de 
graduer  ces  manomètres  à une  température  assez  basse  , afin  que 
dans  l'usage  , l’air  acquérant  par  l’élévation  de  la  température  une 
plus  grande  force  de  ressort  que  celle  qa’il  possède  à 10" , tende 
à diminuer  l’élévation  du  mercure.  Il  est  donc  nécessaire  pour 
apprécier  les  indications  de  l’instrument , de  tenir  compte  de  la 
température  à laquelle  on  l’observe  et  qui  est  ordinairement  celle 
des  chambres  de  machines  et  environ  de  40". 

D’après  cela  , soient  : 

x la  tension  cherchée  de  l’air  réduit  à occuper  la  hauteur  A’ dans 
le  tube , 

p'  la  pression  à laquelle  l’instrument  a été  gradué  , 

<’  la  température  lors  de  la  construction  , 
t la  température  de  la  chambre  , 

On  observera  d'abord  que , le  tube  étant  exactement  calibré  , 
les  volumes  occupés,  sont  proportionnels  aux  hauteurs  A-)-A' etAet 
que  d’après  les  lois  de  Mariotte  et  de  Gay-Lussac  (n°  75),  on  aura 


A’=(A-fA> 


î-j-0,00375f 
1 j-0,00375t 


£ 

x 


d'où  l’on  déduira  facilement  la  tension  x de  l’air  occupant  la  lon- 
gueur A’  du  tube , puis  la  force  de  la  vapeur  dans  la  chaudière , 
p^=x-\-i  \ 3588 A. 

Nous  avons  négligé  l’abaissement  toujours  très-faible  du  niveau 
ad , mais  on  ne  doit  pas  agir  de  même  pour  la  tension  de  la  va- 
peur d’eau , qui  peut , après  la  pose  de  l’appareil , avoir  pénétré 
dans  le  tube  ,-ce  qui  arrive  assez  souvent.  Pour  en  tenir  rompte  , 
on  admettra  , si  on  ne  peut  la  mesurer  , que  la  température  du 
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tube  et  de  l’eau  qu’il  contient  est  celle  de  la  chambre  ou  40"  envi- 
ron , et  comme  on  sait  que  la  vapeur  , à cette  température , a une 
tension  de  0k,027,  on  ajoutera  cette  quantité  à la  valeur  trouvée 
pour  x.  Enfin , s’il  y avait  de  l’eau  qui  surnageât  le  mercure  sur 
une  hauteur  appréciable , il  faudrait  ajouter  le  poids  de  cette  co- 
lonne d’eau  â celui  de  la  colonne  h de  mercure. 

Tous  ces  détails  font  sentir  la  nécessité  d’examiner  avec  soin 
les  manomètres  des  machines,  pour  pouvoir  apprécier  les  erreurs 
dont  leurs  indications  peuvent  être  entachées. 

Emploi  des  soupapes  de  sûreté,  pour  la  mesure  de  la  tension  de  la 

vapeur. 

108.  üans  le  cas  où  le  manomètre  d’une  machine  serait  tout- 
à-fait  dérangé  , on  si , contrairement  aux  ordonnances  , elle  n’en 
était  pas  pourvue  , il  existe  un  moyen  d'obtenir  une  valeur  appro- 
chée de  la  pression  , à l'aide  des  soupapes  de  sûreté.  On  nomme 
ainsi  deux  ouvertures  dont  chaque  chaudière  doit  être  pourvue , 
pour  laisser  échapper  la  vapeur  dès  qu’elle  a acquis  une  tension 
qui  excède  celle  qu’elle  doit  avoir  pour  la  marche  ordinaire  de  la 
machine.  Elle  consiste  en  une  tubulure  adaptée  à la  chaudière  et 
recouverte  d’une  soupape  libre  mnjfig.  186)rodée  avec  soin  sur  l’o- 
rifice; un  levier  a b mobile  autour  de  a presse  par  un  couteau  ar- 
rondi clemilieudelasoupapeet  un  poids  q, qu'on  éloigne  à volonté 
del’axe  a,  sert  à régler  la  tension  que  la  vapeur  doit  acquérir  avant 
de  s’échapper.  Afin  d’empêcher  que  cette  pression  n’excède  les  li- 
mites assignées  à la  machine  , les  réglements  prescrivent  de  ren- 
fermer une  des  deux  soupapes  dans  une  cage  fermée  , dont  le  chef 
de  l’établissement  doit  conserver  la  clef,  l’autre  reste  à la  dispo- 
sition du  chaiifTcur  et  chacune  d’ellle  doit  suffire  seule  pour  l’éva- 
cuation de  la  vapeur. 

Pour  mesurer  approximativement , à l’aide  de  cet  appareil , la 
pression  dans  la  chaudière , on  fera  avancer  ou  reculer  le  poids  q 
jusqu'à  ce  que  la  soupape  soit  sur  le  point  de  se  soulever,  ce  qu’on 
reconnaîtra  à de  légères  fuites  de  vapeur  ; on  soulèvera  un  peu  le 
levier  à la  main  , pour  détruire  l’adhérence  que  les  surfaces  ont 
pu  contracter  , par  un  contact  plus  on  moins  long  , puis  , si  la 
soupape  est  encore  à très  peu  près  en  équilibre  , on  mesurera  la 
distance  l de  la  verticale  au  point  c et  celle  L du  poids  q à l’axe  a. 
Cela  fait , appelant 

o la  surface  intérieure  de  la  soupape  pressée  par  la  vapeur  , 
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p la  |>icssi<»n  cherchée  , 

p le  rayon  du  lourillon  de  l'axe  a , 

( le  rapport  du  frottement  à la  pression  |>our  l'axe  et  ses  cous- 
sinets et  en  comprenant  dans  q le  poids  du  levier  lui-raénie  rap- 
porté à la  distance  L de  l’axe  a , il  est  facile  de  voir  qu'on  aura 
pour  l’cquilibrc  , la  relation 

opl=qh+f\op—  q\p 

d'où  l’on  tirera 

Il  importe  dans  ces  observations  de  ne  pas  dépasser  le  point  où 
la  vapeur  tend  à s’échapper  et  à soulever  la  soupape  , parce  que  , 
si  le  fluide  sortait  il  agirait  sur  une  surface  plus  grande  que  eelle 
de  l’orifice  et  qu’il  se  passerait  en  outre  des  phénomènes  capables 
d’induire  en  erreur  sur  les  résultats.  On  voit  d’ailleurs  que  ce 
moyen  ne  doit  être  employé  qu’à  défaut  d’autre  plus  exact. 

Détermination  de  la  tension  de  la  détente  et  de  celle  qui  a lieu  dans  le 
condenseur. 

109. Ouanl  uux  pressions p,ctp\  la  première  se  déduira  du  rap- 
port du  volume  de  vapeuràla  pression  p,  introduit  dans  la  machine, 
à celui  que  cette  même  vapeur  occupe  après  la  détente  , et  la  se- 
conde de  l’observation  de  la  températuie  de  l’eau  de  condensation, 
au  moyen  de  la  table  de  M.  Dulong  et  .Vrago  (u°.  79)  ; ce  qui  n’est 
pas  très-exact,  mais  comme  cette  pression  est  toujours  assez  faible, 
l’erreur  que  l’on  commettra  ne  peut  pas  exercer  une  grande  in- 
llueuce. 

Des  chaudières. 

1 10.  On  a vu  précédemment  combien  les  pertes  de  chaleur  des 
foyers  étaient  considérables  , et  que  l’on  pouvait  leur  attribuer 
la  perte  de  la  moitié  de  l'effet  théorique  dû  à la  combustion  d'un 
kilogramme  de  charbon  , même  dans  les  meilleures  constructions; 
il  est  donc  très  important  de  connaitre  les  règles  pratiques  , dé- 
duites de  l’expérience  relativement  à la  formation  de  la  vapeur. 

Chaudières  de  \V att. 

111.  On  emploie  dans  les  machines  à va|>cur  deux  sortes  de 
chaudières,  les  plus  anciennes  qui  s’adaptent  aux  machines  à basse 
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pression  sont  celles  construites  par  Watt,  cl  qu’on  nomme  chau- 
dières en  charriot  (fig.  187),  à cause  de  leur  forme  cylindrique  con- 
cave sur  les  côtés  et  au  fond.  Lu  tlaminc  produite  par  le  combus- 
tible que  l’on  place  il  la  grille  AU  , chauffe  d’abord  le  dessous  eu 
circulant  dans  un  conduit  horizontal  ou  carneau  c ; au  bout  de  la 
chaudière  elle  est  déviée  par  une  petite  cloison  en  briques,  dirigée 
daus  un  carneau  latéral  D,  elle  passe  en  avant  de  la  chaudière  , 
chauffe  l'autre  côté  en  parcourant  le  carneau  I>’  et  se  rend  à la 
cheminée. 

Chaudières  de  Wolff. 

1 12.  Wolf  a imaginé,  pour  la  production  de  la  vapeur  dans  ses 
machines,  un  appareil  généralement  employé  quand  on  veut  obte- 
nir de  la  vapeur  à plusieurs  atmosphères  de  tension,  ta  chaudière 
principale  (fig.  118)  est  un  cylindre  circulaire  horizontal,  ordinai- 
rement en  fonte;  deux  autres  cylindres  d’un  plus  petit  diamètre, 
appelés  houilleurs , souvent  en  fonte,  mais  plus  généralement  au- 
jourd’hui en  tôle  de  fer  et  mieux  encore  en  tôle  de  cuivre,  sont  pla- 
cés immédiatement  au-dessus  du  foyer  et  communiquent  avec  la 
chaudière  par  des  tubulures.  La  flamme  circule  sous  les  bouilleurs 
et  la  chaudière  , par  un  carneau  c , passe  ensuite  dans  le  carneau 
I),  cliaiiffe  le  devant  de  lu  chaudière,  puis  se  rend  par  le  carneau 
D’  dans  la  cheminée. 

On  a proposé  et  on  emploie  pour  les  machines  locomotives  des 
chaudières  dont  le  foyer  est  placé  dans  un  tuyau , qui  se  trouve  au 
milieu  de  l’eau.  On  espérait  par  cette  disposition  éviter  les  pertes 
de  chaleur  et  l’on  se  promettait  de  grands  avantages  qui  n’ont  pas 
été  réalisés-  Il  est  facile  de  s’en  rendre  compte  , en  observant  «pic 
la  houille  ou  tout  autre  combustible  exige  pour  bien  brûler,  une 
haute  température  qu’un  foyer  placé  au  milieu  d’une  niasse  d’eau 
ne  peut  jamais  atteindre. 

Enfin,  on  se  sert  aussi  dans  les  machines  à haute  pression  , de 
chaudières  principalement  formées  d’un  système  de  petits  tubes  de 
fer  ou  de  canons  de  fusils  qui  traversent  le  foyer  en  différents  sens, 
cette  disposition  a pour  princ  ipal  avantage  de  diminuer  la  masse 
de  l’eau  sur  laquelle  on  opère  et  de  permettre  ainsi  de  réduire  le 
volume  et  le  poids  du  foyer  cl  de  tout  ce  qui  en  dépend. 

On  conçoit  facilement  qu’il  est  indispensable  que  le  niveau  «le 
l’eau,  dans  l’un  ou  l’autre  de  ces  appareils  soit  toujours  au-dessus 
des  carneaux  où  circule  la  Uamme. 
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Les  chaudières  portent  à leur  sommet  : 

1”  Une  ouverture  ovale,  ordinairement  fermée  par  une  plaque 
en  fonte , et  qu'on  nomme  le  trou  d homme , c’est  par  là  qu’on  s’in- 
troduit dans  l’intérieur  pour  les  nettoyer. 

2°  Deux  soupapes  de  sûreté. 

3°  Un  appareil  composé  d’un  flotteur  qui  surnage  l'eau  de  la 
chaudière  et  indique  par  l’élévation  d’une  tige  à laquelle  il  est  sus- 
pendu, la  hauteur  du  niveau  de  l’eau. 

4°  Des  tuyaux  pour  l’admission  de  l’eau  d'alimentation  et  l’é- 
chappement de  la  vapeur. 

3*  Enfin  quelquefois  des  plaques  fusibles- 

Nous  n’entrerons  dans  aucun  détail  sur  cés  différents  appareils 
et  nous  nous  bornerons  à indiquer  succinctement  les  proportions 
des  diverses  parties  de  la  chaudière  et  du  fourneau , telles  qu’on  les; 
a déduites  de  l’observation  et  d’une  longue  pratique. 

Proportions  des  chaudières. 

113.  Pour  éviter  des  variations  trop  sensibles  dans  la  tempéra- 
ture et  la  tension  de  la  vapeur  dans  la  chaudière , par  suite  de  l’ad- 
mission dans  la  machine,  on  admet  que  le  volume  qu’elle  y occupe 
doit  être  12  à la  (ois  celui  de  la  vapeur  dépensée»  chaque  coup  de 
piston.  De  plus,  dans  les  machines  de  Watt,  la  capacité  totale  de 
la  chaudière  est  égale  à trois  fois  l’espace  laissé  libre  pour  la  va- 
peur, de  sorte  que  l’eau  en  occupe  les  deux  tiers  et  que  par  consé- 
quent le  volume  d’eau  contenu  dans  ces  chaudières  est  égal  à 24  ou 
50  fois  le  volume  de  la  vapeur  consommée  à chaque  oscillation. 

Dans  les  chaudières  à bouilleurs,  le  grand  cylindre  ne  doit  être 
qu’à  moitié  plein , sa  capacité  totale  est  donc  24  à 30  fois  le  volume 
de  vapeur  dépensé  à chaque  course  de  piston.  Quant  aux  bouil- 
leurs, ils  ont  ordinairement  0”, 25  à 0m,30  de  diamètre. 

D’après  une  ordonnance  du  25  mai  1828  f)  sur  les  épreuves  à 
faire  subir  aux  chaudières  des  machines  à haute  pression  , on  doit 
établir  entre  l’épaisseur  e du  métal  des  chaudières  en  tôle  de  fer 
ou  de  cuivre,  exprimée  en  millimètres,  le  diamètre  extérieur  d ex- 
primé en  centimètres,  le  nombre  d’atmosphères  n qui  indique  la 
plus  forte  pression  à laquelle  la  chaudière  doive  être  exposée  , la 
relation 

e=0,018d(n— 1)4-5, 

(’)  Annales  des  mines,  année  1828. 
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d’où  l’on  déduira  l'une  quelconque  des  quantilés  e,  d ou  »,  quand 
les  deux  autres  sont  données;  mais  on  observera  que,  pour  que  le 
métal  transmette  bien  la  chaleur  et  ne  se  brûle  pas,  il  convient  de  ne 
jamais  faire  e plus  grand  que  14  millimètres,  ce  qui  obligera  à ne 
pas  donner  aux  chaudières  à haute  pression  un  diamètre  trop 
grand,  dont  la  limite  supérieure  sera  fournie  par  la  formule  ci- 
dessus  en  y faisant  e=1 4 millimètres  et  donnant  à n la  valeur  quj 
conviendra  à la  tension  que  l'on  veut  employer. 

Le  tableau  suivant  est  calculé  d’après  cette  formule. 

labié  des  épaisseurs  à donner  aux  chaudières  en  tôle,  pour  les 
machines  à vapeur. 


Diamètre 

des 

Chaudières. 

Pression 

de  la 

vapeur 

en  atmosphères. 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

contint. 

millim. 

millim. 

millim. 

millim. 

millim. 

millim. 

millim. 

50 

3,90 

4,80 

5,70 

6,60 

7,50 

8,40 

9,30 

55 

3,99 

4,98 

5,97 

6,96 

7,95 

8,94 

9.93 

60 

4,08 

5,16 

6,24 

7,32 

8,40 

9,48 

10,56 

65 

4,17 

5,34 

6,51 

7,68 

8,85 

10,02 

11,19 

70 

4,26 

5,52 

6,78 

8,04 

9,30 

10,56 

11,82 

75 

4,35 

5,70 

7,05 

8,40 

9,75 

11,10 

12,45 

80 

4,44 

5,88 

7,32 

8,76 

10,20 

11,64 

15,08 

83 

4,53 

6,06 

7,59 

9,12 

10,65 

12,18 

13,71 

00 

4,62 

6,24 

7,86 

9,48 

11,10 

12,72 

14,54 

95 

4,71 

0,42 

8,15 

9,84 

11,55 

13,26 

14,97 

100 

4,80 

6,60 

8,40 

10,20 

12,00 

13,80 

15,60 

Surface  de  chauffe. 


114.  La  quantité  de  vapeur  qu’une  chaudière  peut  produire 
dépeud  évidemment  de  l'étendue  de  sa  surface  qui  est  exposée  à 
faction  de  la  chaleur;  c’est  ce  qu’on  nomme  la  surface  de  chauffe ; 
d'après  des  expériences  de  M.  Clément,  il  parait  qu'une  chaudière 

en  fonte,  laisse  passer  par  mètre  carré,  environ  20  à 25  mille 

20000 

calories  par  heures,  par  conséquent  cette  surface  produira  U 
T’Ttf" 0,1  kilogrammes  de  vapeur  par  heure.  Dans  les 

80 
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chaudière  de  Watt  on  ne  compte  guère  que  sur  30  kilogrammes  et 
dans  celles  de  Woolf  sur  3G  kilog.  de  vapeur  par  mètre  carré  et  par 
heure.  Connaissant  donc  la  quantité  de  vapeur  à produire,  il  sera 
facile  de  calculer  la  surface  de  chauffe. 

Proportion»  de»  grille» 

113.  D'après  MM.  Clément  et  Tredgold,  la  couche  de  houille 
répandue  sur  la  grille  d’un  fourneau,  ne  doit  pas  avoir  plus 
de  0”,05  à O1”, 06  d'épaisseur.  Les  barreaux  qui  forment  la  grille 
doivent  laisser  entre  eux  un  vide  égal  au  quart  de  la  surface  totale 
de  la  grille  et  leur  écartement  doit  être  d'environ  O^.OSS.  Dans 
ces  circonstance,  on  brûle  par  mètre  carré  et  par  heure  40  kilo- 
grammes de  houille;  par  conséquent,  pour  chaque  kilogramme  de 

{■•e 

houille  à brûler  par  heure,  il  faudra  donner  ou  0m,025  de  sur- 

face à la  grille.  Les  barreaux  doivent  être  en  fonte  et  présenter 
dans  le  sens  transversal  la  forme  d un  trapèze  dont  la  plus  large 
base  est  en  haut  afin  de  faciliter  le  dégagement  des  crasses.  Le 
fond  du  cendrier,  où  tombent  les  escarbilles , doit  être  toujours 
mouillé  par  un  filet  d'eau,  afin  d'empêcher  réchauffement  qui 
nuirait  au  tirage.  La  distance  de  la  grille  à la  chaudière  ou  aux 
bouilleurs  doit  être  de  0",30  à 0”,40.  La  grille  occupe  une  lon- 
gueur environ  -4-  de  celle  de  la  chaudière. 

Si  l’on  brûle  du  bois,  la  grille  doit  avoir  l“-c  de  surface,  par 
80  à 90  kilogrammes  de  bois  consommé  par  heure,  avec  ~ d’ou- 
vertures libres.  Dans  ce  cas,  on  entasse  les  bûches  les  unes  au- 
dessus  des  autres,  afin  qu’il  ne  pénètre  pas  d'air  froid  dans  le  foyer 
et  l’on  donne  à celui-ci  environ  O"-*, OIS  de  capacité  par  kilo- 
gramme de  bois  à brûler,  la  hauteur  du  foyer  au-dessus  de  la  grille 
étant  alors  de  0",5  à 0”,6. 

Proportions  des  carneaux  et  de  la  chaudière. 

-146.  L’aire  des  sections  des  carneaux  et  de  la  cheminée,  doit  être 
partout  la  même  sans  rétrécissement  et  les  coudes  inévitables  sont 

arrondis;  on  lui  donne  * de  la  surface  totale  de  la  grille  quand  la 

cheminée  a 30”  de  hauteur  et  -J-  quand  ellen’a  que  10  à 1 3 mètres. 
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Le  fond  du  premier  carneau  doit  être  à 0'",10  au-dessus  de  la 
grille  quand  on  brûle  de  la  houille. 

Il  est  inutile  de  multiplier  les  contours  des  carneaux  autour  de 
la  chaudière,  il  suffit  que  la  flamme  chauffe  le  fond  et  circule  une 
fois  sur  tout  le  développement.  La  cheminée  doit  être  ausi  près 
que  possible  du  fourneau.  D’après  des  observations  de  la  société 
industrielle  de  Mulhouse,  il  paraîtrait  que  dans  les  bons  foyers  » 
la  température  du  bas  de  la  cheminée  est  de  550  à 600°  pour  des 
cheminées  de  30"  de  hauteur,  et  que,  quand  elle  n’est  que  de  300 
à 350*,  le  tirage  ne  se  fait  pas  bien. 

Lorsque  les  proportions  que  nous  venons  d’indiquer  sont  obser- 
vées et  que  le  feu  est  conduit  par  un  bon  chauffeur  et  alimenté  avec 
de  bonne  houille,  on  obtient  dans  les  chaudières  de  Watt,  comme 
dans  celles  de  Woolf,  6 à 7 kilog.  de  vapeur  par  kilog.  de  charbon 
brûlé.  On  a cherché  à augmenter  le  produit  des  foyers  par  diffé- 
rents appareils  destinés  à les  alimenter  mécaniquement , au  fur  et 
à mesure  de  la  consommation , sans  qu’on  soit  obligé  d’ouvrir  la 
grille  aussi  souvent,  ce  qui  refroidit  beaucoup  l’intérieur  du  four- 
neau. Les  avantages  des  ces  dispositions  ont  été  d’abord  fort  exagé- 
rés et  ils  paraissent  se  réduire  à peu  de  chose,  car  on  y a renoncé 
dans  beaucoup  d’établissements. 

Au  moyen  des  données  d’expérience  que  nous  venons  de  rappor- 
ter, on  pourra  discuter  et  détermiuer  au  besoin  toutes  les  dimen- 
sions des  foyers,  d’après  la  force  des  machines,  la  quantité  de 
vapeur  à produire  ou  de  charbon  à brûler. 

DES  MOTEURS  ANIMÉS. 

Circonstances  particulières  de  l'action  des  moteurs  animés, 

117.  Les  moteurs  animés  diffèrent  des  moteurs  uniquement  sou- 
mis aux  lois  de  la  physique , en  ce  qu’ils  ne  peuvent  agir  d’une 
manière  continue;  qu’ils  sont  susceptibles  de  se  fatiguer  au  bout 
d'un  certain  temps  d’exercice  et  forcés  de  prendre  un  repos  plus 
ou  moins  long.  La  quantité  de  travail  qu'ils  peuvent  livrer  jour- 
nellement varie  suivant  le  mode  de  leur  emploi,  et  selon  les  cir- 
constances; mais  elle  est,  dans  chaque  cas , susceptible  d’un 
maximum , comme  pour  les  autres  moteurs , à égalité  de  fatigue 
journalière;  en  un  mot,  il  existe  une  vitesse  du  point  d'application, 
nn  effort  et  une  durée  de  travail  qui  sont  les  plus  convenables 
pour  l’effet  utile  (n*  25,  sect.  I). 
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Nommons,  en  général,  V la  vitesse  moyenne,  en  mètres  et  par 
seconde,  du  point  d’application  du  moteur,  P l'effort  moyen  en 
kilog.  qu’il  exerce  dans  lesens  dece  chemin,  enfin  T la  durée  totale, 
en  secondes,  de  l’action  journalière  qui  peut  être  ou  continue,  ou 
coupée  par  des  repos;  plus  ou  moins  fréquens,  nommés  relait  ou 
halles,  dont  la  durée  n’est  pas  comprise  dans  T;  la  quantité  de 
travail  dévek  ppée  par  le  moteur,  aura  évidemment  pour  mesure  le 
produit 

PVTk-, 

A cetégard.il  est  nécessaire  de  rappeler  que  d’après  les  principes 
jusqu’ici  exposés,  le  travail  mécanique  peut  se  mesurer  en  un  point 
quelconque  de  la  transmission  dn  mouvement , pourvu  que  l’effort 
soit  estimé  dans  le  sens  de  ce  mouvement , ou  que  le  chemin 
décrit  soit  estimé  dans  le  sens  de  l'effort , et  pourvu  encore  que  le 
travail  des  résistances  passives,  entre  le  point  où  l’on  estime  le 
travail  et  celui  où  le  moteur  opère  réellement,  puisse  être  négligé 
vis-à-vis  du  premier,  ainsi  qu’il  arrive  dans  beaucoup  de  circons- 
tances, ou  soit  apprécié  d’après  les  méthodes  indiquées  dans  les 
3»  et  4*  sections. 

Cela  posé,  le  produit  PVTk-m,  que  l’on  nomuie  quantité  de  travail 
journalière,  est,  comme  nous  l’avons  dit,  susceptible  d’un  maximum, 
à égalité  de  fatigue  journalière,  en  donnant  à P,  à V ut  à T des 
valeurs  qu’une  longue  expérience  indique  comme  convenables. 
Dans  aucun  cas,  on  ne  peut  faire  travailler  le  moteur  sous  un  effort 
et  une  vitesse  qui  excèdent  les  limites  données  également  par 
l’expérience,  et  il  n'est  pas  non  plus  possible  d’augmenter  la  durée 
T du  travail  journalier  au-delà  d'un  certain  terme,  quelque  faible 
que  ce  soit  d’ailleurs  le  travail  PV  livré  dans  chaque  seconde. 
Cette  durée  limite  parait  être  de  18  heures  au  plus  par  jour  ou  en- 
viron le  double  de  la  durée  ordinaire  et  la  plus  avantageuse  du 
travail. 

Quant  à la  limite  de  l’effort,  il  varie  entre  le  triple  et  le  quintu- 
ple de  celui  qui  convient  au  maximum  d'effet,  selon  les  circons- 
tances ou  la  durée  plus  ou  moins  prolongée  de  cet  effet.  Enfin,  la 
vitesse  limite  parait  varier  aussi  en  raison  de  la  durée  totale  du 
mouvement  et  être  comprise  entre  4 et  10  fois  la  vitesse  la  plus 
convenable  au  travail. 

Du  reste  entre  ces  limites  extrêmes,  les  moteurs  animés  ont  la 
faculté  de  faire  varier,  pour  ainsi  dire  arbitrairement,  leur  effort 
cl  leur  vitesse,  pourvu  que,  quand  l’un  augmente,  l’autre  diminue. 
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et  que  si  l’un  et  l’autre  excèdent  l’effort  et  la  vitesse  les  plus  con- 
venables, la  durée  T du  travail  journalier  soit  moindre  {*). 

En  effet,  le  produit  PVT,  dansde  telles  circonstances,  ne  peut 
jamais  atteindre  sa  valeur  maximum,  sans  que  la  fatigue  journalière 
de  l’animal  ne  soit  augmentée,  et  sans  que  sa  santé  ne  soit  com- 
promise, si  ce  travail  doit  être  renouvelé  plusieurs  jours  de  suite. 
Cette  faculté  qu'ont  les  animaux  de  pouvoir  accroître  jusqu'à  un 
certain  point , la  quantité  de  travail  PV  qu’ils  livrent  dans  chaque 
seconde  est  souvent  précieuse  dans  l’industrie  manufacturière.  Mais 
il  ne  faut  pas  oublier  que  la  durée  entière  du  travail,  doit  être 
coupée  par  de  fréquens  repos,  et  qu’ enfin  l’effet  utile  journalier 
PVT  qu'on  pourra  espérer  d’un  semblable  emploi  du  moteur,  sera 
moindre  que  celui  qu’on  obtiendrait  d’un  travail  mienx  réglé. 

Avantages  du  mode  continu  d'action  des  moteurs  animés  sur  le 
mode  d’action  intermittente. 

1 18.  Quelques  auteurs,  il  est’ vrai,  et  Coulomb  entre  autres,  pen- 
sent que  dans  certains  genres  de  travaux  tels  que  celui  qui  consiste 
à battre  des  pieux, -à  sonner  une  cloche  etc,  le  mode  intermittent 
dont  il  s'agit  présente  des  avantages  particuliers,  et  est  suscepti- 
ble d'un  effet  utile  journalier , plus  considérable  que  si  le  moteur 
agissait  avec  plus  de  coutinuité  et  sous  de  moindres  efforts  ou  vi- 
tesses. Mais  quoique  ce  mode  d'opérer  soit  souvent  nécessité  par 
des  circonslences  particulières,  où  l’on  tient  à accélérer  le  travail, 
tout  eu  diminuant  le  nombre  des  moteurs  qui  y sont  à la  fois  ap- 
pliqués, l’augmentation  du  travail  journalier  n'en  parait  pas  moins 
t douteuse.  Il  y a lieu  de  croire  ,par  exemple,  que  les  hommes  qui 
sont  appliqués  à une  sonnette  en  exerçant  un  effort  de  t8  kilog.  et 
dont  le  travail  est  interrompu  par  de  fréquents  repos  développent 
un  effet  utile  journalier  sensiblement  moindre  que  les  scieurs  de 
long  , qui  agissent  avec  un  effort  égal  au  plus  à 10  kilogrammes. 

M.  Hubert  célèbre  ingénieur  de  la  marine,  correspondant  de 

(”)  On  trouve  dans  les  Mémoires  de  l’académie  de  Berlin,  pour  1783,  une 
formule  proposée  par  Euler,  pour  lier  l’cllorl  et  la  vitesse  maximum  de 
l’homme  à un  effort  et  à une  vitesse  quelconques.  Coulomb  a aussi  proposé 
dans  son  traité  des  machines  simples,  pages  259  et  suivantes,  une  relation 
entre  le  poids  de  l’homme  et  l’effort  qu'il  peut  exercer;  mais  ni  l’une  ni  l’au- 
tre de  ces  formules  ne  parait  être  d’un  emploi  sûr  et  avantageux  dans  la 
pratique. 
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l’Academie  des  sciences  , a fait  à l'arsenal  de  Rochefort,  des  ex- 
périences très-suivies  qui  ont  appris  que  les  quantités  de  travail 
journalières  développées  par  des  forgerons  qui  frappent  jusqu'à 
2S60  coups  avec  des  marteaux  de  7k065  , mus  en  avant,  s’élevait  à 
environ  67000k.*,  ce  qui  est  un  peu  moins  que  le  travail  du  son- 
neur, parce  la  vitesse  imprimée  au  marteau  est  très-grande.  Or,  il 
résulte  d’autres  observations  de  M.  Hubert, que  le  travail  augmente 
sensiblement  à mesure  que  le  poids  du  marteau  diminue,  et  il 
pense  que  le  marteau  des  cloutiers  est  celui  qui  permet  le  pins  de 
travail  journalier  à égalité  de  fatigue.  C’est  qu’en  effet  ici  l’action 
est  plus  continue  et  le  travail  par  seconde  moindre.  On  peut  ad- 
mettre, sans  risque  de  se  tromper , que,  dans  cette  dernière  cir- 
constance comme  dans  celle  du  sciage  dit  de  long,  le  travail 
journalier  fourni  par  des  hommes  exercés,  peut  s’éleverà  160000k-, 
ou  plus  du  double  du  travail  ci-dessus,  sans  qu'il  en  résulte  un 
excès  de  fatigue. 

Résultat  d’observation  sur  les  quantités  d'action  fournies  par  les 
différents  moteurs  animés. 

119.  Ces  résultats  sont  consignés  dans  le  tableau  ci-après  que 
nous  avons  emprunté  à M.  Navier  (architecture  hydraulique  de 
Bèlidor,  pages  394  et  suivantes),  et  auquel  nous  avons  fait  plu- 
sieurs additions  propre  à le  compléter  et  à en  faciliter  l’application 
dans  quelques  cas  particuliers.  Nous  ferons  remarquer,  avec 
M.  Navier,  que  les  données  de  ce  tableau  concernent  les  valeurs 
de  la  vitesse,  de  i'eifort  ou  du  temps  qui  paraisseut  les  plus  avan- 
tageuses dans  chaque  cas  spécial , et  que  les  résultats  ne  doivent 
être  regardés  que  comme  des  termes  moyens  qui  peuvent  s’écar- 
ter, en  plus  ou  en  moins,  de  j-  ou  du  travail  effectif  , suivant 
l’âge,  la  vigueur  des  individus,  leur  genre  de  nourriture  elle  climat 
qu’ils  habitent.  Ces  observations  appartiennent  d’ailleurs  à divers 
auteurs  et  notamment  à Coulomb.  Il  faut  enfin  observer  que  d’après 
ce  qui  précède,  on  peut  sans  craindre  une  diminution  sensible  de 
l’effet  utile  journalier,  faire  varier  de  quelque  chose  la  vitesse  et 
l’effort  indiqués  au  tabeau,  pourvu  que  leur  produit  ne  soit  pas 
trop  changé  et  que  la  durée  journalière  du  travail  soit  établie  en 
conséquence. 
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TABLEAU  des  quantités  de  travail  mécanique  que  peuvent  fournir 
moyennement  l’homme  et  d autres  animaux  dans  differentes 
circonstances. 


S 

•E 

JO 

rs 

S) 

O 

U 

S 

3 

y. 

NATURE  DU  TRAVAIL. 

Poids  élevé  ou 
effort  moyen  exercé.! 

Vitesse  ou 

chemin  par  seconde.! 

Travail 

par  seconde.  J 

Durée  du 

travail  journalier.  1 

Quantité  de 
travail  journalier. 

1“.  ÉLÉVATION  VERTICALE  DES  POIDS. 

kil. 

ni. 

kXm 

heur. 

kX“>- 

t 

Un  homme  montant  une  rninpc  douce  ou 
un  escalier  sans  fardeau , son  travail 
consistant  dans  l’élévation  du  poids  de 
son  corps  

65 

0,15 

9,75 

8 

-’"0  si ,i 

2 

Un  manœuvre  élevant  des  poids  avec  une 
corde  et  une  poulie,  ce  qui  l'oblige  à 
faire  descendre  les  cordes  à vide  . . . 

«8 

0,20 

3.60 

6 

77.760 

5 

Un  ma  nœuvre  élevant  des  poids  ou  les  sou- 
levant avec  la  main 

20 

0,17 

3.40 

6 

73. ISO 

4 

lin  manœuvre  clevant  des  poids  en  les 
portant  sur  son  dos  au  hnutd’une  rampe 
douce  ou  d’un  escalier  et  revenant  à vide 

65 

0.04 

2.60 

6 

50,160 

5 

Un  manœuvre  élevant  des  matériaux  avec 
une  brouette  en  montant  une  rampe  au 
t/12  et  revenant  à vide 

60 

0,02 

1.20 

10 

43,200 

6 

Un  manœuvre  élevant  des  terres  à 1a  pelle 
à la  hauteur  moyenne  de  f1", 60.  . . . 

2,7 

0,40 

1.08 

10 

38.880 

t 

2°.  ACTION  SUR  LES  UACO'NES. 

Un  manœuvre  agissant  sur  une  roue  à 
chevilles  ou  à tambour 

t,\AuniveaudcPaxcdela  roue . . 

GO 

0.15 

9,00 

8 

259,200 

2 

2°.  vers  le  bas  de  la  roue  ou  à 24".  . 

12 

0,70 

8.4 

8 

251,121 

3 

Un  manœnvrc  marchant  et  poussant  ou 
tirant  horizontalement 

12 

0.60 

7.2 

8 

207  .760 

4 

Un  manœuvre  agissait  sur  une  manivelle. 

8 

0,75 

6.0 

8 

172,800 

« 

Un  manœuvre  exercé  poussant  et  tirant 
alternativement  dans  le  sens  vertical . . 

5 

1,1 

5,5 

8 

w 

?o 

» 

Un  chevul  attelé  à une  voiture  ordinaire 
et  allant  au  pas 

70 

0.90 

63,0 

10 

2108,000 

7 

Un  chevalaltcléaun  manège  et  allant  au  pas 

15 

0,9 

40,5 

8 

1100,100 

S 

Uriehev.attclca  un  manège  et  allant  au  trot 

30 

2.0 

00. 0 

4>’5 

972,400 

0 

Lu  bœuf  attelé  à un  manège  et  allantau  pas 

65 

0,6 

39,0 

8 

123,200 

10 

lTn  mulet  attelé  de  même  et  allant  au  pas  . 

30 

0,90 

27,0 

8 

777,000 

1 1 

Un  âne  idem.  idem. 

14 

0,80 

11,6 

8 

334,080 

D 
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TRANSPORT  HORIZONTAL  DES  FARDEAUX. 

Observation  sur  l'unité  de  mesure  adoptée  pour  le  transport 
horizontal  des  fardeaux. 

120-  Des  observateurs  habiles,  en  tête  desquels  nous  devons 
placer  Coulomb,  ont  fait  aussi  des  expériences  sur  ce  genre  de 
travail  jqui  (section  1™)  ne  doit  pas  être  confondu  avec  le  travail 
mécanique  véritable.  L'unité  qui  a été  adoptée  pour  la  mesure  du 
transport  horizontal,  quoiqu'aualogue  à celle  du  travail  mécani- 
que, en  est  dans  le  fond  très-distincte,  puisqu’il  ne  s'agit  pas  ici 
d'etfort  exercé  ou  de  résistance  vaincue  dans  le  sens  propre  du 
chemin  parcouru.  Sans  aucun  doute,  le  transport  horizontal  exige, 
tout  au  moins,  de  la  part  du  moteur,  un  travail  mécanique  inté- 
rieurement développé , d’où  résulte  un  degré  plus  ou  moins  grand 
de  fatigue;  mais,  comme  on  substitue  ici,  dans  la  mesure  de  l’effet 
utile,  le  poids  propre  du  fardeau  à la  résistance  que  ce  fardeau 
oppose  au  mouvement,  et  que  cette  résistance,  non -seulement  va- 
rie dans  chaque  cas,  mais  encore  peut  en  quelque  sorte,  devenir 
aussi  petite  qu’on  veut,  sans  que  l’effet  utile  soit  moindre,  il  est 
évident  qu’on  ne  doit  pas  attacher  la  même  idée  à la  mesure  de 
cet  effet  utile  et  à celle  du  travail  mécanique  qui,  dans  certains  cas, 
serait  employé  à le  produire,  comme  par  exemple,  quand  le  far- 
deau est  posé  sur  une  voiture,  sur  un  bateau  ou  quand  il  est  sim- 
plement traîné  à terre  ou  porté  sur  un  traîneau. 

A cela  près,  il  est  [aisé  de  s’apercevoir  que,  si  l’ou  considère  un 
même  mode  de  transport,  la  fatigue  ou  la  quantité  de  travail  effec. 
tivement  développée,  doit  croître  proportionnellement  au  poids  du 
fardeau  et  à la  distance  parcourue,  ou  au  produit  du  nombre  de 
kilogrammes  que  pèse  le  fardeau , multiplié  par  le  nombre  de  mè- 
tres de  chemin  parcouru;  ce  qui  revient  à prendre  pour  unité 
propre  à mesurer  l’utilité  de  transport , l’unité  de  poids  trans- 
porté à l’unité  de  distance.  Mais  on  remarquera  que  , si  la 
circonstance  du  transport  , ou  si  seulement  la  viabilité  de  la 
route  parcourue,  ou  même  encore  la  vitesse  viennent  à changer  , 
l’effet  utile  restant  le  même,  le  travail  mécanique  ou  le  degré  de 
fatigue  que  ce  transport  suppose,  peut  être  très-différent,  il  en 
est  ainsi  à peu  près  comme  du  travail  du  sonneur  et  du  scieur  de 
bois,  pour  lesquels  une  même  quantité  d’ouvrage  ou  d’effet  utile 
peut  représenter  des  quantités  très-variables  de  travail  mécanique, 
selon  la  nature  de  l'outil,  la  dureté  de  la  matière,  etc. 
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A ce  sujet,  uous  ferons  observer  que  les  transports  inscrits  dans 
le  tableau  suivant  et  qui  sont  effectués  avec  des  voitures,  des 
brouettes,  etc.,  supposent  des  chemins  d’une  viabilité  ordinaire  , 
et  que  pour  des  routes  parfaitement  unies,  l’effet  utile  augmente- 
rait à égalité  de  travail  mécanique,  comme  il  diminuerait  pour  des 
routes  en  mauvais  état. 

lit.  TABLEAU  des  effets  que  peuvent  produire  l'homme  et  les 
animaux  dans  le  transport  horizontal  des  fardeaux  considéré  en 
diverses  circonstances. 


's 

'E 

E 

3 

Z 

NATURE  DU  TRANSPORT. 

Poids  transporté.  | 

Vitesse  ou  chemin  I 
par  seconde.  9 

| i 
£•’! 

1 •; 
S 3 

1 i 

U î 

* s 

i,  - 

i i 

w Jj 

c # 

Ci 

-,  *5 

■3  £ 

U 3 

't  .2. 

3 

a 

! Elîcl 
| utile  | 
par jour  8 

t 

Un  homme  marchant  sur  un  chemin  hori- 
zontal sans  fardeau,  son  travail  consis- 
tant dans  le  transport  du  poids  de  son 
corps  

kil. 

CS 

ni. 

1,50 

k.  m. 
97.5 

h™. 

10,0 

kil.  ni. 
3510,000 

2 

Un  manœuvre  transportant  des  matériaux 
dans  une  petite  charrette  ou  camion  à 
deux  roues  et  revenant  à vide  . . . . 

100 

0.50 

SO.O 

10.0 

1800.000 

3 

Un  manœuvre  transportant  des  maté- 
riaux dans  une  brouette  et  revenant  à 
vide  chercher  de  nouvelles  charges . . 

CO 

0.50 

30.0 

10,0 

1080,000 

4 

Un  homme  voyageant  emportant  des 
fardeaux  sur  le  dos 

40 

0,75 

50.0 

7,0 

0 756,000 

3 

Un  manœuvre  transportant  des  maté- 
riaux sur  son  dos  et  revenant  chercher 
de  nouvelles  charges 

C5 

0,50 

32.5 

6,0 

0702,000 

e 

Un  manœuvre  transportant  des  fardeaux 
sur  une  civière  et  revenant  à vide 
chercher  de  nouvelles  charges  . . . . 

îiO 

0.55 

16.5 

10.0 

0594.000 

7 

Un  cheval  transportant  des  matériaux 
sur  une  charrette  et  marchant  au  pas 
continuellement  chargé 

700 

1,10 

770,0 

10,0 

27720,000 

s 

Un  cheval  attelé  à une  voiture  et  mar- 
chant au  trot  continuellement  chargé. 

3S0 

2,20 

770,0 

4,5 

1 247 1 noo 

B 

Un  cheval  transportant  des  fardeaux  sur 
une  charrette  et  revenant  à vide  cher- 
cher de  nouvelles  charges 

700 

O.CO 

420,0 

10,0 

15120,000 

10 

lin  cheval  chargé  sur  le  dos  et  allant 
au  pas 

120 

1,1 

152,0 

10,0 

1752.000 

l< 

Un  cheval  chargé  sur  le  dos  et  allant 
an  trot 

80 

2,2 

176,0 

7,0 

4435,000 

SI 
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DES  APPARUES  SERVANT  A APPRÉCIER  DIRECTEMENT  I.K  TRAVAIL  DKS 

MOTEURS  ET  DKS  MACHINES,  AINSI  QUE  LES  LOIS  DE  LEUR  MOUVEMENT. 

Variété  des  appareils  proposés  pur  les  mécaniciens. 

122.  Dupais  longtemps  les  mécaniciens  ont  senti  la  nécessité  de 
mesurer,  par  des  moyens  directs,  la  quantité  de  travail  transmise 
aux  arbres  tournans,  pendant  le  travail  régulier  des  machines* 
soit  pour  comparer  les  résultats  du  calcul  à ceux  de  l’expérience, 
soit  pour  apprécier  le  travail  utile  des  différents  opérateurs  et  y 
proportionner  ensuite  la  puissance  des  moteurs.  A cet  effet,  on  a 
proposé  différents  appareils  dont  un  des  plus  anciens  parait  être 
le  dynamomètre  de  White,  mécanicien  anglais,  imaginé  vers  4 801 
et  dont  on  trouve  la  description  détaillée  et  le  dessin  dans  le  Bul- 
letin de  la  Société  d’ Encouragement,  année  1828,  page  248  et  l’ap- 
plication à une  roue  hydraulique  dans  la  même  collection . année 
1827,  page  426-  M.  Welter,  correspondant  de  l’Académie  des 
Sciences,  a conçu  aussi  un  mécanisme  destiné  au  même  usage  et 
qui  est  décrit  avec  détail  dans  une  notice  de  M.  Hachette,  insérée 
au  N'  320  du  même  recueil  pour  l’année  1831 , page  103.  M.  de 
Coriolis  a présenté  en  1829,  à la  Société  d’Encouragement , le 
modèle  d'un  dynamomètre  pour  mesurer  les  résistances  variables 
des  machines  ; on  en  trouve  la  description  et  le  dessin  dans  la  col- 
lection des  bulletins  de  cette  société,  pour  l’année  1829,  p.  477. 

Ces  divers  dynamomètres  , ainsi  que  plusieurs  autres  que  nous 
passons  sous  silence,  fondés  sur  des  considérations  ingénieuses, 
remplissent  bien  le  but  que  leurs  auteurs  se  sont  proposé,  mais  iis 
offrent  trop  Je  complication,  ils  sont  difficilement  transportables 
et  ne  peuvent  être  construits  partout  en  peu  de  temps  et  à peu  de 
frais  ; ces  défauts  graves  qui  leur  sont  communs  à tous , joints  à 
d'autres  particuliers  à chacun  d’eux,  en  limiteront  toujours  l’em- 
ploi et  leur  feront  préférer  l’appareil  connu  sous  le  nom  de  frein 
de  M.  de  Prony,  proposé  en  1821  par  cet  illustre  ingénieur,  et  ap- 
pliqué par  lui  A des  expériences  suivies,  sur  la  machine  à vapeur  du 
Gros  Caillou  (*).  Depuis  il  a été  mis  en  usage  pour  beaucoup  d’ex- 
périences, et,  toutes  les  fois  qu’on  a su  l’employer  convenable- 
ment , il  u été  reconnu  qu’il  fournissait  des  résultats  aussi  satisfai- 
sants qu’on  peut  le  désirer  dans  de  pareilles  recherches.  Nous 

(’)  Annales  île  physique  cl  de  chimie  , tome  1 !).  année  1822.  annales  des 
mines,  tome  12  , (umrc  1 8*2 li . 
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citerons,  pour  exemples,  les  expériences  sur  la  roue  à aulies 
courbes,  faites  en  1826,  par  M.  Poncelet  (’),  celles  de  M.  Morin  , 
sur  différents  moteurs,  en  1828  ("),  enfin  celles  que  M.  Egen , 
ingénieur  allemand  distingué,  a entreprises  en  1830  (*")  aux  frais1 
du  gouvernement  de  Prusse , dans  les  principales  usines  de  la 
Westpbalie  rhénane. 

Ces  dernières  expériences,  qui  ont  principalement  concerné  les 
roues  hydrauliques  en  usage  dans  les  forges,  ont  conduit  leur  au- 
teur à proposer  plusieurs  perfectionnements  ingénieux  à l’instru- 
ment dont  il  s'agit,  qui  le  rendent  le  plus  convenable  et  le  plus 
commode  de  ceux  qui  ont  été  imaginés  jusqu’ici. 

Description  du  frein  de  M.  Prony 

123.  Le  frein  dynamométrique,  tel  qu’il  a été  proposé  et  décrit 
|>ar  M.  de  prony,  consiste  (fig.  189)  en  un  levier  ab  garni  d’un 
coussinet  e qui  repose  sur  l’arbre  tournant  c,  auquel  la  direction 
du  levier  est  perpendiculaire.  Une  autre  pièce  a’6’  placée  sous  l’ar- 
bre est  réunie  à la  première  ab  par  deux  boulons  dd,  au  moyen 
desquels  on  peut  serrer  à volonté  l’arbre  entre  les  deux  pièces  ab 
et  a'b'  qui  prennent  quelquefois , par  suite  de  cette  destination , le 
nom  de  mâchoire t du  frein.  De  la  compression  de  l’arbre  c entre 
ces  mâchoires , résulte  à sa  circonférence  un  frottement,  qui  pen- 
dant le  mouvement  tend  à entraîner  le  levier  ab  et  à le  faire  parti- 
ciper à la  rotation  de  l'arbre,  mais  un  poids  P,  constant,  s'il  agit 
à une  distance  variable  de  l’axe  c,  ou  variable  s'il  est  posé  dans  un 
plateau  fixe  au  bout  de  l’arbre,  s’oppose  au  mouvement  du  levier, 
et  fait  constamment  équilibre  au  frottement  qui  se  développe  sur 
la  circonférence  de  l’arbre,  c’est  ce  dont  on  s’assure  dans  l’expé- 
rience , en  faisant  varier  le  poids  P ou  sa  distance  à l’axe  c , de 
manière  que  le  levier  ab  soit  toujours  horizontal , ou  n’oscille  que 
faiblement  au-dessus  ou  au-dessous  de  cette  position.  Cet  appareil 
peut  d’ailleurs  s'appliquer  aussi  aux  arbres  verticaux , mais  alors  il 
convient  de  soutenir  le  long  bras  du  levier  dont  le  poids  occasion- 
nerait une  torsion  de  la  bride . et  de  suspendre  le  poids  P à une 


(*)  Mémoires  sur  les  roues  hydrauliques  à aubes  courbes,  par  M.  Poncelet 
(”)  Memorial  de  l'artillerie,  n*  3. 

(’“)  Uutersucbungcn  über  den  offert  eiuigcr  in  Hheinlaud  \Vesl|ibalen 
licslchenden  wasserwerke  Berlin.  1831,  1"  rt  2"  parties. 
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corde  passant  sur  une  poulie  de  renvoi  et  tirant  le  levier  horizon- 
talement. Ainsi  modifié,  il  a été  employé  avec  succès. 

Cela  posé,  et  la  machine  étant  parvenue  à la  vitesse  du  régime 
qu’on  veut  obtenir , il  est  évident  qu’eu  vertu  du  principe  de  la 
transmission  de  l’action,  la  quantité  de  travail  transmise  à l’arbre, 
sera  mesurée  d’abord  par  le  produit  du  frottement  F qui  se  déve- 
loppe à sa  circonférence,  et  du  chemin  parcouru  par  cette  circon- 
férence et  qu’en  appelant  n le  nombre  de  révolution  qu’elle  fait  en 
1”,  r le  rayon,  ce  travail  aura  pour  expression 

Fn.2llr; 

mais  le  poids  P placé  à l’extrémité  du  levier  ab  à une  distance  ho- 
rizontale l de  l'axe  c et  dans  lequel  nous  comprendrons  la  compo- 
sante du  poids  propre  du  levier  qui  agirait  à la  même  distance  pour 
le  faire  baisser , étant  disposé  de  manière  à faire  sans  cesse 
équilibre  au  frottement  F,  on  aura, 

P/=Fr  d’où  2rWnP^2IImF. 

Donc  le  travail  transmis  à la  circonférence  de  l’arbre  c a aussi 
pour  mesure  le  produit  du  poids  P,  qui  maintien  le  levier  ab  dans 
la  position  horizontale,  par  le  chemin  que  parcourrait  son  point 
d’attache  b,  si  le  levier  tournait  autour  de  l’arbre  avec  la  vitesse 
angulaire  de  cet  arbre. 

On  voit  donc  qu'on  n’a  besoin  de  connaître  ni  la  pression  exer- 
cée par  les  mâchoires  du  froin  sur  l’arbre,  ni  le  rapport  de  cette 
pression  au  trottement  F qu’elle  produit  et  qu’il  suffit  de  la  faire 
varier,  en  serrant  ou  deserrant  le  boulon  dd  et  en  augmentant  ou 
diminuant  proportionnellement  le  moment  du  poids  P,  jusqu’à  ce  que 
l’arbre  ait  pris  la  vitesse  de  régime  sous  laquelle  on  veut  opérer. 

124.  A cette  théorie  fort  simple  de  l’appareil,  il  ne  nous  reste 
qu’à  ajouter  quelques  détails  sur  les  perfectionnements  qui  ont  été 
proposés  par  divers  expérimentateurs.  M.  Hachette  et  plusieurs  au- 
tres mécaniciens  ont  remplacé  le  poids  P par  la  tension  d’une  corde 
attachée  à un  dynamomètre  fixe,  dont  la  flexion  indiquait  l'effort 
nécessaire  pour  faire  équilibre  au  frottement  à chaque  instant; 
pour  que  le  bras  de  levier  fut  constant  on  adaptait  au  bout  de  ab 
un  arc  de  cercle  concentrique  à c.  Mais  les  oscillations  du  levier  et 
du  dynamomètre  rendent  l’observation  difficile;  quand  on  a l'ha- 
bitude de  ce  genre  d’expérience,  on  peut  avec  un  peu  d’adresse, 
diminuer  ces  oscillations  dans  les  machines  à mouvement  uniforme, 
mais  dans  celles  où  le  mouvement  est  variable  de  sa  nature,  il  serait 
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presqu’impossible  d'observer  exactement  les  différentes  valeurs  des 
efforts  exercés  sur  la  corde. 

M.  Poncelet  a proposé  de  placer  parallèlement  au  dynamomètre 
un  plateau  tournant  (6g.  190)  mis  en  mouvement  par  une  ficelle 
ou  une  petite  corde  sans  fin  qui  passerait  dans  une  rainure  prati- 
quée sur  l’arbre  et  qui  recevrait  d’un  style  fixé  au  ressort , une 
trace  permanente  des  différentes  valeurs  de  la  tension. 

Au  moyen  de  cette  ingénieuse  disposition , il  devient  facile  de 
connaître,  pour  chacun  des  espaces  décrits  par  l’arbre,  non  seule- 
ment l’effort  exercé  sur  le  levier  et  par  suite  celui  qui  est  transmis 
à la  circonférence  de  cet  arbre,  mais  encore  le  travail  absorbé 
par  le  frottement  du  frein  qui  est  évidemment  en  rapport  avec  les 
aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  qui  mesurent  les  tensions  du 
ressort  sur  le  plateau  tournant. 

Cette  amélioration  n’avait  pas  encore  été  mise  enpratiquelorsquc 
M.  Morin  commença,  en  1830.  ses  expériences  sur  le  frottement , 
dont  les  résultats  se  trouvent  consignés  dans  un  mémoire  présenté 
à l’Académie  Royale  des  sciences  de  l'institut, le  12  décembre  1831 
et  approuvé  le  26  mars  183?  par  une  commission  composée  de 
MM.  Poisson,  Arago  et  Navier  rapporteur.  L’académie  ayant  voté 
l’impression  de  ce  mémoire  dans  le  recueil  des  savants  étrangers,  il 
ne  tardera  probablement  pas  à paraître  et  nous  y renverrons  pour 
tous  les  perfectionnements  de  détail  qui  ont  assuré  la  complète 
réussite  de  l'appareil  et  notamment  pour  la  disposition  du  plateau 
tournant,  du  ressort  du  dynamomètre,  composé  de  deux  pièces 
réunies  par  des  articulations  aux  deux  bouts,  enfin  du  style  des- 
tiné à fournir  la  trace  des  flexions  et  qui  se  trouve  ici  remplacé 
par  un  pinceau  imbilé  d’encre  de  chine,  qu’on  approche  à volonté 
du  papier  qui  recouvre  le  plateau  tournant,  au  moyen  d’une  vis 
adaptée  au  fourreau  qui  porte  le  pinceau. 

Les  localités  s'opposent  quelquefois  à l’emploi  de  la  pièce  infé- 
rieure a'b\  (fig.  189)  dans  ce  cas,  et  souvent  même  seulement  daus 
le  but  d’embrasser  l’arbre  sur  une  grande  étendue,  on  la  remplace 
par  une  bande  de  tôle  mince1,  demi-circulaire,  qui  s’accroche  aux 
boulons  dd.  Mais  cette  bande,  qui  doit  résister  à une  tension  con- 
sidérable, est  rarement  assez  flexible  pour  s’appliquer  exactement 
sur  tout  le  pourtour  de  l’arbre,  de  sorte  qu’on  n’est  jws  certain 
que  la  pression  se  répartisse  sur  une  surface  assez  considérable 
pour  que  les  corps  en  contact  ne  se  rôdent  pas,  ce  qui  offre  des 
inconvéniens,  parce  que  les  particules  enlevées  s’accumulent  entre 
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l'arbre  el  la  brûle  , oeca&ioilueni  des  inégalités  de  résistance  qui 
augmentent  les  secousses  du  levier.  Pour  remédier  à ce  défaut  » 
M.  Egen  propose  (fig.  191)  (ouvrage  déjà  cité),  de  former  la  bride 
de  maillons  plats,  en  tôle,  articulés,  qni  se  ploient  facilement  sur 
la  circonférence  de  l'arbre  et  permettent  aux  corps  étrangers,  s'il 
y en  a,  de  se  loger  dans  les  angles  de  deux  maillons  successifs. 

Dimension  à donner  d la  partie  cylindrique  de  l'arbre. 

125.  On  conçoit  que,  plus  le  rayon  de  la  partie  cylindrique  sur 
laquelle  on  place  le  frein  est  grand,  moins  la  pression  et  le  frotte- 
ment qui  en  résultent  le  devront  être,  ce  qui  rendra  l’expérience 
plus  facile  et  plus  exacte;  il  ne  serait  môme  pas  toujours  possible, 
avec  de  petits  arbes,  d’obtenir  une  résistance  assez  grande,  pour 
que  son  travail  fut  égal  à celui  qu'on  veut  mesurer,  enfin  les  ar- 
bres en  bois  sont  peu  propres  à ce  genre  d’expériences,  surtout 
lorsqu’ils  sont  naturellement  mouillés  (*)  et  l’on  ne  trouve  pas 
toujours  sur  ceux  qni  sont  en  métal  une  portion  déjà  tournée  ou 
qui  puisse  l’étre  facilement  il  convient  donc,  dans  beaucoup  de 
cas,  de  monter,  sur  l’arbre,  un  manchon  en  fonte,  prépré  à l'avance, 
comme  celui  qui  a été  employé  par  M.  Egenetqu’on  pourra  centrer 
facilement  au  moyen  des  boulons  cc  (fig.  191),  après  quoi  on  l’ar- 
rêtera par  des  calles  bien  serrées  sur  le  pourtour  de  l’arbre,  de 
manière  à ne  pas  déformer  irrégulièrement  la  gorge  du  manchon. 
Un  coussinet  en  fonte  se  fixe  aussi  au  bras  supérieur  du  frein,  de 
sorte  qu’on  n’a  en  contact  que  des  surfaces  métalliques  dont  le 
frottement  est  plus  régulier  et  qui  sont  peu  sujettes  à s’altérer. 

Il  ne  serait  pas  difficile  de  calculer  les  dimensions  du  manchon 
par  la  condition  que  le  frottement  de  la  bride  sur  l’arbre  , ou  ce 
qui  revient  an  même  , la  tension  des  boulons  ne  dépassât  pas  une 
valeur  qu’un  ou  deux  hommes  pussent  produire  facilement  à l’aide 
d’une  clef  d’écrou  de  dimension  donnée.  Nous  nous  bornerons  à 
dire  qu’on  peut  aisément  mesurer  sur  une  partie  cylindrique  de 
0",  1 fi  de  diamètre,  à la  vitessedc20  à 30  tours  on  1*,  une  formée  8 il  8 chevaux. 
0*»,50â  0",40  — idem.  — 15  à 50  — idem.  — 15  a 55 — idem. 

O".65i0"*,80  — idem.  — 15530  — idem.  — 40  à 60 — idem. 

(’)  On  doit  bien  se  garder  ulors  de  les  graisser,  parce  qu'il  en  résulte  des 
inégalités  de  résistance  qui  rendent  toute  observation  impossible,  ainsi  qu’il 
a été  observé  par  M.  l’oncclet  ; il  faut  alors,  comme  il  l'a  fait  dans  les  expé- 
riences sur  la  roue  hydraulique  à aubes  courbes  de  M.  de  Niccville,  à Metz, 
se  borner  à faire  sur  l’arbre  un  filet  il'rau  continu  , qui  en  mouillant  l'arbre 
d’une  manière  régulière,  t'empêche  de  cc  charbonncr  trop  fortement. 
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Le  frottement  tendant  toujours  à faire  participer  k levier  du 
frein  au  mouvement,  de  rotation  de  l'arbre,  on  limite  quelquefois 
l’amplitude  des.  écarts  à l’aide  d'une  corde  fixée  au  sol;  mais  dans 
des  à-coups  brusques,  comme  il  s’en  produit  quelquefois  faute  de 
précautions,  la  corde  peut  casser  et  occasionner  des  accidents 
graves.  Il  sera  plus  sûr  de  placer , de  part  et  d’autre  de  l'arbre 
sous  le  levier , des  chevalets  solides  ou  d'autres  supports  assez  éle- 
vés pour  ne  lui  laisser  faire  que  de  faibles  oscillations  au-dessus 
et  au-dessous  de  l'horizontale,  et  qui,  par  leur  rigidité,  obligeront, 
en  cas  d’accident,  la  bride  ou  les  boulons  à se  rompre,  ce  qui  n'of- 
fre aucun  danger. 

Observation  relative  à V influence  de  l'inertie. 

126.  Enfin  il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  observer  qu’avant  de 
regarder  l’éiiquiiibre  comme  établi,  entre  la  charge  du  levier  du 
frein  et  la  paissance  motrice,  il  convient  de  s'assurer  par  plusieurs 
observations  répétées,  que  la  vitesse  de  l’arbre  est,  sinon  uni- 
forme, du  moins  périodique,  et  que  les  tours  se  font  tous  dans  un 
même  temps,  car  si  le  mouvement  se  retardait  ou  s’accélérait  pen- 
dant l’expérience,  l'inertie  des  masses  développerait  une  quantité 
de  travail , qui  tendrait  à faire  estimer  trop  haut,  dans  le  premier 
cas,  et  trop  bas  dans  le  second,  celle  qui  est  transmise  à l’arbre. 

Appareils  pour  mesurer  le  travail  dans  le  mouvement  rectiligne  et 
spécialement  dans  le  tirage  des  animaux. 

127.  Les  dispositifs  dont  il  vient  d’être  rendu  compte,  ne  sont 
applicables  qu'aux  arbres  tournons  des  machines  stationnaires  ; 
mais  ils  ne  pourraient  s'appliquer  avantageusement  aux  machines 
locomotives  et  notamment  ail  tirage  des  chevaux  sur  les  voitures 
et  les  charrues.  Ordinairement  on  a recours,  dans  ce  cas,  au  dyna- 
momètre à ressort  oval,  proposé  par  M.  Régnier  ("),  interposé  di- 
rectement entre  la  puissance  et  la  résistance  et  dont  l’usage  est 
aujourd'hui  assez  généralement  répandu,  malgré  l’incertitude  de 
ses  indications  et  les  altérations  que  peut  subir  un  ressort  rentrant 
snr  lui-même,  par  la  répétition  des  tensions  et  les  changements  de 
la  température.  C'est  avec  cet  instrument  qui,  au  moyen  d’une 
aiguille  et  d’un  limbe  gradué,  donne  les  efforts  de  traction  suivant 

(’)  Voyez,  dans  le  V*  cahier  du  Journal  de  l'ecole  polytechnique  , page  KiO. 
la  description  de  ce  dynamomètre  et  des  ex  périmer*  faites  par  son  secours. 
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la  direction  du  grand  ou  du  petit  axe  du  ressort,  que  Régnier  lui- 
même,  a fait. quelques  expériences  sur  la  force  des  chevaux  et  la 
résistauce  des  voitures,  expériences  dout  les  résultats  se  trouvent 
consignés  dans  l'endroit  cité  du  Journal  de  P Ecole  polytechnique;  et 
c’est  par  des  moyens  analogues  que  MM.  Rurafort,  Boulard  et  Ha- 
chette, etc.,  ont  essayé  de  mesurer  directement  la  force  de  tirage 
des  chevaux  appliqués  aux  voitures  (section  111,  N°  47)  ou  aux 
manèges  (voyez,  le  Traité  de  machines  de  ce  dernier);  mais  attendu 
l'inégalité  du  mouvement  et  de  l’action  dans  ce  cas,  on  conçoit  que 
les  observations  du  dynamomètre  doivent  être  bien  difficiles  et  ne 
conduire  qu'à  des  évaluations  grossières  et  souvent  fautives,  puis- 
qu’il ne  s'agit  point  ici  simplement  de  se  borner  aux  moyennes 
arithmétiques  entre  les  indications  maxima  et  minima  de  l’aiguille 
pour  obtenir  la  mesure  effective  du  travail  développé. 

Dans  un  mémoire  présenté  en  1823  , à l’Académie  royale  de 
Metz.  (*)  M.  Didion,  officier  d’artillerie,  a proposé  pour  l’évalua- 
tion directe  du  travail  des  chevaux,  de  les  faire  agir,  par  l’inter- 
médiaire d’un  trait  sensiblement  horizontal,  sur  un  arbre  tournant 
ou  treuil  auquel  serait  adapté  le  frein  de  M.  de  Prony  ; mais  on 
conçoit  qu’avec  cet  appareil,  il  n'est  pas  possible  de  continuer 
longtemps  le  mouvement  des  chevaux  ni  d’en  rien  conclure  de  bien 
précis,  attendu  les  résistances  étrangères  inhérentes  à ce  dispositif 
et  qui  ne  se  trouvent  point  directement  appréciées.  Aussi  la  com- 
mission chargée  de  l’examiner  et  d’en  rendre  compte  à l'Académie, 
donna-t-elle  la  préférence  aux  moyens  qui  consistent  à atteler  les 
chevaux  à une  voiture  convenablement  chargée,  et  à mesurer  di- 
rectement les  efforts  de  tirage  par  les  indications  d'un  dynamo- 
mètre; mais  elle  n'indique  point , dans  son  rapport , le  genre  de 
l'instrument,  ni  le  mode  d’expérimentation. 

Moyens  proposés  par  M.  Poncelet,  1°  pour  le  cas  des  voitures,  etc. 

128.  M.  Poncelet,  qui  faisait  partie  de  la  commission,  proposa, 
à cette  occasion,  l'emploi  de  palonniers  à ressort  dans  le  genre  de 
ceux  qui  ont  été  décrits  par  le  capitaine  du  génie  Delille,  dans  les 
bulletins  de  la  Société  <T Encouragement , année  1825,  page  279,  et 
dont  l’objet  était  uniquement  d’éviter  les  secousses  et  chocs  vio- 
lents que  subissent  parfois  les  chevaux  dont  le  mode  d’attelage 

(’)  Voyez  les  mémoires  île  celle  académie,  pour  l'année  1329.  page  208. 
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ordinaire  : l'extrémité  de  ces  ressorts  aurait  porté  un  style  destine 
comme  dans  l’appareil  précédent,  à tracer  sur  des  plateaux  tour- 
nants mis  en  communication  de  mouvement  avec  les  roues  de 
l'avant-traiu,  les  lignes  spirales  qui  indiquent,  pour  chaque  ins- 
tant, le  rapport  de  la  tension  à l’espace  parcouru,  et  les  quantités 
de  travail  mêmes  dépensées  par  chaque  cheval,  ou  simultanément 
par  tous  les  chevaux,  en  les  fesant  agir  par  l’intermédiaire  des 
traits,  des  palonniers  ou  de  tout  le.systèmc  de  l’avant-train , sur  un 
dynamomètre  analogue  à celui  du  n°  134  ci-dessus.  Cette  idée  fort 
simple  qui  ne  fut  point  appréciée  par  la  majorité  de  la  commission, 
l>cut  se  réaliser  de  différentes  manières,  dans  la  supposition  pré- 
sente, par  un  renvoi  de  poulies  ou  de  petites  roues  dentées,  facile 
à imaginer  et  susceptible  de  se  plier  à une  infinité  de  circonstances , 
où  il  s’agit  d’évaluer  exactement  le  travail  des  moteurs  et  des 
machines. 

Par  exemple,  dans  le  cas  où  il  s’agirait  d'apprécier  directement 
la  quantité  de  travail  nécessaire  à appliquer  à une  voiture , à un 
traineau  ou  à une  charrue,  qui  exigeraient  l’emploi  simultané  de 
plusieurs  chevaux,  dont  l’action  serait  difficile  à mesurer  séparé- 
ment, on  pourra  dans  certains  cas,  remplacer  l’attelage  ordinaire 
par  la  traction  d’un  bout  de  câble  horizontal,  lié  â un  avant- 
train  détaché,  sur  lesquels  opéreront  les  chevaux  et  qui  sera 
disposé  de  manière  à recevoir  convenablement  le  dynamomètre  et 
le  plateau  tournant  : quant  au  mouvement  de  ce  dernier,  on  pourra 
le  tirer  directement  de  celui  des  roues  ou  de  l’essieu,  s’il  est 
tournant,  au  moyen  de  poulies  de  renvoi,  etc,  ou,  ce  qui  sera 
préférable  dans  beaucoup  de  cas,  ce  mouvement  sera  pris  d’une 
corde  tendue  en  ligne  droite  le  long  du  chemin  à parcourir,  arrêtée 
fixement  aux  deux  bouts  et  embrassant,  à une  ou  deux  reprises, 
la  gorge  d’une  poulie  montée  sur  le  même  axe  que  le  plateau  tour- 
nant au-dessus  ou  au-dessous  de  l’essieu  de  l’avant-train. 

2“  Pour  le  cas  des  manèges. 

S'il  s’agit  de  mesurer  le  travail  dynamique  d’un  cheval  attelé  à 
un  manège  ordinaire,  on  fixera  (fig.  192)  l’une  des  branches  du 
ressort  dynanométrique  au  point  de  tirage  à l’extrémité  de  la  barre 
de  façon  qu’il  puisse  librement  tourner  autour  de  ce  point  pour 
suivre  l’angle  du  tirage,  plaçant  le  plateau  â tracer  concentrique- 
ment au  même  point  servant  d’axe,  et  adaptant  une  petite  poulie 
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de  renvoi  à l;t  partie  inférieure  de  cel  axe,  on  la  mettra  en  com- 
munication de  mouvement  avec  le  gros  arbre  du  manège,  au  moyen 
d’une  petite  corde  sans  (in  bien  tendue,  montée  sur  une  grande 
poulie  à gorge  fixe,  formant  anneau  autour  de  cet  arbre,  et  sus- 
ceptible de  glisser  sur  son  contour  cylindrique,  sans  être  entraînée 
par  suite  du  mouvement  général. 

Le  moyen  d'empêcher  cette  dernière  poulie  d'être  entraînée  par 
l'arbre,  est  trop  simple  pour  qu’il  soit  nécessaire  de  s’y  arrêter;  le 
procédé  d'après  lequel  l’on  trouvera  le  rapport  des  efforts  du 
tirage  et  du  chemin  réellement  décrit,  ou  les  quantités  de  travail 
livrées  à l’arbre  du  manège  n’est  pas  moins  évident , et  l’on  voit 
généralement  que  dans  un  travail  où  ces  efforts  et  la  vitesse  sont 
naturellement  périodiques,  sinon  uniformes,  la  moyenne  des  pre- 
mières (sect.  I,  n°  9)  sera  donnée  directement  par  le  plus  grand 
nombre  des  points  de  recoupement  de  la  trace  du  style  sur  le 
plateau  tournant,  trace  qui  affectera  alors  la  forme  d’une  ligne 
ondulée  autour  du  cercle  répondant  à l’effort  moyen.  Connaissant 
ainsi  l’effort  moyen,  il  ne  s'agira  plus  que  de  le  multiplier  par  le 
chemin  décrit  pendant  l’unité  de  temps  ou  par  h vitesse  moyenne 
du  point  d’application  de  la  force,  pour  obtenir  la  quantité  de 
travail  correspondante  de  celle-ci,  qui  doit  toujours  être  estimée 
dans  le  sens  du  chemin  ou  de  la  vitesse  dont  il  s'agit. 

Procédés  pour  mesurer  directement  lu  vitesse  et  le  temps. 

129.  Avant  de  terminer  ce  sujet,  il  nous  reste  à dire  un  mot 
sur  les  moyens  de  mesurer  la  vitesse  même  du  mouvement  dans  les 
expériences,  qui  ont  pour  objet  l’appréciation  du  travail  des  mo- 
teurs et  des  machines. 

Lorsque  le  mouvement  est  entièrement  uniforme  ou  seulement 
[lériodiquc,  la  vitesse  constante  ou  moyenne  se  conclut  aisément 
du  nombre  des  révolutions  d’une  certaine  pièce  et  du  chemin 
décrit  par  un  certain  point  dans  un  temps  donné  et  suffisamment 
long.  S'il  s'agit  notamment  d'une  roue  mobile  autour  d’un  axe  fixe, 
dont  le  mouvement  soit  rapide,  on  choisit  sur  les  tourillons  ou  sur 
l’arbre  un  point  remarquable  dont  les  coïncidences  avec  un  point 
ou  une  direction  fixes  puissent  être  facilement  observées;  ou 
compte  le  nombre  de  ces  coincidences  dans  un  temps  donné,  pour 
en  conclure  leur  nombre  pour  chaque  seconde:  si  l'on  manque  de 
points  remarquables  on  en  trace  un  avec  de  la  craie  blanche  ; quel- 
quefois au«si  te  mouvement  est  accompagné  de  sons  ou  battements 
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dont  la  périodicité  indique  avec  beaucoup  d'exactitude  le  nombre 
des  révolutions,  sans  qu’il  soit  nécessaire  de  recourir  au  sens  de 
la  vue,  qui  reste  libre  pour  l'observation  du  temps.  Ce  dernier  se 
mesure  à l'aide  d’une  montre  ordinaire , si  Te  mouvement  est  long- 
temps prolongé  uniformément  ou  d’une  montre  à secondes  et  à 
repos  quand  il  l’est  peu.  On  supplée,  dans  beaucoup  de  cas,  ce 
dernier  instrument  par  l’observation  des  oscillations  d’un  petit 
pendule  formé  par  une  balle  de  plomb,  suspendue  à un  fil  délié 
et  dont,  comme  on  sait,  la  durée,  en  secondes  est  donnée  pour 
une  oscillation  entière  par  la  formule 

T-n\/T  0 

dans  laquelle  n = 5,1415920,  g 9", 8088  et  a désigne  la  longueur 
du  pendule  comprise  entre  le  point  de  suspension  et  le  centre 
d'oscillation , qu’on  peut  ici,  sans  erreur  sensible,  supposer  con- 
fondu avec  le  centre  de  la  balle.  D'après  la  formule  ci-dessus  on 

prendra  a = 0m,99i  si  le  pendule  doit  ballre  les  secondes  a „ 

0™ ,994  = O1", 248  s’il  doit  battre  les  demi  secondes  et,  en  général, 
a 0“,9938T’ 

si  la  durée  des  oscillations  doit  être  une  fraction  de  seconde  me- 
surée par  T. 

Il  se  présente  des  circonstances  oit  il  devient  nécessaire  d’appré- 
cier les  dixièmes  de  seconde,  et  l’observation  d’un  pendule  dont  les 
oscillations  n'auraient  que  celle  dur**,  serait  peu  exacte  et  pour 
ainsi  dire  impossible.  Les  astronomes,  par  la  grande  habitude 
qu’ils  ont  de  mesurer  le  temps,  se  servent  encore  du  pendule  à 
secondes  et  ils  estiment  les  10r  en  scandant  la  suite  des  nombres 
de  0 à 10  pendant  la  durée  d un  battement  du  pendule,  mais  le 
célèbre  Bréguet  a construit  des  chronomètres  à plume  qui  donnent 
exactement  les  10*  de  seconde,  et  selon  M.  Egen,  dont  nous  avons 
déjà  cité  plus  haut  les  recherches  expérimentales,  il  existe  en 
Allemagne  des  chronomètres  qui  donneraient  avec  exactitude  jus- 
qu’aux 100*'  de  seconde.  Mais  de  tels  instruments  sont  d’un  grand 
prix  et  hors  de  la  portée  du  grand  nombre  des  expérimentateurs. 
Souvent  même,  à défaut  de  montre  et  de  pendule  à secondes,  on 
se  sert  tout  simplement  de  l’observation  des  battements  du  pouls, 

(’)  Traité  de  Mécanique  de  M.  Poisson  , n"  228  . tome  11. 


Digitized  by  Google 


— Ü50 


dont  on  a préalablement  compté  le  nombre  pendant  la  durée  de 
quelques  minutes  indiquées  par  tnie  bonne  montre  ordinaire. 

Procédés  pour  trouver  la  loi  des  mouvements  Variables. 

130.  L’observation  simultanée  du  chemin  décrit  par  un  certain 
point  d’une  machine  et  du  temps  écoulé  pour  en  conclure  la  vitesse, 
présente  souvent  des  difficultés  et  exige  qu’on  ait  recours  à un  aide 
même  quand  le  mouvement  est  uniforme  ou  périodique;  à plus  forte 
raison  en  est-il  ainsi  quand  la  vitesse  varie  à chaque  instant  et  qu'il 
est  intéressant  de  connaître  ses  valeurs  ou  la  loi  qu'elle  suit  par 
rapport  aux  espaces  et  aux  temps,  on  emploie  à se  sujet  divers 
procédés  dont  le  plus  simple  consiste  à diviser  l’espace  à parcourir 
en  un  certain  nombre  de  parties  égales , au  moyen  de  traits  appa- 
rents et  dont  le  premier  coincide  avec  celui  qui  répond  à la  pièce 
mobile  et  soit  exempt  d'incertitude  : on  observe  simultanément  les 
temps  écoulés  au  bout  de  chacun  des  espaces  égaux  décrits  et  qui 
ont  été  préalablement  divisés  ; traçant  ensuite  une  courbe  qui  ait 
ces  temps  et  ces  espaces  respectifs  pour  abscisses  et  ordonnées, 
la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  d’inclinaison  des  tangentes 
en  chaque  point  avec  l’axe  des  abscisses  donne  la  vitesse  corres- 
pondante du  mobile. 

Lorsqu’on  opère  au  moyen  des  battements  du  pendule,  et  que 
le  mouvement  n’est  pas  très-rapide,  il  est  souvent  plus  commode 
de  suivre  de  la  main  le  trait  mobile  et  de  marquer  d’un  trait  la 
position  ;1  la  fin  de  chaque  battement  ; mais  ces  procédés  devien- 
nent tout-à-fait  inapplicables  lorsque  le  mouvement  est  très-rapide 
et  de  courte  durée;  on  est  alors  forcé  de  recourir  à des  appareils 
particuliers,  plus  ou  moins  compliqués  et  qui  varient  suivant  les 
circonstances  : tel  est  entre  autre  le  pendule  balistique  de  Robins 
et  le  tambour  à diaphragme  et  à vitesse  uniforme  de  Grobert  qui 
servent  seulement  à mesurer  la  vitesse  des  projectiles  sur  une  petite 
partie  de  leur  course.  Tels  sont  aussi  les  appareils  employés  par 
M.  Eytelwein,  pour  observer  la  loi  du  mouvement  de  la  soupape 
d’arrêt  du  belier  hydraulique  ('),  et  celui  dont  s’est  servi  récem- 
ment M.  Morin,  dans  ses  expériences  sur  le  frottement,  pour  dé- 
couvrir la  loi  du  mouvement  du  traîneau  glissant  horizontalement 
sur  de  longs  gîtes  parallèles  : l’un  et  l’autre  consistant  à combiner 

(")  Observations  sur  le  behier  hydraulique , etc.  Paris  1822  , traduction  de 
M.  Gcrard  , membre  de  l'institut,  page  113  , $ XXV. 
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le  mouvement  variable  de  la  pièce  donnée  avec  le  mouvement 
uniforme  et  connu  d'une  autre  pièce , au  moyen  de  la  trace  d'uu 
style  fixé  à l’une  de  ces  deux  pièces. 

Idée  de  quelques  appareils  qui  peuvent  servir  à cet  effet  dans  le  cas 
des  mouvements  rapides  ou  de  courte  durée. 

131.  Par  exemple, s'il  s'agit  de  trouver  la  loi  du  mouvement  rec- 
tiligne d'un  châssis  ou  traîneau  quelconque,  on  disposera  parallè- 
lement à ces  côtés,  un  tambour  cylindrique  recouvert  de  papier 
auquel  on  imprimera  un  mouvement  de  rotation  uniforme  connu 
par  un  mécanisme  quelconque,  puis  on  fixera  la  pointe  à tracer 
sur  le  terrain;  il  est  évident  que  la  trace  laissée  par  cette  poinie 
sur  le  tambour,  servira  à trouver,  pour  chacun  des  angles  succes- 
sivement décrits  par  ce  dernier  et,  par  suite  des  temps  écoulés  , la 
grandeur  de  l’espace  décrit  par  le  style  ou  le  traîneau  et  d’où  l’on 
conclura  facilement  la  loi  du  mouvement  et  de  la  vitesse  comme 
nous  l’avons  expliqué  ci-dessus.  Le  même  résultat  serait  obtenu 
si  l'on  remplaçait  le  tambour  cylindrique  par  un  plateau  à mou- 
vement uniforme  , disposé  parallèlement  au  chemin  décrit  par  le 
style,  chemin  qui  ici  ne  pourrait  être  très-grand.  Une  disposition 
analogue  peut  servir  à découvrir  la  loi  du  mouvement  variable 
d’une  pièce  de  rotation  qu’on  aurait  armée  d’un  style , dont  la 
pointe  à tracer  se  mouvrait  dans  le  plan  du  plateau  à vitesse  uni- 
forme, mais  excentriquement  à son  axe.  Enfin,  dans  le  cas  d'un 
traîneau , on  pourra  encore  transformer  le  mouvement  rectiligne 
en  mouvement  de  rotation  imprimé  à un  axe  fixe , par  le  moyen 
d’une  poulie  adaptée  à cet  axe  et  d’un  fil  attaché  au  traîneau  etc., 
puis  observer  la  loi  de  ce  dernier  mouvement  par  le  procédé  qui 
vient  d’être  indiqué  , en  plaçant  le  plateau  , qui  reçoit  l'empreinte 
du  style,  sur  l’un  ou  sur  l’autre  des  axes  , ce  qui  est  absolument 
indifférent. 

Cette  dernière  disposition  est  précisément  celle  qu’a  adoptée  M. 
Morin , dans  ses  expériences  où  il  a fait  usage  d'un  mécanisme 
d’horlogerie  analogue  à celui  des  tourne-broches  à ressort , pour 
imprimer  le  mouvement  uniforme  au  style  ou  pinceau  à tracer.  En 
général,  on  peut  remplir  le  but  de  bien  des  manières,  et  la  seule 
difficulté  consiste  à se  procurer  un  mouvement  de  rotation  rigou- 
reusement uniforme  et  dont  la  loi  soit  exactement  connue  , ce  qui 
est  plus  difficile  qu’on  ne  pourrait  le  croire  au  premier  aperçu  et 
ce  qui  exige  d'ailleurs  des  vérifications  délicates  et  pénibles. 
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Quant  â ia  manière  de  conclure  le  mouvement  vrai  de  la  combi- 
naison des  deux  mouvements  de  rotation  observés  , c'est  un  pro. 
blême  de  pure  géométrie  ou  de  simple  transformation  de  coor. 
données  qu'il  est  toujours  facile  de  résoudre.  Sous  le  rapport  de 
la  précision  et  de  l’uniformité  du  mouvement , nous  recommande- 
rons, pour  beaucoup  de  cas  , l’emploi  de  petites  roues  à ailettes 
très-multipliées  , bien  centrées  , bien  équilibrées  et  qui  seraient 
mues  sans  équipages  accessoires,  au  moyen  d’un  courant  d’eau  par- 
faitement réglé. 


FIN  DK  LA  7"'  SECTION. 
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8«.  KECTiem. 


DES  PONTS -LBV1S. 

Ré/ltxiotu  préliminaires  sur  les  qualités  que  doivent  posséder  les 
ponts-levis  en  général 

1.  On  remorque,  dans  tous  les  ponts-levis,  deux  parties  essen- 
tielles et  distinctes:  l’une  est  le  tablier  ou  plancher,  mobile  autour 
d’un  axe  horizontal,  qui  est  destiné  à servir  de  pont , lorsqu’il  est 
abattu  sur  ses  appuis  horizontaux,  et  à fermer  ou  masquer  le  pas- 
sage lorsqu'il  est  relevé  contre  les  montants  verticaux  de  ce  passage; 
l’autre  se  compose  de  tout  le  système  des  pièces  qui  servent  5 main- 
tenir le  tablier  en  équilibre  dans  ses  diverses  positions,  de  telle 
sorte  que  la  puissance  n’ait  que  les  seuls  frottements  à vaincre. 
C'est  principalement  dans  la  disposition  de  ces  dernières  pièces  , 
qui  servent  de  bascule  et  contre-poids,  que  les  ponts-levis  présen- 
tent des  différences  très-importantes  et  qui  en  font  varier  les  pro- 
priétés; car  les  tabliers  ne  diffèrent  entre  eux  que  par  de  légers 
détails  de  construction, qui  influent  très-peu  sur  les  qualités  essen- 
tielles que  doit  d'ailleurs  posséder  le  système. 

Ces  qualités  demeurent  à peu  près  les  mêmes , soit  qu’on  appli- 
que les  ponts-levis  à la  fermeture  des  portes  et  communications 
quelconques  des  ouvrages  de  fortification , soit  qu’on  s’en  serve 
uniquement  pour  établir  la  communication  entre  les  deux  rives 
d'un  canal  de  navigation,  dans  l’intérieur  des  villes  ou  en  dehors. 
Voici  en  quoi  elles  consistent  essentiellement  : 

1’  Tout  le  système  doit  présenter  le  degré  de  solidité  et  de 
sûreté  nécessaire  pour  ne  faire  craindre  de  danger  en  aucun  instant, 
ni  pour  aucune  de  scs  positions;  il  doit  par  conséquent  être  cons- 
truit en  matériaux  solides  et  durables. 

2”  Il  doit  présenter  la  plus  grande  mobilité  possible,  sous  le 
rapport  de  la  manoeuvre  , de  façon  qu’un  petit  nombre  d’hommes 
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Millise  pour  baisser  et  lever  le  tablier  daus  uu  temps  très-court; 
condition  qui  exige  impérieusement  qu'il  y ait  équilibre  dans  tou- 
tes les  positions,  abstraction  faite  des  frottements. 

5°  Les  pièces  qui  composent  la  manoeuvre,  celles  qui  sont  desti- 
nées à mettre  le  tablier  en  équilibre , ne  doivent  pas  embarrasser 
le  passage,  soit  en  avant,  soit  en  arrière  des  pieds-droits  de  la 
porte;  en  outre,  l'étendue  horizontale  du  vide  laissé  par  le  tablier, 
quand  il  atteint  la  position  verticale,  doit  être  la  plus  grande  pos- 
sible , eu  égard  aux  dimensions  propres  du  tablier;  car  ce  vide 
constitue  l'objet  d’utilité  du  pont-levis. 

■I".  Les  pièces  de  la  manœuvre  et  du  contre-poids  doivent  s'éle- 
ver le  moins  qu’il  est  possible,  au-dessus  du  tablier  parvenu  à la 
position  verticale:  cette  surélévation,  outre  qu’elle  est  gênante  et 
coûteuse  en  général,  outre  qu'elle  diminue  par  fois  la  stabilité  des 
montants  du  passage,  offre  encore,  dans  les  ouvrages  de  fortifica- 
tion, cet  inconvénient  fort  grave,  que  les  pièces  sont  plus  en  prise 
aux  vues  et  aux  coups  de  l'ennemi,  et  ne  peuvent  être  facilement 
couvertes  par  les  ouvrages  avancés. 

5°  Les  pièces  dont  il  s'agit  doivent  également  s’abaisser  le  moins 
qu’il  est  possible  au-dessous  du  sol  naturel,  surtout  au-dessous  du 
niveau  des  eaux  qui  sont  dans  le  canal  ou  le  fossé:  il  faut  tout  au 
moins,  que  les  parties  descendantes  puissent  être  enfermées  dans 
des  puits  étroits,  peu  profonds,  qui  soient  parfaitement  à l’abri 
des  filtrations  et  ne  puissent,  en  aucune  manière,  nuire  à la  stabi- 
lité des  maçonneries  du  passage  et  à la  sûreté  de  la  place  :ces  der- 
nières conditions  exigent,  comme  on  voit,  que  les  puits  dont  il 
s’agit  soient  éloignés,  en  arrière  de  la  face  extérieure  du  revête- 
ment du  passage,  d’une  distance  d’au  moins  un  mètre. 

Ces  conditions  ne  peuvent  être  toutes  remplies  avec  un  égal  succès. 

2.  En  examinant  les  divers  ponts-levis  qui  ont  été  proposés  ou 
exécutés,  soient  anciennement,  soit  récemment,  on  trouve  que  la 
plupart  sont  loin  de  remplir  avec  avantage,  toutes  les  conditions 
qui  précèdent;  mais  on  ne  doit  pas,  pour  cela,  les  condamner  et 
les  frapper  de  proscription;  car  tel  pont-levis  qui,  sous  certains 
rapports,  offre  des  inconvénients  plus  ou  moins  graves,  peut  cepen- 
dant posséder  certaines  qualités  qui  le  rendent  recommandable 
dans  quelques  circonstances  ou  localités  particulières.  C’est  ainsi 
que  le  gothique  pont-levis  à flèches,  par  le  peu  de  soins  et  de  théo- 
rie qu’il  exige,  pourra  être  établi,  sans  beaucoup  de  frais  et  à peu 
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près  partout  où  se  trouvent  des  bras,  du  fer  et  du  bois;  mais  de 
ce  qu’il  offre  presqu’exclusivement  ces  avantages,  de  ce  qu’nne 
longue  routine  et  la  paresse  des  esprits  l’a  maintenu  jusqu'ici  dans 
presque  tous  ses  anciens  droits,  s’en  suit-il  que,  de  nos  jours  et  au 
milieu  des  populations  industrieuses  de  nos  villes,  on  doive  conti- 
nuer à lui  accorder  la  préférence  sur  d'autres  système  qui,  tout  en 
amenant  un  peu  plus  de  sujétion  dans  l’établissement,  remplissent 
incontestablement  mieux  le  but  sous  le  double  point  de  vue  ar- 
chitectonique et  militaire;  nous  ne  le  pensons  pas  et  tous  les  ingé- 
nieurs éclairés  sont  de  cet  avis.  N’allons  donc  pas  nous  imaginer 
qu’un  seul  pont-levis  soit,  en  tous  temps  et  en  tous  lieux,  préféra- 
ble à tous  les  autres;  croyons  au  contraire  qu’il  en  est  bien  peu 
qui  ne  jouissent  de  quelques  qualités  essentielles  et  qui  les  rendent 
recommandables  dans  certaines  circonstances.  Néanmoins  notre 
intention  ne  saurait  être  de  les  décrire  tous,  ni  de  les  mettre  sur 
la  même  ligne;  nous  devons,  dans  ces  rapides  sommaires,  nous 
borner  principalement  à donner  la  théorie  de  ceux  qui  ont  le  plus 
spécialement  fixé  l’attention  des  ingénieurs  par  l’originalité  de  leurs 
dispositifs,  ou  par  les  applications  plus  ou  moins  heureuses  qui  en 
ont  été  faites  aux  différentes  communications  des  places  de  guerre. 
Pour  la  connaissance  des  autres  on  pourra  recourir  à la  science  des 
ingénieurs  de  Bilidor,  nouvelle  édition,  et  au  tome  2e  du  Mémo- 
rial de  V Officier  du  Génie,  Liège.  A.  Leroux  fils  8 v.  8°,  ouvrage 
rédige  par  les  soins  du  comité  des  fortifications , et  auquel  nous 
renverrons  également  pour  tous  les  détails  descriptifs  et  de  cons- 
tructions sur  lesquels  il  nous  a été  impossible  d’insister.  (*) 

Principe  général  de  l'équilibre  des  ponts-levis. 

5.  Puisque  la  condition  mécanique  essentielle  à remplir  dans 
tout  pont-levis,  est  qu’il  y ait  constamment  équilibre  dans  les  dif- 
férentes positions  du  système,  abstraction  faite  des  résistances 
passives,  qui  seules  doivent  être  vaincues  par  la  puissance  motrice, 
il  est  évident  que  la  quantité  d’action  instantanée  (**)  nécessaire  à 
appliquer  à la  machine,  toujours  abstraction  faite  des  frottements, 
devra  être  nulle  pour  toutes  les  positions  possibles,  ce  qui  exige 

O Voyez  aussi  le  traité  de  Krafft  sur  ta  Charpente  et  celui  de  Gaulhey  sur 
la  construction  des  ponts.  Liège-  A.  Leroux  fils  5 vol  , in  4". 

("')  Voyez  le  commencement  des  premières  leçons  du  Cours  de  Mécanique 
appliquée  au  r machines. 
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évidemment  que  le  centre  de  gravité  générai  des  pièces  ne  puisse 
s'élever  ni  s’abaisser  à aucun  instant,  et  par  conséquent  reste  cons- 
tamment à ia  même  hauteur  ou  dans  le  même  plan  horizontal  : en 
d'autres  termes  « la  somme  algébrique  des  moments  des  différents 
» poids,  pris  par  rapport  à un  plan  horizontal  quelconque,  devra 
» être  invariable,  et,  en  particulier,  elle  devra  demeurer  constam- 
» ment  nulle,  si  l'on  prend  ces  moments  par  rapport  à un  plan 
» horizontal  passant  par  le  centre  de  gravité  général  du  système 
» considéré  dans  l'une  quelconque  des  positions  qu'il  peut  oc- 
» cuper.  » 

PONT-LEVIS  A FLÈCHE  ET  A BASCULE. 

Description  sommaire  de  ce  pont-levis  ; conditions  de  son  établis- 
sement. 

4.  Dans  ce  système,  le  tablier  du  pout-levis  est  rais  en  équilibre 
au  moyen  de  bascule,  ou  assemblage  de  charpente  établi  dans  la 
partie  supérieure  du  passage,  et  qui  se  trouve  relié  b ce  tablier  par 
le  moyen  de  deux  chaînes  ou  tringles  en  fer  qui  en  prennent  les 
extrémités  opposées  aux  tourillons  : la  bascule  se  compose  de 
deux  grandes  pièces  latérales  ou  flèches , reliées  entre  elles  par  des 
entretoises,  etc.;  tout  le  systèmecst  mobile  sur  un  axe  A’  (fig.  193) 
parallèle  à l'axe  A du  tablier  ; d'ailleurs  les  diverses  parties  étant 
symétriques  de  part  et  d’autre  du  plan  vertical  qui  contient  l'axe 
de  la  porte  , on  peut  supposer  que  tout  se  passe  dans  ce  plan  ver- 
tical qui  est  aussi  celui  des  centres  de  gravité  du  tablier  et  de  la 
bascule  ; il  ne  sera  donc  pas  difficile  de  reconnaître  les  conditions 
de  l'équilibre  d’un  tel  système. 

Comme  il  est  avantageux  , sous  plusieurs  rapports,  que  le  plan 
moyen  de  la  bascule  et  des  flèches  soit  parallèle  à celui  du  tablier 
pour  la  position  horizontale  et  la  position  verticale  , on  dispose 
ordinairement  les  choses  de  façon  que  ces  plans  restent  parallèles 
dans  toutes  les  positions  possibles  du  système,  ou  décrivent  le 
même  nombre  de  degrés  à chaque  instant;  cela  consiste,  comme 
on  sait,  à rendre  égaux  les  côtés  opposés  du  quadrilatère  ABB’A’, 
qui  a pour  sommet  les  axes  ou  centres  de  tourillons  A,A’  du  ta- 
blier et  de  la  bascule,  ainsi  que  les  points  d’attache  B,B'  des  extré- 
mités des  chaînes  qui  lient  les  flèches  au  tablier:  pour  toute  autre 
ligure  que  les  parallélogrammes  , non  seulement  le  parallélisme 
n’aurait  pas  lieu,  mais  encore  les  conditions  de  l'équilibre  ne  pour- 
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raient  être  établies  avec  l’exactitude  et  la  simplicité  qui  se  rap- 
portent à l'hypothèse  dont  il  s’agit. 

Théorie  particulière  du  pont-levis  à flèches. 

5.  On  peut  ici  supposer  le  poids  des  chaînes  BB’,  décomposé  en 
deux  autres  agissant  aux  poids  d'attache  B et  B’,  et  comprendre 
en  conséquence  ces  composantes  au  nombre  des  poids  qui  consti- 
tuent naturellement  le  poids  total  de  la  bascule  et  celui  du  tablier, 
dont  les  centres  de  gravité  sont  ici  figurés  en  G’  et  G.  Cela  posé , 
soit  O,  le  centre  de  gravité  général , tant  de  ce  tablier  que  de  la 
bascule,  considérés  dans  une  position  quelconque;  ce  centre  de 
gravité  devra  donc  demeurer  à la  même  hauteur  pour  toutes  les 
autres  positions  du  système;  et,  si  l’on  tire  l’horizontale  LO.Y1, 
qu’on  abaisse  les  verticales  Gy,  G 'g'  sur  sa  direction,  et  qu’on 
nomme  P le  poids  total  du  tablier,  P’  celui  de  la  bascule,  on  devra 
avoir  constamment  l’égalité  P.  Gy — P’.G’y’=o,  ou  P.Gy=P’.G’y’i 
pour  que  l’équilibre  soit  rigoureusement  maintenu. 

Nommons»  (fig.  194)  l’angle  formé,  à un  instant  quelconque, 
parla  droite  AG,  qui  va  de  l’axe  A au  centre  de  gravité  G du  tablier, 
avec  l’horizontale  AX:  supposons  qu’on  fasse  décrire  à G l’arc  de 
cercle  infiniment  petit  GS=ds;  ds  cos  a représentera  évidemment 
la  hauteur  élémentaire  dont  se  sera  déplacé  le  point  G.etP.di  cos» 
sera  la  quantité  dont  aura  varié  le  moment  P. Gy  du  poids  P du 
tablier,  ou,  si  l’on  veut  encore,  ce  sera  le  moment  virtuel,  la  quan- 
tité d’action  élémentaire  relative  à l’élévation  de  P ; si  donc  nous 
nommons  pareillement  a’,ds'  les  quantités  analogues  relatives  an 
centre  de  gravité  G’  de  la  bascule , nous  aurons,  d’après  ce  qui 
précède, 

P. c/i  cos»=P’di’  cos  a’. 

Mais  en  désignant  par  R,  R’  les  distances  AG  et  A’G’,  par  a,  a’ 
les  angles  BAG,  B’ A’G’  formés  par  ces  distances  avec  la  direction  t 
prolongée  on  non,  des  côtés  AB , A’B’  de  notre  parallélogramme  , 
nous  avons  aussi 

ds— Rd»  , <f»’=R’d<*’ , a-}-a=a’4 «’  ; 

donc  l’équation  ci-dessus  deviendra,  en  divisant  par  rf»~ </»’ . 

P.  R cos  »=P’.  R'  cos  »’*=P’.  R’  cos  («4  a — a’). 

Cette  équation  ne  renfermant  plus  que  la  variable  a , ne  pourra 
être  satisfaite  constamment , ou  pour  toutes  les  positions  du  svs 
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lème , qu'autant  qu’on  aura  a — a’*=o , condition  qui  exprime  évi- 
demment que  « les  droites  AG  , A’G’  qui  unissent  les  centres  res- 
» pectifs  des  tourillons  aux  centres  de  gravité  du  tablier  et  de  la 
» bascule , doivent  être  parallèles  entre  elles , tout  comme  le  sont 
» les  lignes  mêmes  qui  vont  de  ces  tourillons  aux  points  d'attache 
» des  chaînes.  * 

L'équation  de  condition  ci-dessus  se  réduisant  dès  lors  à la  sui- 
vante 

P.R«=P’.R’, 

on  voit  aussi  que  « tes  moments  du  tablier  et  de  la  bascule,  pris  par 
» rapport  à l’axe  de  leurs  tourillons  respectifs,  doivent  être  égaux 
» entre  eux.  » 

Il  est  d’ailleurs  facile  de  s’assurer  réciproquement  que  , de  ces 
conditions  , résulte  le  maintien  du  ceutre  de  gravité  général  à la 
même  hauteur  , en  un  certain  point  O , situé  sur  la  droite  AA’  des 
tourillons  , en  sorte  qu’elles  sont  réellement  suflisantes  pour  assu- 
rer l’équilibre.  C’est  donc  à tort  que  l’on  indique  souvent  des  con- 
ditions beaucoup  plus  restreintes  : par  exemple , celle  que  « le 
» centre  de  gravité  de  la  basctile  , celui  des  tourillons  de  cette  bas. 
» cule  et  le  point  d attache  des  chaînes  soient  situés  en  ligne  droite-,  » 
condition  qui,  d'après  ce  qui  précède,  en  entraîne  une  toute  sem- 
blable pour  le  tablier. 

Manière  de  procéder  à,  l'établissement  des  ponts-levis  à flèches  dans  la 
pratique , et  observations  diverses  sur  cet  établissement. 

6 Dans  la  pratique  et  lorsqu'il  s’agit  de  l'établissement  d'un  pont- 
levis  à flèches,  on  commence  par  construire  le  tablier  d'après  les 
conditions  de  convenances  locales  et  de  solidité  ; le  centre  de  gra- 
vité G (fig.  195)  est  ainsi  déterminé,  de  même  que  le  poids  P et  le 
moment  P.  R ; on  fixe  ensuite  la  saillie  A’B’  des  flèches,  sur  l’cn- 
trctoise  qui  porte  les  tourillons  de  la  bascule,  d’après  la  condition 
qu’elle  soit  égale  à peu  près,  ou  même  un  peu  supérieure  à la  lon- 
gueur AB  du  tablier  ; on  fixe  aussi  provisoirement  les  dimensions 
et  positions  des  pièces  qui  constituent  la  charpente  de  la  bascule 
et  sa  ferrure,  d’après  les  convenances  locales  et  de  manière  à pou- 
voir calculer  approximativement  P’  et  R’ , tout  en  satisfaisant  à 
l’équation  P’R’=P. R ; c’est-à-dire  , qu’après  avoir  réglé  la  dispo- 
sition et  les  dimensions  des  principales  parties  suivant  l’usage  , on 
laisse  quelque  chose  d’arbitraire  , par  exemple , l’entretoise  oppo- 
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sée  à celle  des  tourillons,  afin  d’être  maître  d’en  faire  varier  la  po- 
sition ou  l'équarrissage,  selon  que  l’exige  l'équation  des  inomens. 
Ces  premières  données  fixant , d’une  manière  à peu  près  invaria- 
ble, la  position  du  centre  de  gravité  de  la  bascule,  il  ne  reste  plus 
qu'à  satisfaire  à la  condition  du  parallélisme  des  lignes  AG,  A'G’  ; 
ce  qui  n'oOTrc  plus  de  difficultés  puisque , sans  troubler  l’égalité 
des  moments , on  peut  abaisser  ou  élever  l’axe  des  tourillons  sur 
la  perpendiculaire  au  plan  moyen  de  la  bascule  , et  que  d’ailleurs 
on  reste  le  maître  de  fixer  , à peu  près  arbitrairement , la  position 
des  points  d'attache  des  chaînes  et  du  tablier.  (Voyez,  pour  de 
plus  grands  details  , le  Cours  de  Construction  de  M.  Soleirol.) 

Altérations  d'équilibre  qui  surviennent  après  la  mise  en  place  de  la 
bascule  ; moyen  dy  remédier. 

7.  On  remarquera  que  le  parallélisme  dont  il  s’agit,  ne  subsiste 
plus  lorsque  la  bascule  est  mise  en  place  et  les  chaînes  accrochées: 
car  la  forte  tension  de  ces  chaînes  fait  courber  les  flèches;  il  faut 
donc  avoir  égard  à cette  flexion  lors  de  l’établissement  du  pont- 
levis  ; ce  qu’on  pourra  toujours  faire  d’après  les  théories  connues 
sur  la  résistance  des  matériaux.  Cette  flexion  d'ailleurs  croissant 
avec  le  temps  et  à mesure  que  les  flèches  perdent  de  leur  élasticité, 
il  arrive  ordinairement  que , dans  les  ponts-levis  anciennement 
établis , t”  Le  tablier  ne  peut  plus  s’appliquer  exactement  contre 
les  montants  de  la  porte , et  laisse  ainsi  un  vide  par  lequel  on 
peut  s’introduire  dans  la  place  ; 2.  L'équilibre  est  désormais  im- 
possible même  en  plaçant , comme  on  le  fait  ordinairement , des 
surcharges  ou  contre-poids  dans  le  coffret  de  la  bascule  pratiqué  à 
cet  effet  entre  les  deux  entretoises  extrêmes;  du  moins  on  ne 
peut  alors  mettre  le  système  en  équilibre  que  pour  des  positions 
distinctes. 

Cette  inflexion  permanente  des  flèches  allant  souvent  jusqu’à 
O1”,  16  , on  conçoit  que  la  bascule  forme  alors  en  quelque  sorte  un 
levier  brisé  , analogue  à celui  des  balances  qu’on  nomme  Balances 
sourdes , ce  qui  tient  à ce  que  le  centre  de  gravité  général  ne  reste 
plus  à la  même  hauteur  et  qu’il  faut  un  effort  pour  l'élever  ou 
pour  l'empêcher  de  baisser. 

Lorsqu’un  pont-levis  vient  d’être  récemment  posé,  et  que  son 
équilibre  est  bien  établi , il  faut  au  plus  un  homme  pour  le  ma- 
nœuvrer, c’est-à-dire,  un  effort  de  23  à 30w-  appliquée  à l’extré- 
mité de  la  bascule, le  tablier  pesAt-il  même  30001’1;  or,  l'expérience 
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prouve  qu’au  bout  de  deux  années,  il  faudrait  au  moins  quatre 
hommes  pour  manœvrcr  un  tel  jKinl-levis  commodément  : on  attri- 
bue assez  volontiers  res  altérations  d’équilibre  au  changement  de 
densité  éprouve  par  le  bois  ou  à l'augmentation  même  du  poids  du 
tablier;  mais  ces  causes  ne  sont  pas  celles  qui  exercent  le  plus 
d'influence  comme  le  démontre  l’usage  d’autres  systèmes  exempts 
d’ailleurs  des  inconvénients  inhérents  à la  flexion  des  pièces. 

Manière  de  rétablir  F équilibre  des  anciens  ponts-levis  à flèches. 

8.  La  première  chose  à faire  lorsqu’il  s'agit,  au  bout  d’un 
certain  temps,  de  corriger  le  défaut  d’équilibre  d'un  pont-levis  à 
flèches,  c’est  de  vérifier  la  position  des  points  d’attache  de  ces 
flèches,  et  de  les  relever  d’une  quantité  à-peu-près  égale,  s'il  est 
possible , à celle  dont  ils  ont  baissé  depuis  la  mise  en  place , et 
cela,  afin  de  ramener  les  lignes  à la  condition  du  parallélisme  que 
nous  avons  fuit  connaître  ci-dessus.  Dans  cette  opération  d’ailleurs, 
il  faut  vérifier  si  la  longueur  des  chaînes  est  bien  égale  à la  dis- 
tance des  tourillons , et  ne  point  la  raccourcir  pour  relever  la  po- 
sition du  centre  de  gravité  de  la  bascule,  comme  le  font  souvent 
des  ouvriers  ou  employés  ignorants  ; car , loin  de  remédier  au 
défaut  d’équilibre,  on  ne  fait  que  l’augmenter.  Après  ces  premières 
opérations,  qui  pourront  être  fort  facilitées  dans  quelques  cas  en 
changeant  également  la  position  des  points  d’attache  du  tablier,  il 
ne  restera  plus  qu’à  placer  une  surcharge  convenable  dans  le 
coffret  de  la  bascule. 

Pour  parvenir  à une  rectification  complète  et  exacte,  il  convien- 
drait de  rechercher  la  position  des  centres  de  gravité  des  parties 
inférieures  et  supérieures  du  système,  mais , attendu  la  courbure 
des  flèches  et  l'incertitude  sur  la  densité  des  diverses  pièces,  on 
n’arriverait  qu’à  des  résultats  forts  incertains;  et  même,  dans  le 
cas  de  l’établissement  à neuf,  on  n'obtiendrait  que  des  à peu  près, 
si  l’on  ne  faisait  peser  directement  les  ferrures  et  quelques  pièces 
essentielles  de  la  charpente , avant  leur  mise  en  place,  afin  de  dé- 
terminer au  moins  la  densité  du  bois  de  chêne  dont  on  fait  usage, 
densité  qui,  comme  on  sait,  est  susceptible  de  varier  entre  800  et 
H 00^-  le  mètre  cube , suivant  l'âge,  la  qualité  et  l'état  desiccité 
du  bois. 

Pour  corriger  le  défaut  d’équilibre  des  anciens  ponts-levis  à 
flèches,  on  peut  encore  essayer  de  déplacer  la  position  du  centre 
de  gravité  de  la  bascule,  comme  l'a  proposé  M.  le  capitaine  lilanc. 
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à lu  pugc  179  du  10*  n"  du  Mémorial  de  l'Ofliaer  du  llénte , tuais, 
outre  que  ce  procédé  exigerait  souvent  des  surckages  considéra- 
bles et  qu’il  serait  difficile  de  placer  convenablement  sur  la  bas- 
cule, outre  qu'il  exigerait  des  tâtonnements  pénibles,  il  ne  remé- 
dierait point  encore  au  défaut  que  présentent  les  anciens  ponts 
levis , de  ne  pouvoir  s’appliquer  contre  les  montants  de  la  porte 
vers  la  position  verticale  des  flèches. 

J'ai  beaucoup  insisté  sur  les  particularités  du  pont-levis  à flèches 
parce  qu’il  est  encore,  de  nos  jours,  le  plus  universellement  en 
usage;  qu’il , a comme  je  le  disais  plus  haut,  en  sa  faveur,  les  pré- 
jugés d’une  vieille  routine,  et  qu’au  bout  du  compte,  il  faut  au 
moins  savoir  entretenir  et  rétablir  ceux  qu’à  défaut  de  fonds,  on 
ne  peut  remplacer  par  des  dispositions  plus  avantageuses. 

Inconvénients  du  pont-levis  à flèches. 

9.  Quant  aux  défauts  du  pont-levis  à flèches , qui  ne  se  rat- 
tachent pas  purement  aux  conditions  mécaniques,  ils  consistent 
essentiellement  en  ce  que  1°  les  flèches  sont  vues  et  battues  au  loin 
par  l’ennemi,  ce  qui  expose  la  sûreté  du  passage,  et  signale  les 
mouvements  de  l’assiégé,  les  points  les  plus  faibles  et  les  plus  dan- 
gereux sous  le  rapport  des  communications  ; 2°  l’élévation  de  la 
bascule  au-dessus  du  passage  est  la  source  d’une  foule  d’accidents, 
que  l'habitude  fait  considérer  sans  effroi,  et  comme  un  mal  néces- 
saire ; 3°  l’établissement  de  la  bascule  et  des  flèches  offre  des  sujé- 
tions, dans  les  passages  couverts,  dont  on  ne  se  tire  qu’en  sacri- 
fiant la  solidité,  souvent  la  sûreté  et  eu  blessant  le  goût  par  le  con- 
traste d’une  décoration  parfois  fastueuse  et  d'un  appareil  barbare 
qui  coupe  corniches  et  frontons  etc.  etc. 

PONTS-LEVIS  A BASCULE  EN-DESSOUS. 

Disposition  ordinaire,  condition  d’équilibre  et  mamruvrc. 

10.  Pour  remédier  à ces  inconvénients  graves,  on  a imaginé  divers 
dispositifs  de  la  bascule  ou  du  contre-poids,  dont  le  plus  ingénieux 
et  le  plus  simplcconsiste  à placer  le  corps  de  la  bascule  immédia- 
tement à la  suite  du  tablier  (tig.  190),  de  manière  que  la  partie 
antérieure  des  flèches  se  trouve  située  au-dessous  de  son  plancher 
et  en  supporte  le  poids;  mais  alors  il  faut  pratiquer,  en  arrière 
des  pieds-droits  du  passage,  une  cave  propre  à loger  lu  bascule 
dans  ses  diverses  positions,  et  il  faut , de  plus  que  cette,  cave  soit 
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recouverte  par  un  second  plancher  en  arrière  de  celui  du  tablier. 

On  remarquera  facilement  les  vices  d'une  semblable  disposition 
sous  le  rapport  du  surcroit  de  la  dépense  et  de  la  sûreté  de  la  place, 
puisque  le  vide  laissé  par  le  tablier,  dans  sa  position  verticale,  est 
bien  plus  petit  que  la  surface  môme  de  ce  tablier , et  que  la  place 
ne  se  trouve  fermée  que  par  un  mur  de  masque  fort  mince  et  mal 
lié  à l'escarpe  de  l’ouvrage.  Quant  ans  conditions  del'équilibre.elles 
sont  ici  on  ne  peut  plus  simples:  le  système  forme  naturellement 
la  balance,  et  il  suffît  que  son  centre  de  gravité  général  coïncide 
avec  Taxe  des  tourillons;  c’ost  pourquoi  l'on  est  obligé  de  placer 
ce  dernier  en  a,  un  peu  au-dessous  de  la  surface  du  tablier,  et  de 
laisser  uu  vide  mn  entre  le  talon  an  qui  porte  cet  axe  et  la  pou- 
trelle mp  du  plancher  fixe;  ce  vide  se  bouche  d’ailleurs  avec  un 
bout  de  madrier  mn  quand  le  tablier  est  abaissé:  on  peut  voir  ce 
pont-levis  exécuté  à la  seconde  porte  de  sortie  de  l’encente  des 
Allemands  à Metz. 


Autre  dispositif  plus  simple. 

ti.  Au  lieu  d’adopter  ce  dispositif,  il  serait  préférable,  comme 
on  l'a  quelquefois  proposé  et  comme  il  en  est  des  exemples  dans  les 
Pays-Bas,  do  ne  conserver,  de  la  bascule,  que  les  flèches  avec  leurs 
prolongements,  et  de  placer,  sur  ces  derniers,  des  masses  de  fonte, 
qu'on  fixerait  à une  distance  convenable  de  l'axe  des  tourillons 
pour  que  l'équilibre  fût  rempli  ou  que  le  centre  de  gravité  du  sys- 
tème coïncidât  avec  l’axe  dont  il  s'agit  : par  cette  disposition  (fig 
197),  en  effet,  on  éviterait  d’affaiblir  autant  le  masque  inférieur  de 
la  porte,  et  de  pratiquer  un  aussi  grand  vide  en  arrière  de  scs 
pieds  droits.  Quant  à la  manœuvre,  elle  s'effectue,  soit  à la  ma. 
nière  des  ponts-levis  à flèches  ordinaires,  en  fesant  agir  les  hommes 
h l'extrémité  de  la  bascule  au  moyen  de  petites  chaînes,  soit  en  les 
fesant  opérer,  de  la  partie  supérieure  môme  du  plancher,  au  moyen 
de  longues  perches  de  bois,  ainsi  que  cela  se  pratique  à Metz,  au 
pont-levis  cité  do  la  porte  des  Allemands. 

En  Hollande,  on  place  sur  le  tablier  et  la  bascule,  une  portion 
de  roue  dentée  manœuvrée  par  un  treuil  et  une  manivelle  (fig.  108); 
mais  attendu  la  sujétion  qu'il  présente,  ce  système  n’est  guère  em- 
ployé que  dans  les  cas  où  l’équilibre  ne  peut  être  rigoureusement 
établi,  soit  parce  que  l’espace  en  arrière  manque  pour  loger  la 
bascule , soit  parce  qu'il  y a lieu  de  craindre  que  l'eau  des  fossés  ne 
s'introduise  dans  le  vide  où  s’opère  la  manœuvre  de  cette  bascule 
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(voyez  un  modèle  de  ce  genre  de  pont-levis  dans  la  galerie  des  mo- 
dèles de  l’École  d’application.) 

Nous  passerons  sous  silence  plusieurs  autres  espèces  de  ponts- 
levis  à bascule,  qui  offrent  encore  plus  d'inconvénients  que  ceux 
qui  précèdent,  et  n’ont  été  que  rarement  employés  : on  trouvera 
quelques-uns  d’entre  eux  décrits  dans  la  Science  des  ingénieurs  de 
Bélidor,  et  dans  l’ouvrage  de  Krafft  sur  la  Charpenterie.  Le  carac- 
tère de  la  plupart  de  ces  ponts-levis  consiste  en  ce  que  la  manoeu- 
vre ou  h»  bascule  est  en  charpente  ; en  s’affranchissant  de  cette  der- 
nière condition,  les  ingénienrs  sont  parvenus  à des  solutions 
meilleures  du  problème  qui  nous  occupe , quoique  leurs  premiers 
essais  aient  été  assez  infructueux , comme  on  va  le  voir  par  les 
ponts-levis  à la  BélidoV  et  à la  Dobenheim,  dont  je  me  bornerai  ici 
à donner  une  notice  fort  succinte. 

PONT  A SINUSOÏDE  DE  BÉLIDOR. 

Description  sommaire  et  théorie. 

là.  Le  pont-levis  à la  fiélidor  (fig.  199),  le  plus  ancien  en  date  de 
ceux  dont  il  vient  d’étre  parlé , consiste  dans  deux  rouleaux  en 
fonte  de  fer  G’,  servant  de  contre-poids  au  tablier,  et  dont  le  mou- 
vement est  lié  au  sien  à l'aide  de  deux  chaînes  passant  sur  des 
poulies  M,M’  adaptées  aux  montants  du  passage;  ces  rouleaux,  qui 
sont  mobiles  autour  d'un  boulon  lié  à la  chaîne  par  des  étriers  en 
fer,  sont  dirigés  dans  leur  mouvement,  par  des  courbes  EF  placées 
contre  les  murs  du  passage , et  qui  sont  tellement  tracées  que 
l’équilibre  du  pont  ait  constamment  lieu  dans  ses  diverses  posi- 
tions. Bélidor  a nommé  cette  courbe  sinusoïde,  à cause  de  la  pro- 
priété qu'elle  possède  d’avoir  ses  ordonnées  proportionnelles  aux 
sinus  des  angles  d’élévation  du  tablier. 

Si  l'on  nomme,  en  effet,  a l'angle  décrit  à un  instant  quelcon- 
que par  le  tablier,  le  travail  correspondant  à l’élévation  de  son 
poids  P sera 

P.AGsin  a. 

Pendant  cette  élévation,  le  contre-poids  Q sera  descendu  d’une 
hauteur  y et  l’on  devra  avoir 

Qy=P.AGsina, 

d’après  la  condition  générale  d’équilibre;  d’où  l’on  tire 

I*  - 

y—  ç AG  sin  usa. 
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Sans  entrer  dans  les  calculs  de  Bélidor,  nous  observerons  que 
rien  n’est  plus  facile  que  de  tracer  la  courbe  du  contre-poids  au 
moyen  du  principe  d'équilibre  énoncé  plus  haut,  pourvu  qu’on 
suppose  les  différentes  parties  de  la  chaîne  constamment  tendues 
en  ligne  droite. 

En  effet,  s’étant  donné  arbitrairement  la  position  initiale  et  le 
poids  du  rouleau  relatifs  à la  position  horizontale  du  tablier,  de 
manière  cependant  à satisfaire  autant  que  possible  aux  convenances 
locales,  etc.,  on  connaîtra  aussi  la  situation  du  centre  de  gravité 
général  O du  tablier  et  du  rouleau  pour  cet  instant,  et , par  suite , 
on  aura  l’horizontale  KL  sur  laquelle  doit  se  trouver  constamment 
ce  centre.  Supposant  donc  le  tablier  parvenu  à une  position  quel- 
conque AB , P étant  son  poids,  G g la  distance  de  son  centre  de 
gravité  à l’horizontale  KL , P’  le  poids  du  rouleau , G 'g'  la  distance 
de  son  axe  à KL,  on  aura  d’abord,  pour  fixer  la  grandeur  de  G’ÿ’, 
l’équation 

P’.G’ÿ’=P.Gÿ.  / 

Ensuite,  on  remarquera  que  la  chaîne  BMG’  ne  s’étant  ni  rac- 
courcie, ni  allongée,  le  centre  G’  du  rouleau  appartient  à une  autre 
courbe  facile  à déterminer,  et  qui  est  un  arc  de  cercle,  si  l’on  veut 
supposer,  avecBélidor,  la  poulie  intérieure  M’  réduite  à son  axe  t 
mais  qui  est  véritablement  une  développante  do  cercle  moyen  oc- 
cupé par  la  chaîne  sur  celte  poulie,  dont  le  diamètre  ne  doit  pas 
avoir  moins  de  50  à 60  centimètres,  si  l’on  tient  à diminuer  Pin- 
fluence  des  frottements.  La  position  du  centre  G du  rouleau , pour 
l’inclinaison  actuelle  du  tablier,  se  trouvera  ainsi  déterminée  par 
la  rencontre  de  l’arc  de  cercle  ou  de  la  développante  dont  il  s’agit 

et  de  l'horizontale  CD,  qui  répond  à l’ordonnée  G’j’=^j^;  flé- 

|)élanl  donc  cette  opération  pour  une  série  de  positions  consécu- 
tives du  tablier,  on  aura  la  courbe  même  que  doit  décrire  l’axe  du 
rouleau,  afin  qu’il  y ait  constamment  équilibre. 

tnconvénients  du  pont  à tinusoïde. 

45.  Je  n’insisterai  pas  davantage  sur  la  théorie  du  pont  à sinu- 
soïde , quelqu’ingénieuse  qu’elle  soit , parce  que  si  la  machine 
remplit,  sous  beaucoup  de  rapports,  les  conditions  requises  dans 
l’établissement  des  ponts-levis,  elle  ne  les  remplit  nullement  sous 
celui  de  la  facilité  de  la  manœuvre  : l’expérience  d’ailleurs  a obligé 
les  ingénieurs  à rejeter  le  système  proposé  par  Bélidor,  d’après  la 
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prcsqu’iinpossibililé  de  tracer  la  courbe  du  contre-poids  de  ma- 
nière qu’il  y ait  constamment  équilibre.  En  effet,  ce  qui  précèdfe 
suppose  que  les  diverses  parties  des  chaînes  BMM’G’  soient  cons. 
tamment  tendues  en  lignes  droites,  ce  qui  est  à très-peu  près  vrai 
pour  la  partie  extérieure  MB  qui  répond  au  tablier,  mais  ne  l'est 
pas  pour  celle  qui  est  située  du  côté  de  la  courbe  ; car  cette  der- 
nière portion  augmente  de  longueur  à mesure  que  sa  tension  dimi- 
nue, et  elle  prend  en  conséquence  la  forme  d’une  chaînette,  qui 
empêche  que  les  contre-poids  ou  rouleaux  ne  conservent  sur  les 
courbes,  lors  de  la  mise  en  place  du  système,  la  position  que  leur 
assigne  la  théorie. 

D'une  autre  part,  on  n’a  pas  tenu  compte  du  poids  de  ces  mêmes 
chaînes,  bien  que  ce  poids  produise  des  altérations  d’équilibre  qui 
nécessitent  de  la  part  du  moteur  un  surcroît  d’effort  équivalent  au 
moins  à celui  que  pourraient  exercer  deux  hommes  réunis.  Enfin  la 
manœuvre  des  rouleaux  est  difficile,  dangereuse  même  si  l’on  sup- 
pose  les  hommes  appliqués  immédiatement  à ces  rouleaux , auquel 
cas,  vu  leur  grand  nombre,  ils  manqueraient  de  la  place  néces- 
s lire,  et  se  gêneraient  mutuellement  sans  pouvoir  exercer  de  grands 
efforts  dans  le  sens  des  chaînes.  En  admettant,  avec  Bélidor,  que  la 
manœuvre  du  pont-levis  dût  s’effectuer  par  le  moyen  de  petites 
chaînes , tirant  directement  le  tablier , et  passant  par  dessus  des 
poulies  de  renvoi  distinctes  de  celles  du  contre-poids  (*) , on  ne 
sauverait  qu’en  partie  ces  inconvénients,  tout  en  augmentant  beau- 
coup les  sujétions  par  la  mise  en  place  des  nouvelles  poulies;  car 
le  défaut  d’équilibre  subsisterait  toujours , et  il  est  ici  tellement 
grave  qu’il  serait  impossible  de  faire  baissser  le  tablier  du  pont 
au-delà  de  certaines  positions, à moins  de  produire,  en  sens  con- 
traire, de  nouvelles  altérations  d’équilibre,  qui  se  feraient  d’autant 
plus  sentir  lors  de  la  levée  du  pont. 

Dispositif  proposé  par  le  capitaine  du  génie  Delile,  pour  la 
manœuvre  des  rouleaux. 

14.  M.  le  capitaine  du  génie  Delile  qui,  sans  doute,  n’avait  pas 

(")  MM.  les  élèves  pourront  voir  à la  galerie  des  modèles  de  l'école  d'ap 
plication,  un  pont-levis  à la  Bélidor  exécute  en  petit,  sur  l’échelle  du  12"  par 
les  soins  de  M.  Aimé,  et  dans  lequel  une  semblable  disposition  est  adoptée 
pour  la  manœuvre.  Ils  remarqueront  d'ailleurs  que  si  le  tablier  s'y  trouve 
sensiblement  en  équilibre  dans  toutes  les  positions,  c'est  que  M.  Aimé  a su  , 
avec  habileté,  corriger  la  courbe  des  contre-poids,  par  une  suite  de  tâtonne- 
ments qu'il  serai*  'litlicilcd'cxécutcr  en  grand. 
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réfléchi  assez  attentivement  aux  diverses  imperfections  du  pont  à 
sinusoïde,  sous  le  point  de  vue  mécanique,  a proposé  (voyez,  le 
Mémorial  de  l’oflicier  du  génie,  tome-  ‘2°”',  p 88)de  rendre  les  deux 
rouleaux  du  contre-poids  solidaires  au  moyen  d'un  axe  en  fer  ou 
en  bois,  et  de  monter,  sur  cet  axe,  des  pouliesnb  (fig.  300)  à gorges 
angulaires  et  profondes , propres  à recevoir  de  petites  chaînes  sans 
(in  pour  la  manœuvre  du  treuil  par  les  hommes;  ce  dispositif,  qui 
ne  corrige  eu  aucune  manière  les  défauts  d’équilibre  du  système, 
mais  qui  est,  sans  contredit,  plus  avantageux  que  celui  de  Bélidor, 
possède  d’ailleurs  plusieurs  inconvénients  graves  et  qu’on  appré- 
ciera facilement,  en  observant  1”  que,  vers  la  fin  de  l’ascension  du 
tablier,  les  chaînes  des  poulies  de  manœuvre  pendent  à terre  dans 
la  boue  des  ruisseaux  qui  accompagnent  la  chaussée  du  passage  . 
et  diminuent  le  poids  des  rouleaux;  3°  que  les  hommes  sont  obli- 
gés, à ce  même  instant,  d’abandonner  ces  chaînes  pour  s'appli- 
quer, d’une  manière  assez  désavantageuse,  aux  poulies  ou  à l’axe 
du  treuil  ; S”  que  la  manœuvre  présente  tout  autant  de  danger  que 
celle  du  pont-levis  à flèches,  puisqu'une  chaîne  du  pont  venant  à 
casser,  le  rouleau  se  précipite  le  long  de  sa  courbe  ou  même  la 
quitte  entièrement,  sans  qu’il  y ait  aucun  moyen  d'éviter  l’accident. 

L’expérience  a justifié  ces  craintes  dans  la  manœuvre  analogue 
d’un  pont-levis  imaginé  par  M.  Delile  ,et  dont  il  sera  fait  mention 
plus  loin. 

PONTS-LEVIS  A LA  DOBENHEIM. 

Description  sommaire  de  la  manœuvre. 

15.  Dans  le  pont-levis  à la  Dobenheim,  les  chaînes  qui  suppor- 
tent le  tablier,  passent  également  sur  des  poulies  supérieures  M. 
(fig.  201)  ; mais,  au  lieu  de  recevoir  à leur  autre  extrémité  un  rou- 
leau glissant  sur  des  courbes  tracées  d’après  les  conditions  méca- 
niques de  l’équilibre,  elles  reçoivent  h celle  extrémité,  de  grandes 
barres  de  fer  CD  à-peu-près  horizontales  dans  la  position  initiale: 
ces  grandes  barres  sont  chargées  de  petites  masses  ou  masselottes 
en  fonte,  qui  ont  la  faculté  de  pouvoir  être  changées  de  place  sur 
chaque  barre;  de  façon  à assurer  l’équilibre,  tout  au  moins  poin- 
ta position  initiale  du  tablier.  On  conçoit,  à priori,  que  ce  dispo- 
sitif fort  simple  ne  peut  remplir  toutes  les  autres  conditions  de 
l’équilibre , puisque  la  courbe  décrite  par  le  contrepoids  est  un 
quart  de  cercle,  tandis  qu'elle  devait  avoir  une  forme  analogue  à 
celle  de  la  sinusoïde;  c’est  pourquoi  M.  Dobenheim  a placé  au-dessous 
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de  ta  première  barre  et  faisant  un  angle  d’a-peu-près  45°  avec  elle, 
une  nouvelle  barre  CD’  tournant  autour  d’un  centre  différent  C, 
et  qui  est  également  chargée  de  masseloltes  en  fonte  de  fer.  Cette 
barre  se  trouve  reliée  à la  première  au  moyen  d’une  chaîne 
DD’,  dont  la  longueur  est  calculée  d’après  la  condition,  déjà  indi- 
quée, que  l’angle  de  C’D’  sur  l’horizon  soit  d’environ  45°.  Suppo- 
sant donc  cette  seconde  barre  armée  d’un  nombre  de  masselottes 
suffisant  pour  qu’il  devienne  possible  d’élever,  sans  de  trop  grands 
efforts,  le  tablier  à la  position  de  45°,  relative  à une  position  à-peu- 
près  semblable  de  la  première  barreCD,età  la  position  verticale  de 
la  précédente  CD’,  on  remarquera  que  celle-ci  n’exercera  plus  dès 
lors  aucun  effort  sur  la  chaîne,  et  que  l’équilibre  devra  être  simple- 
ment assuré  par  le  poids  des  masselottes  de  CD , ce  qui  en  fixera 
irrévocablement  le  nombre  et  la  position , sur  cette  barre,  à l’aide 
de  quelques  tâtonnements  faciles.  L’équilibre  étant  établi  par  ce 
moyen,  on  descendra  le  tablier  sur  ses  appuis  horizontaux , comme 
l’exprime  la  figure , et , sans  plus  toucher  à la  barre  CD , on  répé- 
tera les  tâtonnements  pour  les  masselottes  de  la  seconde  bare  CD’, 
de  manière  à établir  l’équilibre  dans  la  nouvelle  position  du  pont_ 
par  là,  ou  aura  obtenu  deux  positions  d'équilibre,  auxquelles  s’en 
joindra  naturellement  une  troisième,  vers  l’instant  où  le  pont  s'ap- 
puiera contre  les  montants  verticaux  de  la  porte. 

Vices  et  inconvénients  du  pont-levis  à la  Dobenheim. 

16.  Cette  description  du  système  proposé  par  M.  Dobenheiiu 
suffit  pour  en  montrer  les  vices  et  les  inconvénients;  car  on  voit 
que  la  manœuvre  en  doit  être  fort  difficile  et  dangereuse  ; l'équi- 
libre n’ayant  lieu  que  pour  trois  positions  distinctes  du  tablier,  il 
arrive  que,  dans  les  positions  intermédiaires,  la  puissance  motrice 
doit  exercer,  soit  pour  le  retenir,  soit  pour  le  tirer,  des  efforts 
que  le  calcul  démontre  n’être  pas  inférieurs  à 150  ou  même  200 
kilogrammes,  pour  des  tabliers  de  2 â 3 mille  kilogrammes  : aussi 
l’expérience  a-t-elle  appris  que  la  manœuvre  exige  jusqu’à  8 ou  10 
hommes,  et  qu’elle  est  parfois  accompagnée  d’accidents  graves. 
D’ailleurs  ce  pont-levis,  dont  le  modèle  en  petit  existe  à la  galerie 
de  l’Kcoled'applicalion.aété  construit  en  grand  à Condé,  à Bergues, 
à Kelil,  à Cherbourg  , etc.,  et  ne  paraît  nulle  part  avoir  bien  réussi: 
à la  vérité  les  étrangers,  qui  souvent  adoptent  avec  confiance  ce  que 
nous  avons  négligé  ou  abandonné  en  fait  de  fortification,  l'ont  em- 
ployé dans  quelques-unes  de  leurs  places  fortes,  parmi  lesquelles 
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nous  citerons  celles  (le  Mons,  dont  le  corps  de  place  possède  un 
bon  nombre  de  ces  ponts-levis;  mais  le  système  n’en  vaut  pas  mieux 
pour  cela,  et  c’est  avec  raison  que  le  comité  des  fortifications,  l’a 
désormais  proscrit  de  nos  places  de  guerre. 

PONT-LEVIS  A COURBES  DE  M.  DELILE. 

Description  et  tracé  des  courbes. 

1 7.  Le  pont-levis  du  capitaine  du  Génie  Delile  (fig.  203)  est  exempt 
des  défauts  d’équilibre  du  précédent  et  même  de  ceux  du  pontàsi- 
nusoidede  Bélidor.dont  il  diffère  principalementen  ce  que  les  rou- 
leaux du  contre-poids  sont  liés  au  tablier  par  de  grandes  barres  de 
fer  BC , placées  de  part  et  d’a  utre  des  montants  de  la  porte , qu'ils 
traversent  au  moyen  des  crénaux  pratiqués  dans  l’épaisseur  de  ces 
montants  : la  manœuvre  s’y  effectue  d'ailleurs  à l’aide  d’un  treuil 
et  de  pouli&s  à chaînes  sans  fin,  ainsi  qu’il  a été  expliqué  plus  haut  ; 
par  conséquent  cette  manœuvre,  bien  que  très-ingénieuse,  n’est 
point  exempte  de  certains  inconvénients.  Afin  de  pouvoir  rappro- 
cher, à volonté,  le  point  d'attache  B des  barres,  de  l'axe  A des 
tourillons  du  tablier,  M.  Delile,  supprime  le  chevét  de  la  tête  de 
ce  tablier,  et  le  remplace  par  des  raoises  boulonnées  B,  qui  em- 
brassent les  solives  du  plancher  et  reçoivent  les  points  d’attache 
des  barres  : les  avantages  de  ce  dispositif  consistent  en  ce  que  les 
barres,  ainsi  que  la  courbe  du  contre-poids,  se  trouvent  raccour- 
cies , en  même  temps  que  la  hauteur  des  crénaux  et  de  tout  l’appa- 
reil est  diminuée. 

D’après  ce  que  nous  avons  déjà  dit  de  la  sinusoïde  de  Bélidor , la 
théorie  et  le  tracé  des  courbes  d'équilibre  du  pont  à la  Delile  ne 
peuvent  offrir  de  difficultés  ; car  s’étant  donné,  d’après  des  condi- 
tions particulières  et  locales,  la  position  initiale  C,  et  le  poids  des 
rouleaux , le  poids  et  les  dimensions  de  la  barre  BC  et  du  tablier 
étant  également  fixés,  on  en  conclura  aisément,  par  la  théorie  des 
tnoments,  la  position  correspondante  du  centre  de  gravité  général 
de  toutes  les  parties  mobiles  de  la  machine,  sans  en  excepter  le 
treuil  et  les  chaînes  de  manœuvre,  qui  y sont  suspendues.  Cela  fait, 
on  tirera,  par  le  point  ainsi  obtenu,  l’horizontale  KL,  et  cette 
horizontale  devra  contenir  le  centre  de  gravité  général  des  parties 
mobiles  pour  toutes  les  positions  successives  du  tablier;  ce  qui 
permettra  de  tracer  la  courbe  de  l’axe  C des  rouleaux,  par  des 
moyens  analogues  à ceux  que  nous  avons  exposés  pour  la  sinusoïde 
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du  pont-levis  à lu  Bélidor,  mais  qui  permettront  de  tenir  compte 
aisément  de  l’influence  du  poids  même  des  barres  et  des  petites 
chaînes  de  manœuvre  des  poulies. 

Supposant,  en  effet,  le  poids  de  la  barre  BC  décomposé  en  deux 
autres  agissant  en  ses  extrémités  B et  C,  on  considérera  ces  der. 
niers  comme  faisant  partie  intégrante  du  poids  du  tublier  et  de 
celui  des  rouleaux.  On  déterminera,  en  conséquence , la  position 
des  centres  de  gravité  invariables  G et  G’  de  ces  poids , dont  le 
dernier  d’ailleurs  ne  se  confondra  pas  exactement  avec  le  centre  C 
des  rouleaux  attendu  les  chaînes  des  poulies  de  manœuvre;  mais, 
comme  cette  considération  compliquerait  un  peu  le  tracé  de  la 
courbe  d’équilibre  relative  à C,  on  pourra  ici,  sans  crainte  d’al- 
térer en  rien  les  résultats,  supposer  le  poids  des  chaînes  dont  il 
s’agit  concentré  sur  l’axe  C , avec  le  poids  des  rouleaux  et  le  poids 
composant  des  barres,  pourvu  qu’on  ait  déterminé  en  conséquence 
la  hauteur  de  l’horizontale  RL  , d’après  la  position  initiale  du  sys- 
tème. Nommons  P le  poids  total  du  tablier  et  des  demi-barres 
supposés  concentrés  en  G , P’  celui  des  rouleaux  etc. , supposé 
concentré  en  C,  on  aura  , pour  déterminer  la  hauteur  de  C au- 
dessus  de  KL , dans  chaque  position  du  tablier , l’équation  des 
moments , 

FCj’=P.  G g , 

déjà  plusieurs  fois  mentionnée.  Tirant  l’horizontale  correspon- 
dante DE , on  sera  en  état  de  fixer  entièrement  la  position  du 
point  C,  puisque  sa  distance  invariable  BC  au  point  d'attache  B du 
tablier  est  connue. 

Simplification  du  tracé  des  courbes. 

18.  Quoique  ce  tracé  de  la  courbe  des  rouleaux  , pour  le  cas  gé- 
néral qui  nous  occupe  , n’offre  aucune  difficulté  sérieuse , cepen- 
dant , afin  de  simplifier  un  peu  les  constructions  , on  place 
volontiers  le  point  d’attache  B des  barres  , sur  le  prolongement 
même  de  la  droite  AG  , qui  va  du  centre  A des  tourillons  du  ta- 
blier à son  centre  de  gravité  G ; alors , en  effet , le  problème  peut 
être  ramené  à celui  où  le  centre  de  gravité  général  O du  système  , 
se  trouverait  précisément  occuper  une  position  invariable  sur  l’axe 
même  des  barres  BC  , ce  qui  détermine  immédiatement  la  direc- 
tion de  cet  axe  relative  à chacune  de  celles  de  la  droite  AB  du  ta- 
blier. Pour  se  convaincre  de  la  légitimité  de  cette  hypothèse , on 
remarquera  que  le  poids  P du  tablier  peut  être  censé  décomposé 


Digitized  by  Google 


670  — 


en  deux  autres , dont  l’un  , agissant  en  A , ne  fait  que  charger  les 

tourillons  sans  influer  sur  l’état  d'équilibre  du  système  , et  dont 

AG 

l’autre,  qui  a pour  valeur  P.  ^ , agît  constamment  au  point  d’at- 
tache B des  barres  ; et , comme  le  poids  des  parties  constitutives 
des  rouleaux  peut  aussi  être  censé  coercé  en  leur  centre  au  point 
d’attache  C,  on  voit  que,  d’après  ces  diverse?  hypothèses  toutes 
permises , le  poids  des  parties  actives  du  système  pourra  réelle- 
ment être  censé  concentré  en  un  point  O des  barres , qui  partage 
leur  longueur  en  parties  réciproquement  proportionnelles  aux 
forces  verticales  appliquées  aux  extrémités  B et  C.  Ayant  donc 
déterminé , une  fois  pour  toutes , la  position  du  point  O sur  les 
barres  et  sa  position  absolue  pour  l’instant  où  le  tablier  est  placé 
sur  ses  appuis  horizontaux,  on  aura  l'horizontale  invariable  KL 
qui  doit  renfermer  le  point  O dans  toutes  les  positions  successives 
du  système,  et  qui  est  d’ailleurs  très-distincte  de  celle  qui  a été 
envisagée  en  premier  lieu. 

Cette  considération  ingénieuse , qui  est  due  à M.  le  lieutenant- 
colonel  du  génie  Bergère,  auquel  on  est  également  redevable  de 
plusieurs  autres  remarques  intéressantes  et  d’une  théorie  analy- 
tique fort  simple  des  ponts-levis  à contre-poids  roulant  sur  des 
courbes  (*) , cette  considération , disons-nous,  a suggéré  à M.  le 
colonel  du  génie  Constantin  , l’idée  de  tracer  la  courbe  du  contre- 
poids d’un  mouvement  continu  et  par  un  procédé  purement  méca- 
nique, qui  consiste  dans  l'emploi  d'une  fausse  équerre  ABC 
ifig.  203) , formée  de  deux  règles  ou  lattes  de  bois  quelconques , 
dont  l’une  AB  figure  la  ligne  qui  va  de  l’axe  des  tourillons  du  ta- 
blier à son  point  d'attache,  et  dont  l’autre  BC  représente  la  barre 
du  contre-poids.  Ces  règles  sont  liées  entre  elles  par  une  pointe 
ou  clou  d’épingle  6xé  en  B et  qui  leur  laisse  la  liberté  de  tourner 
autour  de  ce  point,  figurant  le  point  d’attache  inférieur  des  barres. 
Au  point  A , qui  répond  à l’axe  des  tourillons  du  tablier,  est  fixé 
un  autre  clou  d’épingle  destiné  à servir  d'axe  de  rotation  à AB  ; 
enfin  en  O,  qui  représente  le  centre  de  gravité  général  du  système, 
se  trouve  fixé  un  troisième  clou , qui  est  dirigé,  dans  son  mouve- 
ment, par  l’arrête  KL  d’une  règle  bien  droite  clouée  h demeure 
sur  le  plancher  qui  porte  A , et  dont  la  direction  représente  celle 
de  l'horizontale  que  nous  avons  mentionnée  précédemment.  Pla- 
çant , en  effet , une  pointe  à tracer  en  C , qui  figure  l’axe  des  rou- 

(’)  Memorial  de  l’officier  du  génie . tome  2">*  page  120. 
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leaux , et  faisant  mouvoir  la  fausse  équerre  ABC , en  appuyant  le 
clou  O contre  l’arète  KL , la  pointe  dont  il  s’agit  tracera  évidem- 
ment la  courbe  demandée,  si  la  position  et  les  distances  des  diffé- 
rentes parties  ont  été  convenablement  déterminées. 

Observations  et  réflexions  diverses  sur  les  ponts-levis  à la  Delile. 

19.  Le  système  de  ponts-levis  ou  de  contre-poids  imaginé  par  le 
capitaine  du  génie  Delile,  est,  comme  on  voit,  de  la  plus  grande 
simplicité,  tant  par  sa  disposition  que  par  sa  théorie;  aussi  a-t-il 
été  avantageusement  appliqué  à différentes  places  de  guerre,  telles 
que  Dunkerque,  Lille,  Brest,  Strasbourg,  etc.  Les  seuls  inconvé- 
nients qu'il  présente,  consistent  dans  les  dangers  de  la  manœu" 
vre,  dont  il  a déjà  été  parlé;  dans  l’ouverture  des  larges  créneaux 
pratiqués  aux  montants  de  la  porte  pour  le  passage  des  grandes 
barres  ; dans  l’étendue  en  longueur  qu’exigent  en  arrière  de  ces 
montants  les  courbes  du  contre- poids,  étendue  qui  empêche  qu'on 
puisse  appliquer  ce  pont-levis  à certaines  communications  des 
places  de  guerre,  enfin  dans  la  nécessité  de  remplacer  les  lisses  et 
sous-lisses,  qui  accompagnent  de  part  et  d’autre  le  tablier  du  pont» 
par  des  gardes-fous  mobiles  et  qui  s'enlèvent  avant  ou  pendant  la 
manœuvre  même. 

On  peut  voir,  dans  le  tome  2**  du  Mémorial  de  l'Officier 
du  Génie,  différents  moyens  proposés  ou  mis  en  usage  par 
MM.  Delile,  Constantin  et  de  l'Étoile,  pour  diminuer  les  chances 
de  rupture  des  barres  et  faciliter  la  manœuvre  des  lisses,  qui,  de 
même  que  dans  tous  les  ponts-levis  à chaînes  passant  sur  des  pou- 
lies, est  nécessitée  par  la  saillie  des  points  d'attache  du  tablier  ou 
le  retrait  obligé  du  système  des  contre-poids  de  part  et  d’autre  du 
passage.  Mais  comme  les  lisses  des  ponts  sont  essentiellement  éta- 
blies pour  prévenir  la  chûte  des  chevaux  dans  le  fossé,  et  qu’elles 
doivent  ainsi  posséder  une  certaine  solidité,  il  parait  difficile 
d’éviter  les  inconvénients  de  leur  manœuvre  à la  main,  sans  se 
jeter  dans  des  sujétions  presqu’aussi  grandes  que  celles  qui  sont 
inhérentes  à la  manœuvre  même  du  tablier  du  pont-levis.  C’est 
pourquoi]))  noussemblequ’ondevraitseborneràcequia  été  detous 
temps,  pratiqué  pour  les  ponts-levis  à flèches,  dont  les  lisses  sont 
enlevées  de  dessus  leurs  appuis  par  les  hommes  de  garde,  et  ren- 
trées à chaque  fois  dans  l’intérieur  de  la  place, afin  d’éviter  les  sur- 
prises,etc.  Des  chaînes,  tellesquecellesqui  ontété  proposées  par  le 
capitaine  Delile,  ou  des  lisses  en  fer  rond  glissant  horizontalement 
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dans  des  ouvertures  cylindriques  pratiquées  aux  montants  de  la 
porte,  semblent  être  encore  ce  qu’il  y a de  plus  simple  : cette  der- 
nière disposition , que  nous  avons  proposée  pour  le  pont-levis  de 
la  porte  des  Allemands  à Metz,  serait  exempte  des  inconvénients 
qui  y ont  été  remarqués,  si  l’on  prenait  le  soin  de  guider  la  course 
des  lisses  par  de  petits  galets,  et  si  l’on  donnait  un  jeu  suffisant  aux 
créneaux  qui  les  reçoivent. 

pont-levis  a contre-poids  sans  courbes  de  m.  le  lieutenant- 
colonel  DU  GÉNIE  P.  BERGÈRE. 

Application  de  ce  pont-levis  aux  ouvrages  avancés  des  places  et  à 
ceux  de  campagne. 

20.  La  propriété  qu’a  le  point  O (fig.  20i)  de  la  barre  BC  du 
pont-levis  à la  Delile,  de  demeurer  constamment  sur  une  droite 
horizontale  KL,  a fourni,  à M le  lieutenant-colonel  du  génie  P. 
Bergère  ( Mémorial  de  l’Officier  du  Génie,  tome  2™',  page  135),  l’idée 
ingénieuse  de  supprimer  entièrement  les  courbes,  en  contraignant 
directement  le  point  O à décrire  l’horizontale  KL.  A cet  effet,  il 
fixe,  en  ce  point,  une  paire  de  roulettes  dont  l’axe  traverse  la 
barre  et  qui  se  meuvent  sur  un  chemin  de  fer  MN,  de  niveau,  à 
mesure  qu’on  baisse  le  contre-poids  à terre  ou  qu’on  tire  horizon- 
talement l’axe  des  roulettes  pour  élever  le  tablier 

Cette  disposition, d’une  simplicité  remarquable, peut  être  avan- 
tageusement employée  par  les  petits  passages.  Nous  l’avons  vue, 
en  1825,  appliquée  avec  quelques  modifications  heureuses,  à 
l’un  des  ponts-levis  des  ouvrages  avancés  de  la  place  de  Mons , où 
il  n’existait  aucun  pied-droit  pour  fixer  l’horizontale  MN.  Comme 
ce  dispositif  est  d’une  exécution  facile,  et  qu’il  peut  très-bien, 
dans  tous  les  cas  analogues  et  surtout  dans  les  ouvrages  de  cam- 
pagne, remplacer  les  autres  ponts-levis  connus,  je  crois  utile  d’en 
présenter  ici  une  courte  description;  mais  n’ayant  pas  eu  la  faculté 
d’en  étudier  les  détails  sur  place,  je  tâcherai  d’y  suppléer  de  mon 
mieux  en  me  guidant  d’après  mes  souvenirs. 

La  différence  essentielle  en  celte  disposition  et  la  précédente, 
consiste  en  ce  que  la  roue  qui  guide  le  point  O (fig.  205)  d3ns  son 
mouvement  horizontal,  est  beaucoup  plusgrande  et  se  trouve  rem- 
placée véritablement  par  deux  roues  de  voiture  ordinaires,  mobiles 
sur  des  poutrelles  ou  un  masif  de  maçonnerie,  garnis  de  bandes 
de  fer  formant  un  peu  saillie  au-dessus  du  sol  du  passage.  Chaque 
barre  du  pont  se  trouve  ainsi  soulenue  en  O par  l’essieu  commun 
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au  couple  de  roues  qui  lui  correspond;  ce  qui  parait  indispensable 
pour  assurer  la  stabilité  de  la  manœuvre,  qui  peut  s'effectuer 
d'ailleurs  très-avantageusement  et  très-commodément  en  agissant 
directement  sur  les  roues  pour  les  faire  avancer  ou  reculer.  Quant 
à la  manière  de  fixer  solidement  le  tablier  à la  position  verticale , 
elle  peut  consister  en  deux  forts  verroux  ou  chaînes,  accrochés  et 
cadenassés  contre  deux  poteaux  convenablement  enfoncés  en  terre; 
enfin  les  barres  elles-mêmes  peuvent  être  construites  en  fer,  en 
fonte  ou  en  bois,  selon  les  circonstances,  à peu  près  comme  le  sont 
les  balanciers  employés  dans  diverses  machines  et  qui  doivent 
supporter,  à leurs  extrémités  et  au  centre,  des  efforts  plus  ou  moins 
grands;  c’est-à-dire,  qu'il  convient  de  les  renfler,  dans  le  sens  ver- 
tical, vers  leur  point  d'appui  contre  les  essieux,  de  façon  que,  sous 
un  même  volume,  ils  présentent  la  plus  grande  résistance  possible; 
ce  qui  leur  assigne,  comme  on  sait,  la  forme  de  deux  paraboles 
très-allongées,  dont  les  sommets  correspondraient  aux  extrémités 
des  barres. 

Le  dispositif  dont  il  est  question  trouvant  principalement  son 
application  en  campagne,  où  il  est  impossibled'apporter  beaucoup 
de  soin  aux  constructions,  et  où  l'on  manque  souvent  même  des 
matériaux  nécessaires,  nous  avons  cru  intéressant  de  traiter  ce  cas 
dans  la  figure  203  en  supposant  que  les  barres  soient  composées 
chacune  des  deux  chevrons  en  chêne,  de  10  à 12  centimètres  d’é- 
quarrissage, reliés  solidement  par  des  frettes  ou  des  cordes,  de 
distance  en  distance,  mais  principalement  au  centre  et  aux  extré- 
mités, On  suppose  qu’elles  aient  été  écartées  avec  force,  vers  ce 
centre,  au  moyen  de  taquets  de  bois  légèrement  embrévés  sur  cha- 
que pièce,  et  embrassant  la  partie  carrée  de  l’essieu  des  roues, 
tandis  que  d’autres  taquets  maintiennent  cet  écartement  vers  le 
milieu  de  la  distance  de  l'essieu  aux  extrémités  des  pièces  ; il  est 
entendu  d’ailleurs  qu'indépendamraent  des  frettes  ou  des  cordes, 
qui  servent  à lier  ces  extrémités,  on  aura  soin  de  placer,  dans  leur 
joint  de  contact,  quelques  clefs  qui  rendent  impossible  le  glisse- 
ment dans  le  sens  de  la  longueur.  D’après  les  théories  connues , un 
pareil  assemblage  aura  une  solidité  plus  que  suffisante  pour 
résister  à des  efforts  verticaux  de  900  kilogrammes  agissant  aux 
points  B et  C des  barres,  ce  qui  excède  de  beaucoup  ceux  qu'elles 
auront  à supporter  dans  les  circonstances  dont  il  s'agit  ici. 

On  remarquera  enfin  que  les  points  d'attache  du  tablier  sont 
formés  par  le  prolongement  d'essieux  en  fer  traversant  les  che- 
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vrons  de  rives,  aux  points  qu'indiquent  les  conditions  d’équilibre 
du  tablier  pour  le  dispositif  actuel  delà  manœuvre, et  que  les  con- 
tre-poids C,  au  lieu  d’étre  composés  de  rouleaux  en  fonte,  peuvent 
l’être  de  bombes  pleines  ou  de  corps  quelconques  suspendus  li- 
bremeut  au-dessous  du  boulon  qui  fixe  la  position  du  centre  de  ce 
contre-poids. 

PONT-LEVIS  A SPIRALES  DE  M.  LE  CAPITAINE  DD  GÉNIE  DERCHÉ. 

Description  et  théorie. 

2t.  Feu  le  capitaine  du  génie  Derché,  a exécuté,  en  1810  et  1811, 
à Osopo  et  à Palmanova,  un  pont-levis  fort  ingénieux  (fig.  206), 
dont  le  principe  consiste  en  ce  qtle  le  contre-poids  Q,  qui  fait 
équilibre  au  tablier,  est  constant  et  suspendu  par  une  chaîne  à 
l’extrémité  d'une  courbe  en  spirale  aJbcd,  monté  sur  un  axe  hori- 
zontal EF  en  bois , dont  le  mouvement  est  lié  à celui  du  tablier 
AB  du  pont,  par  le  moyen  d’une  autre  chaîne  BCD  passant  sur 
une  première  poulie  C.  fixée  au  montant  de  la  porte,  et  qui  va 
finalement  s'enrouler  autour  d'une  autre  grande  poulie  montée 
sur  l’arbre  EF  de  la  spirale.  Un  second  tambour  HH’  à gorge 
angulaire  et  profonde,  monté  sur  le  même  arbre  reçoit  la  chaîne 
sans  fin,  qui  sert  à la  manœuvre  du  pont-levis.  D’après  cette  des- 
cription sommaire,  on  conçoit  facilement  que  le  but  de  la  spirale 
est  de  faire*  varier  le  bras  de  levier  du  contre-poids  Q,  de  façon 
qu’il  fasse  constamment  équilibre  au  poids  du  tablier  considéré 
dans  ses  diverses  positions. 

Soit  toujours  P le  poids  total  de  ce  tablier  supposé  concentré  au 
point  G (fig.  207);  abaissons  du  centre  A des  tourillons,rhorizontale 
AP  sur  la  verticale  GP,  relative  à une  position  quelconque  de  G ou 
du  tablier  AB;  soit  AK  la  perpendiculaire  abaissée  du  même  cen- 
tre sur  la  direction  CB  de  la  chaîne  extérieure  ; t la  tension  de 
cette  chaîne,  qui  maintient  en  équilibre  le  poids  P du  tablier,  par 
suite  de  l’action  du  contre  poids  Q;  on  aura,  d’après  la  théorie 
des  moments,  AK  et  AP  étant  les  bras  de  levier  des  forces  t et  P , 

PXAP=<XAK;  d’où  <=-££-  P. 

Par  conséquent , comme  on  connaît , pour  chacune  des  positions 
du  tablier  , les  longueurs  AP  et  AK  , que  P est  d’ailleurs  donné  , 
on  pourra  calculer  immédiatement  ( ; cette  tension,  agissant  à la 
circonférence  du  tambour  LMD  monté  sur  l’abre  E,  aura  pour 
moment , par  rapport  à l’axe , 

/y  H : 
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si  l’on  désigne  par  R le  rayon  constant  de  ce  tambour.  Nommant , 
rie  plus  r le  rayon  correspondant  Ea  de  la  spirale  abcd,  compté  de 
l’axe  E , ou  plutôt  le  bras  de  levier  horizontal  du  poids  Q qu’elle 
supporte,  relatif  à la  position  AB  du  tablier  , on  aura  , pour  ex- 
primer les  conditions  de  l’équilibre , l'équation  unique  , 

Q.r— < R=ïït.  R.P  ;dou  • qR. 

au  moyen  de  quoi  il  devient  facile  de  tracer  la  spirale. 

En  effet , les  angles  décrits  par  le  treuil  et  la  spirale , pendant 
que  le  tablier  s’élève  au-dessus  de  sa  position  primitive  AB’ , sont 
évidemment  proportionnels  aux  arcs  correspondants  de  chaînes 
enveloppés  sur  le  tambour  circulaire  DLB1 , ou  aux  raccourcisse- 
ments éprouvés  par  la  portion  de  chaîne  extérieure  BC  comprise 
depuis  la  poulie  C jusqu'au  point  d'attache  B du  tablier.  Or  , ces 
raccourcissements  sont  donnés  pour  chacune  des  positions  de  AB , 
aussi  bien  que  AK  et  AP  ; donc  , si  l’on  conçoit  que  la  longueur 
totale  de  chaines  , qui  a passé  sur  la  poulie  C ou  s’est  enroulée 
sur  le  tambour  DLM  , depuis  la  position  horizontale  jusqu’à  la 
position  verticale  du  tablier  , soit  divisée  en  un  nombre  suffisam- 
ment grand  de  parties  égales  ; qu’on  ait  déterminé  , soit  graphi- 
quement , soit  par  le  calcul , les  valeurs  de  AP  , AK  et  r qui  ré- 
pondent aux  positions  du  tablier  pour  lesquelles  la  longueur  de 
chaîne  extérieure  BC  a diminué  de  ces  diverses  quantités  ou  par- 
ties égales  , on  n’aura  plus , pour  tracer  la  spirale , qu’à  porter 
consécutivement  ces  diverses  parties  sur  la  circonférence  du  tam- 
bour DLM  (fig-  308) , à partir  d’un  certain  point  a, , qu’on  pren- 
dra pour  origine  des  arcs  et  qui  sera  censé  correspondre  à la  posi- 
tion horizontale  du  tablier  ; puis  désignant  par  a,,  a„  ai,  a4,.. 

les  différents  points  de  division  consécutifs  ainsi  obtenus , ou  tra- 
cera les  rayons  Ea„  Ea„  Ea3,  E04,. sur  lesquels  on  portera,  à 

partir  du  centre  E,  les  distances  Ert,  Era,  Ers qui  sont  res- 

pectivement égales  aux  valeurs  de  r trouvées  pour  les  posi- 
tions du  tablier  où  la  portion  de  chaîne  BC  est  diminuée  de 

o,  a>,  de  a,  ai,  de  a,  04 Enfin  élevant , à chacun  des  points 

ainsi  obtenus  , des  perpendiculaires  indéfinies  sur  les  rayons  cor- 
respondants , l’enveloppe  de  toutes  ces  |>erpendiculaires  , qui  ré- 
présentent ici  les  diverses  directions  de  la  chaîne  aQ  (fig.  207),  du 
contre-poids  , par  rapport  à l’axe  E du  treuil , celle  enveloppe, 
dis-je  , sera  la  spirale  demandée. 

86 
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Simplification  des  calculs  et  du  trace  de  la  spirale. 

22.  Cette  construction  de  la  spirale  pour  le  cas  général  , ne 
laisse  pas  que  d’être  assez  compliquée  et  pénible  à cause  des  opé- 
rations nécessaires  pour  obtenir  les  valeurs  successives  de  r ; mais 
elle  se  simplifie  beaucoup  , 1°  lorsqu’on  place  le  point  d’attache 
B (fig.  207)  du  tablier  dans  la  direction  de  la  droite  AG  , qui  va 
du  tourillon  au  centre  de  gravité  G , ce  qui  se  fait  presque  tou- 
jours ; 2°  lorsqu'on  substitue  à la  poulie  antérieure  C des  chaînes , 
un  point  I , situé  un  peu  au-delà  de  sa  circonférence , et  par 
lequel  leur  direction  passe  sensiblement  dans  les  diverses  positions 
du  tablier. 

Pour  déterminer  la  position  de  ce  point  I,  la  poulie  et  le  tablier 
étant  donnés  , on  tracera  les  directions  6B”,  aB'  (fig.  209)  de  la 
chaîne  , qui  forment  entre  elles  le  plus  grand  angle  , parmi  toutes 
celles  qui  répondent  aux  diverses  positions  du  tablier;  après  quoi  on 
inscrira  , dans  le  triangle  mixtiligne  abc  formé  par  ces  directions 
et  la  gorge  de  la  poulie  , un  petit  cercle  dont  le  centre  1 pourra 
être  pris  pour  le  point  demandé. 

Dans  ces  suppositions  dont  il  s'agit , on  pourra  décomposer  le 
. BG 

poids  P du  tablier  en  deux  , l’un  P.  ^ agissant  eu  A (fig.  210) , 
qui  sera  détruit  par  la  résistance  des  tourillons,  l'autre  P.  ^ — p 
qui  agira  au  point  d’attache  B,  pour  entraîner  le  pont  ; le  point  B 
sa  trouvera  ainsi  soumis  aux  deux  forces  t et  p , l’une  agissant 
suivant  la  direction  IB  de  la  chaîne  et  l’autre  suivant  la  verticale 
Bp,  de  B;  ces  forces  t et  p devant  se  faire  équilibre  au  moyen 
de  la  verge  rigide  AB , il  faudra  que  leur  résultante  passe 
par  le  centre  A des  tourillons  ; abaissant  donc  la  verticale  IH  de  I 
sur  AB  prolongée , elles  devront  être  entre  elles  dans  le  rapport 
des  côtés  BI  et  IH  du  triangle  BIH,  semblable  à celui  B«A  qui  serait 
formé  sur  les  forces  p,  t et  leur  résultante  BA,  en  sorte  qu’on  aura 

n AC  BI 

P—P-  aB’  * p'  Hl’ 

et  toujours 

».R_p  BI  R 

Q“~Q  ‘ Hl  ' ’ 

expression  qu'il  sera  très-facile  de  calculer  ou  de  construire,  pour 
les  diverses  longueur  IB  de  la  chaire  extérieure,  qui  ont  été  con- 
sidérées dans  les  construction  ci-dessus  de  la  spirale.  Car  si  l'on 
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porte,  de  1 en  F,  sur  1H  , un  nombre  de  millimètres  ou  de  centimè- 
tres égal  à celui  des  kilogrammes  que  contient  p , puis  qu'on  mène 
la  parallèle  Fl  à AB , elle  interceptera , sur  IB , une  distance  II , qui 
représentera,  en  millimètres  ou  centimètres,  le  nombre  des  kilo- 
grammes contenus  dans  1. 

Cas  particulier  où  le  point  de  contact  moyen  des  chaînes  et  de  la 
poulie  est  sur  la  verticale  des  tourillons. 

23.  Dans  le  cas  particulier  où  le  point  I est  sur  la  verticale  de 
l’axe  A des  tourillons,  IH  se  confond  avec  AI  et  devient  invariable  ; 
d’où  il  suit  que  les  valeurs  de  1 et  de  r sont  simplement  propor- 
tionnelles aux  longueurs  BI  de  chaîne  extérieure  ; c’est  ce  cas  par- 
ticulier quia  été  spécialement  considéré  par  le  capitaine  Derché  (*), 
à cause  des  simplifications  qu’il  apporte  dans  la  construction  des 
spirales  d’équilibre. 

Il  résulte  en  premier  lieu,  de  cette  supposition,  que  les  rayons 

vecteurs  Er,  Er,,  Er., (fig.  208)  qui  nous  ont  servi,  plus 

haut,  à construire  les  tangentes  enveloppes  de  la  spirale , décrois- 
sent proportionnellement  aux  longueurs  a,  a,,  a,  as,  ata$ 

de  chaîne  qui  se  sont  successivement  enroulées  sur  le  tambour 
LMD  du  treuil,  en  sorte  que  leurs  extrémités  r„  r„  n, ap- 

partiennent véritablement  à une  spirale  darchimide. 

De  plus,  si  nous  nommons  1,  la  longueur  de  chaîne  extérieure 
BI  (fig.  210)  relative  à la  position  horizontale,  du  tablier,  L sa  lon- 
gueur relative  à la  position  verticale , la  longueur  totale  a,a, a„ 

(fig.  208)  de  chaîne  enroulée  sur  le  tambour  LMD,  pour  cette  der- 
nière position,  sera  I, — L;  et,  si  nous  la  supposon  divisée  eu  n — t 

parties  égales  a,  a,,  a,  ai, aux  points  a,,  ai et 

que  nous  fassions 

1,-1.  p R 

— — r-e=«,  ~ -rT-»=c=constante, 

H 1 Al 

nous  aurons,  d’après  ce  qui  précède, 

r==-^  ~ -R=c,BI=-c.I,  rt=cl„  rj=c(l, — e), 

r»=c(!t — 2e),  r«—  c(t, — 3e), r.-^el,; 

relations  qui  déterminent  les  bras  de  levrler  Er,  Er„  Er3 ré- 

(’)  Voyez  le  mémoire  de  cet  habile  ingénieur  dans  le  Mémorial  de  l'offi- 
cier du  Génie  , tome  2*  page  73. 
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pondant  aux  points  de  division  av  a„  a,, et  servant  à cons- 

truire la  spirale  d'équilibre  par  l’enveloppe  de  ses  tangentes. 

Ce  tracé  laissant  quelqu’incertitude  relativement  à la  position 
des  points  de  la  courbe,  qui  sont  des  intersections  successives  des 
tangentes,  à moins  qu’on  ne  multiplie  considérablement  le  nombre 
de  ces  dernières,  M.  le  capitaine  du  génie  Gosselin  a levé  toute 
espèce  de  difficulté,  au  moyen  d’une  construction  simple  et  ingé- 
nieuse du  point  de  contact  de  chaque  tangente.  (') 

Construction  directe  des  points  de  contact  des  tangentes  enveloppes  de 
la  spirale  d’équilibre. 


24.  Considérons  deux  points  infiniment  voisins  r et  r*  (fig.  2H) 
de  la  spirale  d'Archimède,  qui  contient  les  pieds  des  perpendicu- 
laires, tangentes  à la  spirale  d’équilibre , la  rencontre  t des  perpen- 
diculaires ri,  r't  aux  rayons  vecteurs  Er.Er’.sera  le  point  de  contact 
demandé  sur  la  tangente  rt;  de  plus  rr’  sera  l’élément  correspon- 
dant de  la  sprirale  d’Archimède.  Cela  posé  prolongeons  les  rayons 
vecteurs  Er,  Er’  jusqu’à  la  circonférence  extérieure  du  tambour  en 
a, a’;  et  soit  s le  point  où  la  tangente  r'I  rencontre  le  rayon  vec- 
teur Er;  rs,  que  nous  nommerons  dr, sera  la  diminution  infiniment 
petite  du  rayon  vecteur  r,  de  r en  r’,  et  aa'  sera  la  diminution  cor- 
respondante de  la  longueur  de  chaîne  extérieure  que  nous  nomme- 
rons dl,  en  sorte  qu’on  aura,  d’après  la  relation  générale, 

r= Cl,  tfr=Cd/; 

mais  r's  peut  être  considéré  comme  un  arc  de  cercle  infiniment 
petit  concentrique  à aa'  et  ayant  r pour  rayon,  donc  on  a 


et  partant, 


Ea’  _ R aa'  dl  dr  rs 

Er’  r r’s  ~ r's  C.r’s  “ C.r’s 

R rs  rt  rt_  ' 

^ r 77*”  rË  r 


attendu  que  les  triangles  rr's,  rEt,  rectangles  en  s et  r sont  sembla- 
bles, la  figure  Er'rt  étant  inscriptible  à un  cercle  dont  Et  est  le 
diamètre,  et  les  angles  rr’f,  rEt,  qui  soustendent  le  môme  arc  rt , 
étant  égaux.  Donc  enfin  on  a,  pour  déterminer  la  distance  du 


C)  Voy«  la  solution  analytique  dans  le  Memorial  de  l’ollioier  du  Génie, 
page  7t. 
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point  de  contact  t de  chaque  tangente  rt  au  pied  de  la  perpendi- 
culaire qui  lui  correspond,  la  relation 


^c-Hr 


R3  P 
HI  Q 


Ra 

AI 


qui  montre  que,  dans  les  dispositions  particulières  qui  nous  occu- 
pent où  le  point  I est  sur  la  verticale  des  tourillons  du  tablier,  la 
distance  dont  il  s’agit  est  invariable  et  égale  à une  quantité  facile 
à calculer,  comme  l’a  démontré  primitivement  M.  Gosselin. 


Détermination  du  rayon  du  tambour  des  chaînes  et  du  plus  grand 
rayon  de  la  spirale. 

25.  Pour  éviter  que  les  portions  de  chaîne  enroulées  sur  le 
grand  tambour  du  contre-poids  ne  s’y  recroisent  et  ne  s’y  embar- 
rassent, le  capitaine  Derché  a pris  la  circonférence  de  ce  tambour 
précisément  égale  à la  longueur  totale  de  cette  portion,  on  a l, — 1,; 
en  sorte  qu’on  a 

lt— J.=2itR;  d'où  7*"  > 

2TT 

étant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  Qoant  à la  va- 
leur du  contre-poids  Q,  M.  Derché  la  détermine  d’après  la  condi- 
tion que  le  bras  de  levier  de  la  spirale,  qui  répond  à la  position 
horizontale  du  tablier , soit  précisément  égal  à R ; et  comme  on  a 

_ P fl  c 

r‘  Q • Al  R’ 

on  déduit  de  cette  seconde  condition 


Observations  sur  la  manœuvre  du  pont  d spirales. 

20.  Le  capitaine  Derché  affirme,  dans  le  mémoire  déjà  cité,  et 
auquel  nous  renverrons  pour  différents  détails  de  construction , 
qu’un  pont-levis  à spirale , exécuté  par  lui , à Osopo , et  dont  le 
tablier  pesait  2500  ldi.,  pouvait  se  manœuvrer  avec  deux  hommes; 
cependant  nous  avons  eu  l’occasion,  en  1825,  de  voir  à Douai  un 
pareil  système  appliqué  à une  porte  de  poterne,  située  à côté  du 
canal  de  la  Scarpe  qui  traverse  cette  ville,  et  dont  le  tablier , 
quoique  d’un  poids  assez  faible,  nous  a paru  être  mis  difficilement 
en  mouvement  par  deux  hommes  agissant  sur  les  petites  chaînes 
de  manœuvre;  ce  qu’on  doit  sans  doute  attribuer  à quelques  dé- 
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fuuts  particuliers,  et  notamment  à ce  que,  dans  les  conditions 
d’équilibre,  on  n’aurait  pas  tenu  compte  du  poids  des  grosses 
chaînes  qui  soutiennent  le  tablier  ou  les  contre-poids,  lesquelles 
dans  leur  enroulement  et  leur  déroulement,  produisent  des  résis- 
tances au  moins  égales  à celles  qui  sont  dues  aux  simples  frotte- 
ments des  diverses  articulations. 

A la  vérité,  M.  le  capitaine  du  génie  Creuilly  a proposé  (*)  des 
moyens  pour  mettre  le  poids  des  chaînes  en  équilibre  dans  toutes 
les  positions;  mais,  quoique  fort  ingénieux  en  eux-mémes.  ces 
moyens  paraissent  trop  compliqués  pour  être  mis  facilement  en 
pratique  ; et  bien  qu’on  puisse,  à la  rigueur,  tenir  compte  de  l’in- 
fluence des  chatnes  dans  le  tracé  de  la  spirale,  on  n’en  doit  pas 
moins  croire  que  les  autres  inconvénients  du  pont-levis  à la  Der- 
ché,  et  notamment  les  sujétions  et  incertitudes  de  toute  espèce 
que  présentent  la  construction  et  le  calcul  des  diverses  parties  du 
mécanisme,  feront  renoncer  à son  usage  dans  tous  les  cas  où  il 
s’agirait  de  l’établissement  de  pont-levis  dont  le  tablier  pèserait 
au-delà  de  1500  à 2000  kilogrammes.  Du  reste  , MM.  les  élèves 
pourront  voir  à la  galerie  des  modèles  de  l’École  d’application,  un 
pont-levis  à la  Derché  exécuté  à l’échelle  du  douzième , par  les 
soins  de  M.  Aimé,  et  qui  se  trouve  parfaitement  en  équilibre  dans 
toutes  les  positions  du  tablier. 

PROJET  DE  PONT-LEVIS  A CHAINES  ET  A OONTRE-POIDS  CONSTANS  AVEC 
COURBES  D’ÉQUILIBRE  SUR  LE  TABLIER. 

Idée  de  la  manœuvre  de  ce  système  et  de  sa  théorie. 

27.  Dans  le  système  que  nous  venons  d’examiner,  on  fait  varier, 
pour  chaque  position  du  tablier , le  bras  du  levier  du  contre-poids 
Q ; mais  il  serait  possible  de  laisser  ce  bras  de  levier  constant  en 
faisant  varier  seulement,  dans  un  rapport  convenable,  celui  des 
chatnes  extérieures  du  tablier;  ce  qui  apporterait  des  simplifica- 
tions notables  à l'établissement  de  la  manœuvre. 

La  chaîne  ODE  (fig.  212} , qui  soutient  le  pont,  passerait  sur  une 
première  poulie  D fixée  au  montant  de  la  porte,  puis  sur  une  se- 
conde poulie  E,  placée  en  arrière  et  montée  sur  un  arbre  de  ma- 
nœuvre horizontal,  en  bois  ou  en  fer;  à l’extrémité  F de  cette 

(’)  Mémorial  de  l’officier  du  génie,  tome  2*,  page  73,  note  de  M.  le  lieute- 
nant colonel  du  génie  Audoy.  dans  laquelle  se  trouve  aussi  un  développement 
analytique  de  la  proposition  de  M,  Gosselin  sur  les  tangentes  de  la  spirale. 
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c haine  pendrait  immédiatement  le  contre-poids  Q servant  à main- 
tenir le  tablier  AB  en  équilibre.  Mais,  comme  ce  contre-poids  doit 
être  ici  constant,  il  faudrait  faire  varier  le  point  d’attache  des 
chaînes  et  du  tablier  de  cette  manière  : des  deux  côtés  de  ce  ta- 
blier, on  placerait  une  petite  courbe  oèC  formée  d'une  molle  bande 
de  fer,  maintenue  par  des  étriers,  ou  par  un  système  de  lisses  et 
sous-lisses , qui  serait  adapté  aux  chevrons  de  rive  du  pont  ; cette 
courbe  d'ailleurs  servirait  à recevoir,  par  enveloppement,  la  par- 
tie inférieure  de  la  chaîne  DC,  qui  aurait  son  point  d’attache  en  a, 
près  du  tablier,  et  on  la  tracerait  d’après  la  condition  que  le  mo- 
ment AK  XQ  relatif  à la  tension  constante  Qde  la  chaine,  fût  sans 
cesse  égal  au  moment  PXAG  du  poids  du  tablier  ; car  on  aurait 
immédiatement  le  bras  de  levier  AK  relatif  à chaque  position  de 
ce  dernier,  d’où  on  concilierait, sur-le-champ,  les  directions  suc- 
cessives que  doit  prendre  la  partie  rectiligne  CD  de  la  chaîne  par 
rapporta  celle  de  AB,  directions  dont  l’enveloppe  générale  serait 
précisément  la  courbe  demandée. 

Ce  dispositif,  qui  n’a  d’autre  inconvénient  que  de  rétrécir  le  pas- 
sage de  la  porte  et  du  pont , est  assez  simple  d'ailleurs  pour  rece- 
voir son  application  dans  quelques  cas  particuliers. 

PONT-LEVIS  A CONTRE-POIDS  VARIABLES. 

Notice  sur  ces  ponts-levis. 

38.  C’est  à M.  le  lieutenant-colonel  du  génie  Bergère  qu’est  due 
primitivement  l’idée  de  faire  varier  l'intensité  d’action  du  contre- 
poids des  pont-levis  à chaînes  passant  sur  des  poulies , d’après  la 
loi  même  que  suit  la  tension  de  ces  chaînes , dans  les  diverses  po- 
sitions du  tablier.  Mais  le  moyen  qu’il  a proposé  pour  remplir  ce 
but  (Mémorial , tome  2',  page  84) , et  qui  consiste  dans  l’emploi  de 
deux  flotteurs,  présente  des  sujétions  qui  le  rendraient  difficilement 
applicable  aux  communications  ordinaires  des  places  de  guerre; 
celui  dont  nous  allons  donner  la  description  et  le  calcul,  dans  ce 
qui  va  suivre,  peut,  au  contraire , être  exécuté  partout  sans  perdre 
les  avantages  inhérents  à la  diminution  de  l’espace  consacré  à la 
manœuvre,  qui  caractérise  ce  genre  de  pont-levis. 

Idée  générale  du  pont-levis  à contre-poids  variables 

29.  Concevons  l’une  BCDE  (fig  213)  des  chaînes  du  tablier  pas- 
sant sur  detix  poulies  C,D,  et  soutenant,  à son  extrémité  F opposée 
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au  point  d’attache  U,  une  autre  chaîne  FGK,  dont  le  poids  beau- 
coup plus  considérable  est  destiné  à faire  équilibre  à celui  du 
tabler;  concevons  que  cette  seconde  chaîne,  formée  d’une  ma- 
nière quelconque  et  suspendue  verticalement  sous  le  point  F,  soit 
repliée,  vers  le  bas  de  façon  à présenter  une  seconde  branche  ver- 
ticale H K,  dont  l'extrémité  supérieure  K soit  elle-même  suspendue 
à une  console  en  fer,  scellée  dans  le  montant  du  passage,  le  plus 
près  possible  de  la  branche  FG,  sans  que,  pour  cela,  il  en  résulte 
de  la  gène  dans  le  mouvement  de  ta  chaîne;  il  parait  évident  que 
le  point  F,  venant  à baisser  par  suite  de  l’ascension  du  tablier, 
une  partie  de  FG  se  repliera  le  long  de  la  verticale  du  point  K, 
d’une  quantité  à-peu-près  moitié  (*)  de  la  hauteur  dont  sera  des- 
cendu le  point  F,  ou  de  la  longueur  de  chaîne  qui  aura  passé  par- 
dessus les  poulies,  et  diminuera,  par  conséquent,  d'autant  le 
poids  qui  agit  en  ce  point.  Supposant  donc  qu’on  ail  donné  à 
chaque  partie  de  la  chatne,  des  dimensions  telles  que  les  diminu- 
tions de  poids  dont  il  s'agit,  soient,  à chaque  instant,  exactement 
égales  à celles  que  doit  éprouver  la  tension  de  la  petite  chatne 
BCDE,  qui  soutient  le  tablier,  on  conçoit  que  l’équilibre  scia 
assuré  pour  toutes  les  positions,  et  que  la  puissance  n’aura  à 
vaincre  que  les  seuls  frottements. 

Constitution  et  construction  des  grosses  chaînes  de  contre-poids. 

30.  On  peut  composer  la  chatne  FGIIK  d’une  manière  quel- 
conque; mais,  pour  qu’elle  ait  la  solidité  et  le  poids  convenables, 
sous  le  plus  petit  volume  possible,  on  la  forme  de  plusieurs  rangs  de 
plaques  en  fonte  de  fer,  obloogues,  terminées  par  des  demi-cercles 
et  auxquelles  on  a donné  une  épaisseur  relative  au  poids  total  que 
doit  recevoir  la  chaîne  : les  plaques  s’entrelacent,  se  recroisent  les 
unes  les  autres  et  sont  reliées  par  des  boulons  absolument  comme 
dans  les  chaînes  de  montre;  le  jeu  nécessaire  à laisser  entre  celles 
d’une  même  rangée  verticaie,dépend  delà  .précision  que  l’on  peut  espé- 

(*)  li  faut  considérer,  en  effet , que  les  deux  portions  de  chaîne  qui  sont 
au-dessous  de  l'horizontale  KL  du  point  K demeurent  toujours  égales  entre 
clics , de  sorte  qu'en  supposaut  que  F et  G deviennent,  pour  une  autre  posi- 
tion , F’  et  G’,  on  aura  1111’—  GG’,  et  par  suite  FF’  = GG’-f-HH*=2GG’. 
Mais  celte  proposition  n’est  rigoureusement  vraie,  comme  on  voit,  qu'autant 
que  la  partie  inférieure  HG  de  la  chaîne  conserve  la  même  forme  dans  toutes 
les  positions  du  système,  ou  qu'aatant  qu’on  entende  ne  l’appliquer  qu'à  des 
positions  pour  lesquelles  cela  ait  lieu. 
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rer  dans  les  fonderies  ou  lors  du  forage  des  trous  par  l’ouvrier  ; 
un  centimètre  est  plus  que  suffisant  dans  tous  les  cas.  Dans  une 
telle  hypothèse , les  plaques  devraient  recevoir,  en  longueur,  deux 
fois  leur  largeur  plus  un  centimètre;  en  admettant  10  centimètres 
pour  la  largeur  des  plaques,  ce  qui  parait  convenir  à tous  les  cas 
de  la  pratique,  les  plaques  auraient  donc  SI  centimètres  de  lon- 
gueur et  les  centres  des  trous  seraient  espacés  de  Om,ll  ; les  bou- 
lons eux-mêmes  pourraient  avoir  0m,025  de  diamètre  pour  de  forts 
tabliers,  sauf  ceux  aa'  bb'  (lig.  214)  des  extrémités  inférieure  et 
supérieure  de  la  chaîne,  qui  auraient  jusqu’à  O,"^.  Ces  mêmes 
boulons  aa  sout  d'ailleurs  reliés  à une  traverse  AA’,  rectangulaire 
d’une  hauteur  de  0”,05  à O"1, 07,  par  d’autres  systèmes  de  plaques 
en  fer  ce',  cc\  servant  de  brides  ou  d’étriers  qui  sont  légèrement 
engagées  dans  la  partie  supérieure  de  AA’. 

La  distance  entre  les  branches  verlicales  FG  et  KH  d une  même 
chaîne  doit  être  d’au  moins  CT,04;  et  pour  réduire  les  dimensions 
des  plaques  et  boulons  à celles  ci-dessus  dans  le  cas  de  forts  ta 
bliers,  il  est  convenable  d’accoupler  deux  chaînes  ag,  a g'  (fig.  215). 
semblables  aux  précédentes,  sous  une  même  poulie,  et  qui  se 
retroussent  ou  se  replient  en  sens  contraire.  Quant  à l'épaisseur 
des  plaques,  nous  avons  déjà  dit  quelle  est  relative  au  poids  et  à la 
largeur  que  doivent  recevoir  les  chaines,  pour  satisfaire  aux  con- 
ditions de  l’équilibre  : par  exemple,  si  la  plus  petite  largeur  dans 
le  sens  des  boulons  doit  être  de  O™, 27,  on  pourra  composer  le 
noyau  de  trois  rangs  de  plaques  de  0“Û8  d’épaisseur  ou  de  cinq 
rangs  de  0™,05,  il  restera  ensuite  à garnir  les  côtés  de  plaques  qui 
aient  ensemble  une  épaisseur  de  O™, 05  ou  O1" ,02. 

En  général,  on  doit  adopter  des  épaisseurs  de  plaques  telles 
qu’on  reste  le  maître  de  faire  varier  celle  des  chaînes,  en  chaque 
point,  de  quantités  qui  ne  soient  pas  assez,  grandes  pour  amener 
forcément  des  défauts  sensibles  d’équilibre.  C’est  dans  celte  vue 
qu’on  fait  fondre  de  petites  plaques  de  rive  ayant  seulement  0m,01 
ou  O”, 02  d’épaisseur,  et  en  nombre  suflisant  pour  compléter  les 
chaines  en  chaque  point;  et  comme  dans  certains  cas,  il  peu! 
arriver  que  la  grosseur  des  chaines  doive  varier  assez  brusque- 
ment d’un  boulon  à l’autre,  on  a l'attention  de  faire  fondre  en 
même  temps  des  demi-plaques  ou  rondelles  circulaires  de  même 
épaisseur  et  largeur  que  les  petites  plaques.  Kufin,  lors  de  la  mise 
en  place  des  chaînes,  on  maintient  le  jeu  nécessaire  entre  les 
différenls  rangs  verticaux  de  plaques  en  intercalant,  entre  celles 

87- 
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d'un  même  ltoulnn,  do  petits  anneaux  de  cuivre  qu’on  trouve  tout 
faits  dans  le  commerce  ('). 

Établissement  de  la  manauvre. 

31.  Quanta  la  manoeuvre  du  pont,  elle  n'olTrc  point  de  diffi- 
culté : la  poulie  intérieure  ü (Gg.  216) , qui  répond  aux  grosses 
chaînes  FG  du  contre-poids,  est  montée  sur  un  arbre  en  fer  , qui 
porte  une  autre  grande  poulie  EE,  à gorge  angulaire  profonde,  et 
dont  le  diamètre  est  d'au  moins  lm,20,  la  petite  poulie  D ayant 
O", 60.  Cette  gorge  est  destinée  à recevoir  une  petite  chaîne  sans 
fin,  à laquelle  s'appliquent  les  hommes  chargés  de  la  manœuvre. 
Il  est  sans  doute  inutile  de  dire  que  le  même  dispositif  se  trouve 
répété  sur  chacun  des  côtés  du  passage,  et  que,  pour  éviter  que 
les  grosses  chaînes  de  chaque  contre-poids  ne  viennent  poser  à 
terre,  vers  la  fin  du  mouvement  du  tablier,  il  devient  indispen- 
sable de  creuser,  immédiatement  au-dessous,  des  enfoncements 
ou  puits  pour  les  recevoir;  enfoncements  qui , n’ayant  en  profon- 
deur qu’environ  tœ,50,  sur  0°\60à  0m,70en  carré,  et  étant  situés 
en  arrière  des  pieds-droits  de  la  porte,  ne  peuvent  présenter 
aucune  sorte  d'inconvénients. 

Notice  sur  les  ponts-levis  à contre-poids  variables  déjà  exécutés. 

32.  Le  pont-levis  dont  nous  venons  de  donner  une  idée  succincte, 
a été  exécuté,  d’abord  en  1821,  par  l’auteur , à l’une  des  portes  de 
poterne  de  la  place  de  Metz,  ensuite  en  1823  à la  porte  de  la  cita- 
delle de  Verdun,  par  M.  le  colonel  du  génie  Thiébault,  puis  suc- 
cessivement dans  les  places  de  Strasbourg,  de  Metz,  de  Belfort, 
deïoul,  de  Sedan  etc  ; le  modèle  en  petit  s’en  trouve  également 
à l’école  d'application  ; partout  les  ingénieurs  ont  été  satisfaits  des 
résultats  qu’il  présente  et  de  la  facilité  de  sa  manœuvre,  dont  les 
dispositifs  peuvent  d’ailleurs  se  plier  à toutes  les  localités.  Le 
pont-levis  qui  a été  exécuté  en  1826,  à la  porte  des  allemands  à 
Metz,  sous  les  yeux  de  l’auteur  et  par  les  soins  de  M.  Bugnot , 
capitaine  du  génie  très-distingué,  offre  quelques  particularités  et 


{*)  Voyez  pour  (le  plus  amples  détails , tant  sur  la  construction  que  sur  la 
licoric  du  pont-levis  qui  nous  occupe , le  mémoire  qui  se  trouve  inséré  au 
Mémorial  de  r Officier  du  Génie , tome  2*  page  129. 
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détails  de  construction  qui  nous  semblent  mériter  l'attention  des 
ingénieurs,  et  noos  ont  engagée  en  rapporter  le  dessin  lithogra- 
phié à la  suite  de  ce  texte. 

Ces  particularités  consistent  : 1*  dans  la  suppression  complète 
du  chevet  de  tête  ou  des  moises  du  tablier  , qui  sont  remplacés 
par  une  barre  de  fer  méplate,  terminée  aux  deux  bouts  par  des 
fusées  coniques  saillantes  , destinées  à servir  de  points  d’attache 
aux  chaines  de  pont , et  qui  portent  sur  les  poutrelles  de  rive  du 
tablier  , par  des  embases  armées  de  pattes  ou  talons  saillans  ; le 
tout  solidement  boulonné  sur  ces  poutrelles  (*);  3°  dans  le  rempla- 
cement du  chevet  porte-tourillons  par  un  système  de  moises  bou- 
lonnées, de  part  en  part  contre  ces  mêmes  poutrelles , et  la  sup- 
pression de  toute  espèce  de  crampons , frettes  et  ferrures  qui  ne 
pourraient  être  resserrées  convenablement  par  des  boulons,  après 
que  la  dessication  et  le  retrait  du  bois  se  seraient  opérés,  ce  qui  ne 
manque  pas  d’arriver  au  bout  d'un  certain  temps  ; 3°  dans  la  cons- 
truction des  petites  poulies  du  pont,  de  la  grande  poulie  de  ma- 
nœuvre et  des  supports  de  coussinets , qui  sont  ici  entièrement 
coulés  en  fonte  de  fer  et  d’une  seule  pièce;  ce  qui  outre  l’économie 
de  main-d’œuvre,  présente  encore  plus  de  solidité  que  les  pièces 
d’assemblage  qui  ont  été  proposées , page  84  et  suivantes  du 
tome  2'  du  Mémorial  de  l'Officier  du  Génie , à une  époque  où  nos 
maitres  de  forges  et  ouvriers  n’étaient  point  aussi  habiles  qu’ils  le 
sont  de  nos  jours;  4°  enfin  dans  l’emploi  des  lisses  et  sous-lisses 
mobiles  dans  des  rainures  pratiquées  aux  montants  de  la  porte  , 
dont  nous  avons  déjà  parlé  et  auxquelles  il  ne  manque,  pour  la 
manœuvre,  que  des  galets  ou  roulettes  de  guide , avec  un  peu 
plus  de  jeu. 

Calcul  des  contre-poids  pour  le  cas  particulier  où  les  poulies  anté- 
rieures répondent  à l'axe  du  tablier. 

33.  Présentons  maintenant  la  théorie  mécanique  d’après  laquelle 

(*)  La  barre  a 0",025  d’épaisseur  sur  Om,ll  de  large  ; elle  est  renforcée 
vers  les  tatous  de  ses  extrémités  : les  fusées  ont  de  O", 08  à 0m.09  de  diamètre 
au  gros  bout  .O"1, 05  au  petit,  0">,04  au  droit  de  l’anneau  d’attache  des  chaînes 
cl  0m,O3  seulement  vers  la  partie  filetée  qui  porte  l’écrou  de  chaque  extrémité* 
Quoique  la  portée  entière  des  fusces  soit  d’environ  0",60 , ces  dimensions  suffi- 
sent pour  les  plus  forts  tabliers,  le  calcul  démontrant  que,  sous  une  traction 
de  1000  à 1200  kilog. , la  flèche  s’élève  au  plus  à O" ,002  , sous  laquelle  Pelas- 
1 irilé  du  fer  des  fusées  ne  saurait  en  rien  ctre  altérer. 
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doit  se  faire  l’établissement  des  grosses  chaînes  qui  servent  de 
contre-poids  dans  le  système  du  pont-levis  qui  nous  occupe. 

Nous  savons,  d’après  ce  qui  a été  démontré  pour  le  pont  à spi- 
rale de  M.  Derché,  que,  quand  le  point  de  contact  moyen  I (fig.213) 
de  la  poulie  extérieure  C se  trouve  sur  la  verticale  de  l’axe  A des 
tourillons  du  tablier,  les  tensions  t de  la  portion  IB  de  la  chaîne 
extérieure  sont  proportionnelles  aux  longueurs  l de  celte  même 
portion  pour  toutes  les  positions  du  tablier  II  resuite  de  là  que  la 
partie  active  du  contre-poids  doit  elle-même  varier  proportionnel- 
lement à /,  pour  qu'il  y ait  équilibre  à chaque  instant;  et  comme 
les  grosses  chaînes  qui  forment  le  contre-poids  diminuent  précisé- 
ment dans  le  même  rapport  que  BI  et  de  quantités  qui  sont  moitié 
des  diminutions  de  longueur  éprouvées  par  cette  dernière  chaîne , 
il  en  résulte  encore  que,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  la  chaîne  doit 
avoir  un  poids  ou  une  épaiseur  uniformes  dans  toutes  ses  parties 
et  être  calculée  simplement  d’après  la  condition  qu’il  y ait  équili- 
bre pour  la  position  horizontale  du  tablier.  En  d’autres  termes, 
le  poids  de  la  longueur  FG  de  grosses  chaînes,  immédiatement 
suspendues  alors  sous  la  poulie  intérieure  D,  doit  être  égale  à 

L * 

p-n-  ; p étant  la  partie  du  point  du  tablier  qui  agit  au  point  d’at- 
tache B,  L’ la  longueur  BI  et  enfin  H la  hauteur  AI. 

Maintenant  on  remarquera  qu’à  la  fin  du  mouvement  du  tablier, 
lorsqu’il  bat  contre  les  montants  de  Iaporte.il  s’est  replié  une 
longueur  de  grosses  chaînes  égale  à la  moitié  de  la  longueur  dont 
a diminué  la  chaine  extérieure  BI,  longueur  que  nous  nommerons 
L’ — L”;  c’est-à-dire  que  les  chaines  du  contre-poids  doivent  s’être 

J"  t l» 

repliées  de  la  quantité  —g-  - Nofcmant  T’  la  tension  p.-jj-de  la 

chaîne  extérieure  au  commencement  du  mouvement,  T"  sa  tension 

p.  ^ à la  fin  du  mouvement,  le  poids  total  de  la  longueur  de  chaine 

j * i « 4 l’-L” 

— ^ — , pendue  sous  les  poulies,  devra  être  égal  à T’ — T”=p— jj-  ; 

relation  qui  suffit  pour  calculer  les  dimensions  des  grosses  chaines 

et  le  nombre  de  plaques  qui  doivent  s’assembler  sur  chaque 

boulon  etc.  etc. 

Fixation  de  la  hauteur  du  point  de  contact  des  poulies  extérieures 
et  des  chaînes. 

31.  La  tension  T”  u’étant  point  nulle,  ni  les  grosses  chaînes 
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totalement  repliées  vers  la  fin  du  mouvement  du  tablier,  il  faudra 
encore  s’occuper  de  mettre  en  équilibre,  pour  cet  instant,  la  ten- 
sion T”  avec  le  poids  des  armatures  supérieures,  celui  des  plaques 
non  repliées  et  des  portions  de  petites  chaînes  MF  pendantes  sous 
les  poulies  D.  Or,  comme  il  pourrait  arriver  dans  certains  cas  et 
notamment  pour  certaines  dispositions  des  poulies  extérieures  C, 
que  le  poids  seul  des  armatures  dût  surpasser  la  tension  T",  on 
voit  qu’il  n’y  aurait  aucun  moyen  de  mettre  le  système  en  équi- 
libre, pour  la  position  dont  il  s’agit,  si  on  prétendait  ne  rien  chan- 
ger à la  disposition  de  ces  poulies  et  du  point  d’attache  B du 
tablier;  c’est  pourquoi  il  sera  à propos  de  régler  à l’avance  ces 
objets  pour  satisfaire  aux  conditions  de  l’équilibre.  Soit  donc  q 
le  poids  des  portions  de  petites  chaînes  MF  (Gg.  91 7),  suspendues 
verticalement  sous  la  poulie  D,  q'  le  poids  présumé  des  armatures 
en  F,  augmenté  de  la  moitié  du  poids  des  premières  plaques  de 
grosses  chaincs,  qui  s’assemblent  sur  ces  armatures  et  qu’on  sup- 
pose ici  horizontales  pour  la  position  verticale  du  tablier;  on  aura, 
pour  déterminer  T”,  la  relation 

?+?’= T”, 

en  négligeant  l’action  du  poids  des  portions  de  chaincs  BI  et  IM. 

Mais,  comme  il  reste  toujours  quelqu’incertitude  sur  le  poids 
véritable  de  ces  différentes  parties,  sur  celui  du  tablier,  etc,  il  sera 
bon  de  prendre  le  poids  q'  plutôt  trop  fort  que  trop  faible,  alin 
de  n’avoir  rien  à retrancher  sur  celui  des  armatures  et  des  pre- 
mières plaques,  lors  de  leur  mise  en  place;  peut  être  même  serait-il 
convenable  de  supposer  un  ystème  de  plaques  tout  entier  sus- 
pendu aux  armatures,  afin  d’augmenter  la  pression  et  le  frottement 
des  petits  chaines  sur  la  gorge  des  poulies  D,  et  d'éviter  ainsi  un 
glissement  qui  s’opposerait  à la  manœuvre  du  pont  vers  l’instant 
cjue  nous  considérons. 

Maintenant,  pour  déterminer  la  hauteur  du  point  de  contact 
moyen  1 de  la  poulieantérieure,on  remarquera  que  le  poids  P du 
>n Lier  a pour  bras  de  levier,  la  distance  GL  de  son  centre  de  gra- 
vité à la  verticale  de  l’axe  A des  tourillons , tandis  que  celui  de 
T”  est  égal  à la  perpendiculaire  AK  abaissée,  du  même  axe,  sur  la 
direction  IB;  en  sorte  qu’on  a 

P.LG«=T”.AK;  d’où  AK— p.LG, 
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ce  qui  ti\e  la  position  de  1K  quand  B est  donné,  et  par  suite  celle 
de  I. 


Idée  de  l'influence  de  la  constitution  physique  des  chaînes. 

35.  Les  observations  qui  précèdent  suffisent  pour  prouver  que 
le  système  de  contre-poids  mis  en  usage,  pourra  remplir  convena- 
blement les  conditions  du  problème  dans  le  cas  où  le  point  I sera 
pris  sur  la  verticale  de  l’axe  des  tourillons  A;  cependant  on  con- 
çoit aisément  que  l’équilibre  ne  pourrait  avoir  lieu  rigoureusement 
pour  toutes  les  positions  du  tablier,  qu'aulant  que  les  chaines  du 
contre-poids  auraient  une  forme  exactement  continue  ou  que  ses 
articulations  seraient  infiniment  rapprochées;  mais  comme,  au 
contraire,  la  distance  des  boulons  a été  supposée  de  0",H,  on 
voit  qu’il  n’y  aura  qu’un  certain  nombre  de  positions  d’équilibre 
rigoureux;  par  exemple,  si  la  portion  L’ — L”  de  chaîne  extérieure 
qui  passe  sur  la  poulie  est  seulement  de  5"*, 20 , la  longueur  des 
grosses  chaiues  susceptibles  de  se  replier  sera  3'", 20=2", 60, 

ce  qui  ne  comporte  environ  que  25  ou  26  articulations  en  comptant 
celles  des  extrémités,  auxquelles  d’ailleurs,  comme  cela  parait 
évident  d priori,  il  droit  correspondre  tout  au  moins  24  positions 
d’équilibre  du  système  en  ne  comptant  pas  les  articulations 
extrêmes. 

Cet  aperçu  est  déjà  sans  doute  bien  rassurant  pour  ceux  qui 
se  proposeraient  de  mettre  le  pont-levis  qui  nous  occupe  en  pra- 
tique; mais  en  examinant,  comme  on  l'a  fait  dans  les  articles  55 
et  suivants  du  Mémoire,  déjà  cité,  sur  le  pont-levis  à contre-poids 
variables(Mèmorial  de  l'Officier  du  Génie,  tome2')en  examinant, dis-je, 
ce  qui  se  passe  lorsqu’un  même  système  de  plaques  se  replie  vers 
la  partie  inférieure  des  grosses  chaines,  on  trouve  que,  non-seu- 
lement il  y a rigoureusement  équilibre  dans  la  position  horizon- 
tale de  ces  plaques,  mais  encore  dans  celle  où  elles  prennent,  par 
rapport  à la  verticale , une  position  symétrique  à l’égard  du  sys- 
tème de  plaques  qui  les  suit  où  les  précède  immédiatement  ; d’où 
il  résulte  qu’il  y a,  non  pas  seulement  24  positions  d’équilibre,  mais 
bien  48.  De  plus,  le  calcul  démontre  que  le  plus  grand  efTort  rela- 
tif aux  différences  d’équilibre,  qui  ont  lieu  dans  les  positions  in- 
termédiaires , ne  s'élève  pas  à 1 lie', 50  pour  un  poids  de  tablier 
supposé  de  5000kl1,  et  en  ayant  égard  au  système  total  des  grosses 
chaînes  qui  forment  le  contrepoids.  Knfm , dans  le  cas  où  les 
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chaînes  sont  disposées  de  façon  que,  les  prenant  deux  à deux  , la 
plaque  inférieure  de  l'une  soit  horizontale,  quand  celle  de  l'autre 
est  inclinée  à 50°  environ  sur  la  verticale  (fig.  218),  on  trouve  qu’il 
y a naturellement  alors  un  nombre  double  de  positions  d’équilibre, 
c’est-’i-dire , environ  96  ; ce  qui  certes  est  plus  que  suffisant  pour 
assurer  la  réussite  de  ce  système  de  pont-levis  sous  le  rapport  de 
l’équilibre. 

Néanmoins  il  est  à remarquer  qu’on  n’a  pas  tenu  compte  dans 
ce  qui  précède,  de  l'influence  du  poids  des  petites  chaines  du 
pont,  lesquelles,  pesant  environ  6 kd.  par  mètre  courant,  peuvent 
occasionner  des  différences  d’équilibre,  qui  vont  jusquà  60  et 
même  70k‘l.  vers  la  position  horizontale  ou  verticale  du  tablier. 
Ces  différences  exigeant  l’effort  de  plus  d’un  homme,  méritent 
d’étre  prises  eu  considération  ; or , d’après  ce  qui  a été  dij,  au 
n0  77  de  la  1”  section  du  cours,  il  sera  facile  de  tenir  compte , 
de  ce  poids  des  petites  chaines,  dans  les  calculs  relatifs  aux  grosses 
chaines  du  contre-poids. 

Manière  de  tenir  compte  des  poids  des  petites  chaînes. 

36.  Supposons  le  tablier  parvenu  à une  position  quelconque 
AB  (fig.  219)  nommons  p le  poids  du  mètre  courant  de  petites 
chaînes;  celui  de  la  longueur  RI  de  la  chaine  extérieure  sera  pl, 
qui  doit  être  censé  concentré  au  point  O et  qu’on  pourra  décom- 
poser en  deux,  l’un  /^-agissant  au  point  de  contact  I de  la  poulie, 

l'antre  p y agissant  au  point  d’attache  B du  tablier,  lequel  s’ajoute 
à la  composante  p de  son  poids,  de  sorte  que 

P + Y ‘l 

sera  l’effort  total  qui  agit  en  B.  Maintenant,  si  l’on  décompose  la 
force  verticale  pl  appliquée  en  I,  en  deux  ; l'une  agissant  nor- 
malement à la  gorge  de  la  poulie  et  qui  sera  détruite  par  la 
résistance  des  tourillons  C,  l’autre  agissant  suivant  la  direction  IB, 
pour  entraîner  le  tablier  dans  le  sens  de  p on  prouvera  facilement 
que  ce  dernier  effort  est  équivalent  au  poids  d’une  portion  de 
chaines  ayant  pour  longueur  la  projection  l’O’  de  10  sur  la  verti- 
cale du  point  d’attache  F du  contrepoids  Q . et  finalement  on 
conclura , d'après  les  considérations  de  l'article  77.  déjà  cité , 
qu’en  vertu  du  |>oids  des  petites  chaines  . le  contre-poids  Q se 
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trouve  augmenté  de  la  quantité  /s.O’F.égale  au  poids  delà  portion  de 
chaineO’Fqui  représente  latfifférence  de  bauteurdu  point  milieu  de 
BI  et  du  pointd’attacheFducontre-poids.Etcotnmeon  aura  encore  ici 

< : /ii  : ; BI  ; AI , d’où  , 


il  est  clair  que  la  valeur  du  contre-poids  Q,  rectifiée  d’après  les 
nouvelles  hypothèses,  sera 


Ü= 


quantité  que  l’on  calculera  facilement  pour  chaque  position  parti- 
culière du  tablier,  ce  qui  donnera  la  loi  exacte  suivant  laquelle 
doivent  varier  les  épaisseurs  correspondantes  des  grosses  chaînes 
du  contre-poids, si  l'on  a soin  de  changer  le  signe  de  O’F  quand  la 
hauteur  du  point  F devient  supérieure  à celle  du  O ou  O'. 


Construction  définitive  des  chaînes  du  contre-poids , pour  le  cas  où 
la  poulie  antérieure  répond  à l'axe  du  tablier. 

37.  On  trouve  ainsi  (*)  que  chacune  des  grosses  chaînes  dont  il 
s'agit  doit  ce  constituer  de  deux  parties,  l’une  qui  a un  poids  uni- 
forme et  qui  se  construit  facilement,  l’autre  dont  le  poids  doit 
aller  en  augmentant,  à compter  de  l’armature  supérieure,  suivant 
les  termes  de  la  progression  arithmétique  1,2,3, 4 ....  ; ce  qui  as- 
signe au  tout  une  forme  trapézoîde  abcd  (fig.  220)  qu’on  obtient 
en  ajoutait),  aux  divers  boulons,  des  rondelles  ou  de  petites  pla- 
ques, dont  le  poids  augmente  convenablement  de  l'armature  supé- 
rieure à l’armature  inférieure.  Mais  on  démontre,  par  les  mêmes 
calculs  qu’en  se  contentant  de  donner  aux  chaînes  du  contre-poids 
une  épaisseur  uniforme  a' b’  moyenne  entre  celle  ab  et  cd  que  doi- 
vent recevoir  leurs  extrémités,  d’après  l’équation,  ci-dessus, 
l'équilibre  ne  sera  nullement  troublé  pour  les  positions  initiale 
et  finale  du  tablier,  et  que,  dans  les  positions  intermédiaires  lésai  téra- 
tionstotalesd’équilibredes’élèverontpasau-delàdel4kuponrdesta- 
bliers  qu  i en  pèseraient  3000;  quantité  qu’on  peut  ici  négl  iger  sans  in- 
convénients, attendu  que,  pour  les  positions  intermédiairesdontil  s'a- 
git, la  puissance,  appliquée  aux  grandes  poulies  de  manœuvre,  n'a  à 


(*>  Voyez  le  mémoire  rite  au  tome  ï'  , (in  Memorial  de  l'Officier  du 
Génie. 
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vaincre  qu’une  partie  des  résistances  passives  qui  correspondent  à 
la  position  horizontale  du  tablier. 

D’après  cela,  nommant  Q’ et  Q”  les  valeurs  deQrelativesà  la  plus 
grande  et  à la  plus  petite  longueur  L’  et  L”  des  chaines,  extérieu- 
res Bl,  le  poids  total  des  grosses  chaines  sur  les  hauteurs 

devra  élre  Pris  «8al  à Q'— Q”;  ce  qui  6xera  entièrement 

les  dimensions  de  ces  dernières  chaines  en  supposant  qu’au  préala- 
ble, on  ait  réglé  convenablement  le  poids  des  armatures  supérieu- 
res et  la  position  du  point  I conformément  à ce  qui  a été  indiqué 
précédemment. 

Cas  général  où  la  poulie  antérieure  a une  situation  quelconque. 

38.  Le  calcul  du  poids  des  grosses  chaines  et  leur  construction 
ne  sont  guère  plus  difficiles  pour  le  cas  où  le  point  de  contact 
moyen  I de  la  poulie  antérieure  a une  situation  quelconque , que 
pour  celui  où  il  se  trouve  sur  la  verticale  même  de  l’axe  A des 
tourillons,  si  l’on  continue  toutefois  à supposer  que  ce  dernier, 
le  centre  de  gravité  du  tablier  et  le  point  d’attache  B (fig.  221)  des 
chaines,  soient  situés  sur  une  même  ligne  droite. 

Prolongeons,  en  effet,  la  verticale  du  point  I jusqu’à  sa  ren- 
contre en  H,  avec  la  droite  AB  du  tablier  ; nous  avons  déjà  trouvé 
que  le  poids  qui  agit  en  B,  eu  égard  au  poids  des  petites  chatnes 
du  pont  est 


ainsi  la  tension  t , de  la  chaîne  extérieure,  qui  maintient  ce  poids 
en  équilibre,  s’obtiendra  par  la  proportion  suivante  : 

l:j>+-4-*:;Bl:HI;  d’où  l-(p+  -L  l ^ . 

expression  facile  à calculer  par  la  considération  du  triangle  BIH  , 
ou  par  des  opérations  purement  graphiques  ; car  si  l’on  porte,  de 
I en  S,  sur  la  verticale  IH,  un  nombre  de  millimètres  ou  de  centi- 
mètres égal  au  nombre  des  kilogrammes  contenus  dans  p-\-  -~lt 
puis  qu’on  mène  SL  parallèle  à BH , IL  exprimera  évidemment , 
dans  les  mêmes  unités,  le  nombre  des  kilogrammes  de  t.  Pour  ob- 
tenir ensuite  la  valeur  totale  de  Q,  on  projetera , comme  on  l’a  ex- 
pliqué ci-dessus,  le  point  milieu  O de  BI,  en  O’  sur  la  verticale  du 

88 
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point  d'attache  F des  grosses  chaînes , et  l’on  aura , pour  la  posi- 
• tion  actuelle  de  F et  de  O , 

relation  qui  donnera  rapidement  les  valeurs  de  Q qui  répondent 
['.ut  différentes  positions  du  tablier , et  qui  permettra  ainsi  de 
calculer  les  dimensions  de  chaque  partie  des  grosses  chaînes  qui 
constituent  le  contre-poids. 

Construction  des  chaînes  du  contre-poids  pour  le  cas  général. 

39.  Considérant  d'abord  le  tablier  dans  la  position  où  il  bat 
contre  les  montans  verticaux  de  la  porte,  et,  nommant  Q”  la  va- 
leur correspondante  de  Q . qui  sera  essentiellement  positive  , si 
l’on  a convenablement  lixé  la  hauteur  du  point  I des  poulies  anté- 
rieures ainsi  qu'il  a été  déjà  expliqué  pour  le  cas  précédent,  on 
réglera  les  dimensions  et  le  poids  de  l’armature,  etc.  , d’après  la 
sup|>ositiou  que  le  premier  rang  de  plaques  a,  a,  (fîg.  222) , qui  s’y 
assemblent,  soit  dans  une  situation  horizontale,  et  observant  que 
la  moitié  seulement  du  poids  de  ces  plaques  agit  sur  F.  Considé- 
rant ensuite  le  tablier  dans  la  position  où  le  système  de  plaques 
suivant»,  a,  est , ;i  son  tour, devenu  horizontal  et  on  il  pèse  par  la 
moitié  de  son  poids,  en  F,  augmentée  du  poids  des  seconds  bou- 
lons , la  valeur  correspondante  de  Q.  diminuée  de  Q”  , donnera 
précisément  cette  moitié  de  poids,  etc. 

Considérant  pareillement  le  tablier  dans  la  position  où  le  sys- 
tème suivant  »j  a-s  de  plaques,  est , à son  tour  horizontal , on  dé- 
terminera , de  môme  leur  poids  et  celui  du  3*  boulon  , et  ainsi  de 
suite  jusqu’à  la  position  horizontale  du  tablier. 

On  remarquera , lors  du  calcul  des  valeurs  successives  de  Q , 
que,  si  on  nomme  c l’intervalle  compris  entre  les  centres  des  trous 
de  boulons  d’une  même  plaque,  augmenté  du  jeu  de  ces  boulons  , 
la  grosse  chaîne  du  contre-poids  s’allonge,  à chacune  des  opérations 
ci-dessus,  de  la  quantité  c,  tandis  que  la  petite  chaîne  extérieure 
s’allonge  du  double  ou  de  2c,  en  sorte  que  L”  étant  la  valeur  de  l 
qui  répond  à Q=Q”,  les  valeurs  de  Q,  successivement  considérées, 
répondront  à 

1=1.”,  i=L”-f-2c,  !=L”-f  4e,  !=L”-j-6c,.  etc. 

Ayant  construit  ainsi,  de  proche  en  proche,  toute  la  partie  des 
grosses  chaînes,  qui  répond  an  mouvemeut  effectif  et  total  du 
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tablier,  on  les  prolongera  , vers  le  bas,  par  un  ou  deux  systèmes 
de  plaques  , afin  de  donner  une  certaine  stabilité  à leur  seconde 
branche,  qu’il  faudra  d'ailleurs  replier  convenablement  lors  de  la 
mise  en  place  et  selon  que  l’exigent  les  conditions  de  l’équilibre. 
Quant  au  moyen  pratique  de  corriger  ou  de  construire  directe- 
ment les  chaînes  sans  recourir  à aucun  calcul,  il  est  facile  à de- 
viner d’après  ce  qui  précède,  et  on  le  trouvera  d’ailleurs  exposé  à 
la  fin  du  mémoire  déjà  souvent  cité. 

CALCUL  DES  RÉSISTANCES  PASSIVES  DANS  LES  PONTS-LBVIS  A CHAINES. 

Calcul  du  frottement  des  tourillons  du  tablier  et  de  ses  points 

d'attache. 

40  II  est  utile  de  savoir  calculer  l’effort  que  la  puissance,  appli- 
quée à la  manœuvre  d’un  pont-levis,  devra  exercer  dans  les  di- 
verses positions  du  tablier  et  principalement  dans  la  position  où 
la  somme  des  résistances  devient  un  maximum  d’après  la  constitu- 
tion du  système.  Afin  de  donner  au  moins  une  idée  de  la  manière 
d’effectuer  le  calcul  dans  tous  les  cas,  nous  considérerons  le  pont- 
levis  à chaînes,  qui  nous  a occupé  en  dernier  lieu,  en  supposant 
qu’il  soit  rigoureusement  en  équilibre  dans  toutes  ses  positions, 
abstraction  faite  des  résistances  passives,  et  que  le  point  de  con- 
tact I (lig.  923)  des  chaînes  et  de  la  poulie  extérieure  soit  sur  la 
verticale  AI  des  tourillons;  nous  négligerons  d'ailleurs  toute  la 
partie  des  frottements  qui  provient  des  pressions  exercées  sur  les 
appuis  par  le  poids  des  petites  chaînes;  ces  pressions  n’étant 
point  appréciables  par  rapport  à celles  qui  proviennent  des  di- 
verses autres  pièces  mobiles  du  système.  Enfin , nous  supposerons 
pour  la  simplicité  des  calculs,  que  le  centre  de  gravité  G du  tablier, 
le  centre  A des  tourillons  et  le  point  d’attache  B des  petites  chaînes 
soient  sur  une  même  ligne  droite. 

Cela  posé,  nommons 

y l'angle  AIB 

a et  fi  les  angles  que  AB,  parvenu  à une  position  quelconque, 
fait  avec  la  verticale  AI  et  la  direction  BI  de  la  chaîne  ; soit  d’ail- 
leurs P le  poids  du  tablier  agissant  au  centre  de  gravité  G,  faisons 

AB=R  , AG  = R’ , 

le  rayon  B du  point  d’attache — r. 
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celui  du  tourillon  A du  tablier 

la  hauteur  AI=H, 

la  longueur  BI  de  chaîne  extérieure = l 


représentons  enfin  par  t la  tension  inconnue  de  cette  chaîne,  qui 
fait  équilibre  à la  fois  au  poids  du  tablier  et  aux  frottements  exer- 
cés sur  les  tourillons  B et  A,  frottements  qui,  en  désignant  par/',, 

la  valeur  de  seront  ici  évidemment  (t"  partie  de  ce  cours, 

n°  86). 

f,t  et  /,\/(P—  < cos 7)a-f  t'sin  y , 

puisque  la  résultante  de  1 et  de  P doit  nécessairement  passer  par 
le  point  d'appui  des  tourillons  A sur  les  crapaudines. 

Supposons  maintenant  qu’on  imprime,  au  tablier  du  pont,  un 
très-petit  mouvement , qui  le  transporte  de  AB  en  A’B’,  de  sorte 
que  l’angle  a varie  de  ch  ; l’arc  infiniment  petit  GG’  décrit  par  G 
sera  R’da , et  l’arc  BB’  décrit  par  B sera  Rda  ; par  conséquent  les 
vitesses  virtuelles  de  P et  de  t,  estimées  dans  leurs  propres  dimen- 
sions, seront 

R’da  sin  a et  Rtfr  sin  fi , 

abstraction  faite  des  signes.  Les  chemins  élémentaires  ou  vitesses 
virtuelles  du  point  d'application  des  frottements  en  A et  B,  se  con- 
fondant d’ailleurs  avec  la  direction  même  de  ces  forces , seront 
évidemment 

r’da  et  rd/3, 

dfi  étant  la  variation  de  l’angle  ABI— fi,  correspondante  à ch;  donc 
on  a,  pour  exprimer  les  conditions  de  l’équilibre, 

<Rsinj5da==PR’sinada-j-/'I<rd/3-f-/'IV(P — * cos  y)* -fl1  sin’  y)  r'da, 

en  faisant  toujours  abstraction  des  signes  de  da  et  dfi,  qui  devront 
être  pris  positivement,  pour  toutes  les  positions  du  système,  atten- 
du que  les  frottements  agissent  constamment  en  sens  contraire  de 
la  puissance. 

De  là  on  tire  l’équation 

Rsin$.  t— R’sin  a.  P-f-/-,  rl  -j£+/,r’  \/(P_  t cos  y)’  -f- 1*  sin*  y ; 
dans  laquelle  il  ne  s'agit  plus  que  de  substituer  la  valeur  absolue 
de  ~ , déduite  des  relations  de  la  figure. 


Digitized  by  Google 


— 695  — 


Or,  le  triangle  AB1  donne,  d’après  les  conventions  ci-dessus 
I'ïsH’+R1 — 2Rcos«,  H*  -=  I* + R* — 2Ricos/3  ; 
d’où  en  différentiant, 

dh> t l dt 3 Kcos/3 — l 

dl  RHsina  ’ dl  R/sin/3 


et,  par  suite, 


d) 3 R cos/3 — l 

dx  l 


H 

-y  COS 


y 


f). 


attendu  que 

Hsina=lsin/3  et  / = R cos /S -|- H cos  y. 

Substituant  cette  valeur  de  ^ en  en  changeant  le  signe,  il  viendra 
finalement 


R sin  (3.  I=R’  sin  a.  P "cos  / <-f  A r’  \ (P — /cosy)*+/’sin'y. 


Pour  résoudre  cette  équation  par  rapport  à /,  on  pourra  se 
servir  de  la  méthode  des  substitutions  successives  dont  il  a été  fait 
mention  aux  n°  4 et  57,  3*  section  du  cours,  ou  bien,  observant 
qu’ici  P — /cos  y surpasse  nécessairement  / sin  y,  on  prendra  d’après 
la  note  t"  de  cette  section , 

\ (P — *cosy)*-f»/’siny*  =0,96|P — /cosyj  -f- 0,4 /sin  y , 

valeur  approchée  à ^ près , qui  ne  peut  conduire  à aucune  erreur 

notable  et  qui,  étant  substituée  dans  l'équation  ci-dessus,  donnera 
immédiatement 

P |R’sin“4-0,96/,r’| 

<=> ? 

Rsin/3 — f,r  " cos r’|o,96cos  y — 0,4  sin  '/j 


(')  On  arrive  directement  a cc  résultat  par  la  considération  du  trianglcciémcn 
UireBBV/dans  lequel  on  a BB’>=  R'd«,  B’6’= Idy—Ude-d/})^ =BB'cos,i3=  Rdaros/f  ; 
da  /_R  co»  fi  . 

d’où  l'on  déduit  —f-— : quantité  qui  ne  diffère  que  par  le  signe 

a«  / 

de  celle,  ci-dessus,  dans  laquelle  , en  effet , du  doit  être  supposé  comme  né- 
gatif par  rapport  à dft . afin  d’obtenir  In  valeur  absolue. 
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quanLâté  qu’il  sera  facile  de  calculer  pour  chaque  position  du 
tablier,  ou  pour  chacune  des  valeurs  distinctes  et  simultanées 
de  a , /3  et  y. 

Considérant , par  exemple,  le  cas  où  AB  est  horizontal , ce  qui 
répond  ici  à l'instant  où  la  somme  des  résistances  passives  est  la 
plus  grande  possible , on  aura 

sma=t , sn)jS  = cos/=-y,  sm  7=-|  , 

et , par  conséquent 

, P)R’-j-0,96  f,r'\b 

/Rll  ft  r /r’{0,96H — 0.4 RJ 

Calcul  des  résistances  du  tablier  pour  des  données  particulières. 

41 . Pour  donner  un  exemple  qui  se  rapporte  au  cas  ordinaire 
des  grands  ponts-levis , nous  supposerons 

P=3000la,  R=4m,00,  R’=2m,00 , H =4", 00,  r=0”,02 

r’— 0“,04 . /',=Om,20  ; d’où 

/»=32"“,  I -=5“,6 57  , <-*0,7093.  P =2 128^,30. 

S'il  n'y  avait  pas  de  frottements  ou  si  f,  était  nul,  on  aurait 

< = ~«0,707i.P=2121k,l,30; 

donc  ces  frottements  augmentent  la  valeur  de  la  tension  de 
0,0024P«=  7*‘il,20. 

Si  le  frottement  des  tourillons  n'avait  pas  lieu,  et  que  celui  du 
point  d’attache  des  chaînes  continuât  à subsister , on  aurait  sim- 
plement 

,=TR^H*P-°-,0,!S9r'’ 

et  par  conséquent  l’augmentation  de  tension  nécessaire  pour  vaincre 
ce  frottement  serait  de 

0,707 59P— 0,707 1 P=0,00049P  = I k",47  ; 

ce  qui  démontre  la  faible  influence  exercée  par  ce  dernier  frotte- 
ment. 
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Résistances  des  poulies  antérieures  et  des  chaînes. 

42.  Nommons  t,  la  tension  de  la  seconde  branche  IL  des  chaînes 
appartenant  h la  poulie  C,  et  supposons  cette  branche  à-peu-près 
horizontale;  l’angle  de  t,  et  de  t sera  ainsi  100° 4- y.  Si,  de 
plus , nous  nommons  r,  le  rayon  du  tourillon  de  la  poulie  , la 

valeur  de  

V«+r 

qui  lui  correspond , K,  le  rayon  de  la  gorge  de  cette  poulie , y 
compris  la  demi-épaisseur  des  chaînes  plates  à articulations,  con- 
struites dans  le  genre  des  chaînes  de  montre  , et  ayant  p pour 
rayon  des  tourillons  , ft  pour  coefficient  du  frottement , nous  au- 
rons, en  vertu  du  n°  G “2  de  la  3*  section  et  en  supposant  la  tension 
I (lig.  224)  décomposée  en  deux,  l'une  verticale  (cos/,  qui  s'ajoute 
au  poids  de  la  poulie , que  nous  représenterons  par  m,  l’autre 
(sin/,  horizontale,  qui  se  retranche  de  (t, 

‘.•*.=1*  + <R.+r.A’V«,— < *in  cos  y)3 , 

équation  dans  laquelle  on  peut  également  remplacer  le  radical  par 
sa  valeur  approchée 

0 JG  jm-f  ( cos/j  + 0,4 j (,—  Isin  / j , 

1 -..-.j  iiofi;  in  - 

attendu qu’ici  encore  m -t- 1 cos  y surpasse  évidemment  (,  — Isin/ 
pour  les  diverses  positions  du  tablier.  Substituant  donc  et 
faisant 

'■‘•li  • lüMOart&i.'  2 'S\  r-  ’<  ■ 1 . t 1 

?ftf— — j 

R<~  fiP 

on  aura,  pour  calculer  (, 

!(1  + <J)R, -4-/1’ r, (0, 96cos/— 0,4. sin  /)((+  0,96/,’ r,m 
1 Ri — 0,4/,’r, 

Les  chaînes  et  leurs  tourillons  étant  en  fer . nous  pourrons  en- 
core supposer  /J— 0,20  ; quant  à /j’  coefficient  du  frottement  de 
l’axe  de  la  poulie,  il  sera  environ  0,14  (3*  section  , n*  H),  si  l’on 
suppose  cet  axe  en  fer  et  la  boite  en  cuivre  sans  renouvellement 
d’enduit.  Cela  posé,  prenant  m—  SOC’*'1,  à cause  des  deux  poulies 
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censées  ici  confondues  en  une  seule,  et  faisant,  comme  ci-dessus , 
y=  d’où  sin 7=cosy=»— ^=-  —0,707,  et  ,s=0“,OI,Rt=0“,33, 

r _-0“,02,  (=2i28Lil,50,  nous  aurons  , d’après  ces  données  con- 
formes à celles  qui  sont  cil  usage  dans  la  pratique  , 

0,96cosy— 0,4sinÿ-— 0,590,  d=0,0t22,  <,=2171^1,30. 

Ces  résultats  montrent  1"  que  la  résistance  seule  des  articula- 
tions’ des  chaines  fait  accroître  la  tension  t ded  (=4),  0122«=-25kii,97, 
valeur  plus  que  triple  de  celle  qui  représente  les  résistances  pas- 
sives du  tablier  réunies  ; 2°  que  l’accroissement  total  de  tension  , 
occasionné  par  cette  résistance  des  articulations  des  chaines  et  par 
les  tourillons  des  poulies , s’élève  à 

2171ki',50— 2128^1, 50=  42H80, 

dont  à peu  près 

*2101,80—25101,97  - 16101,83 

sont  absorbés  par  le  frottement  des  tourillons  dont  il  s’agit. 

Si , au  lieu  de  chaines  méplates  , on  faisait  usage  du  système  de 
chaines  qui  a été  mentionné  dans  la  4'  section  du  cours,  leur  résis- 
tance serait  à très-peu  prèsnulle;de  sorte  que  la  puissance  n’aurait 
à vaincre  que  les  16kil,85  des  tourillons  des  poulies. Si,  de  plus,  on 
remplaçait  les  coussinets  en  cuivre  de  ces  tourillons  par  des  cous- 
sinets en  gayac,  ou  autres  bois  durs , tels  que  pattes  de  sorbier , 
de  cornouiller,  de  buis,  etc.,  qui  après  avoir  été  bien  desséchés  dans 
un  four,  seraient  bouillis  dans  l’huile,  le  tout  avant  leur  confec- 
tion, si,  dis-je,  on  opère  ce  remplacement,  se  réduira  à une 
valeur  qu’on  peut  supposer  être  tout  au  plus  égale  à 0,05  ou  ^ 
d’après  les  expériences  de  Coulomb  sur  le  frottement  du  fer  contre 
du  bois  dur;  faisant  donc  ces  hypothèses  dans  la  dernière  formule, 
et  toujours  i=0,  elle  donnera 

*t=Si34kil,B5  ; 

et  par  conséquent  l’excès  de  tension  provenant  des  tourillons  des 
poulies,  se  réduira  à 

2t34ki|,55 — 2t28k‘l,50=6kii,05, 

seulement  au  lieu  des  42,k>|80  trouvés  dans  les  suppositions 
précédentes. 

la  puissance  n’ayant  ainsi  à vaincre , au  total , qu’une  résis- 
tance de 

2134,kil55— 212tkil,3=13kil,25. 
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On  voit  qu’un  pareil  pont-levis  serait  facilement  manœuvré  par 
un  seul  homme  appliqué  directement  aux  chaînes  du  tablier  : nos 
calculs  supposent,  il  est  vrai,  la  seconde  branche  IL  de  ces 
chaînes  horizontale,  tandis  qu’elle  serait  verticale,  mais  celte  cir- 
constance ne  ferait  augmenter  la  résistance  que  d’une  quantité 
assez  petite  : il  en  serait  tout  autrement , comme  on  va  le  voir,  de 
l'hypothèse  où  un  second  système  de  poulies  serait  placé  en  arrière 
du  premier  C. 


Résistances  des  poulies  intérieures  et  des  chaînes. 


43.  Les  équations  ci-dessus,  quoique  relatives  aux  poulies  anté- 
rieures, n'en  donneront  pas  moins  la  valeur  de  la  tension  t, , 
(fig.  223),  qu’il  faudrait  appliquer  aux  nouvelles  poulies  D,  pour 
vaincre  celle  t,  de  la  branche  de  chaîne  LI , ainsi  que  les  frotte- 
ments qui  en  résultent,  il  ne  s'agit,  en  effet,  le  cordon  t,  étant 
vertical,  que  de  supposer  ^=0  dans  ces  équations,  et  de  rem- 
placer t,  par  t,  sous  le  radical , t par  t,  et  t,  par  t»  en  dehors  , ce 
qui  donne 

t,  R,=(l  + f rj\  v<l+ (•»  r <0*  ; 

d’où 

i(t-i-J)K, -1-0.4/’, r,it.-tQ-9C/:r,m  2/;.c 

* — R, — 0.9G/>,  ’ 'J  R, — /,«,* 


En  supposant  encore  ici 

R,=0m,33,  p=0">,01 , r,=0“,02,  f,=  0-.20,  0“,1  i, 

en  prenant  d’ailleurs  m=»300kii-{-200k>l=500kil,  à cause  desgrandes 
roues  et  chaînes  de  manœuvre,  enfin  <,=217tkii,50,  valeur  pré- 
cédemment calculée,  on  trouvera  d’abord  £=0,0122  ; ce  qui  donne 
pour  la  résistance  des  chaines. 


ensuite , 


^,=  26kil,49, 
t = 2277kil,40. 


ce  qui  donne  un  accroissement  de  résistance  de 


2227kü  ,40  - 2171kii,30=  56kü  ,10. 

Quant  à l’effort  total  qu’aurait  à exercer  la  puissance,  supposée 
appliquée  en  t,  aux  petites  chaines,  pour  vaincre  toutes  les  résis- 
tances réunies  des  frottements,  il  serait  de 

2227kil,40— 2121kü,50=t06kil,10. 

89 
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lin  homme  pesant  moyennement  üokil.  ou  voit  qu’il  en  faudrait  au 
moins  deux , dans  les  hypothèses  actuelles,  pour  mettre  le  pont- 
levis  en  mouvement;  mais  comme  dans  la  réalité,  un  homme  ne  peut 
guère  exercer  d’une  manière  un  peu  soutenue,  un  effort  qui  surpasse 
25  à 50t>i,  ou  voit  qu’il  en  fandrait  près  de  l pour  manœuvrer  le 
pont  commodément.  D'ailleurs  .en  plaçant , comme  cela  se  pratique 
ordinairement,  une  roue  de  mauœuvre  d’un  rayon  de  0™, CG,  à-peu- 
près  double  de  celui  des  poulies,  le  nombre  des  hommes  pourrait, 
sans  inconvénient,  être  réduit  à deux;  mais  il  en  faudrait  encore  4, 
au  moins,  dans  l'hypothèse  où  les  petites  poulies  n’auraient  que 
0m,33  de  diamètre;  ce  qui  montre  les  avantages  inhérents  à l’agran- 
dissement du  rayon  de  toutes  les  poulies. 

Résistance  totale  dans  l'hypothèse  d'une  construction  convenable 
des  chaînes , des  coussinets,  etc. 

44.  Enfin,  si  reprenant  le  cas  où  tous  les  coussinets  des  poulies 
sont  en  bois  gras  et  où  la  chaîne  n’offre  plus  de  résistance  ;i  la 
flexion  , on  suppose  , dans  la  dernière  des  équations  ci-dessus, 

/, — 0,  f,- 0,05,  o=0,  l.=2134til,55, 

on  trouvera 

I1=2t44k'l,  83; 

de  sorte  que  la  résistance  totale  serait  réduite  à 
2144™, 83-2421*1,3-23*", 53, 

f 

effort  qu’un  homme  , appliqué  directement  à la  branche  verticale 
des  chaînes  . exercerait  facilement , et  qui  serait  réduit  à moitié 
si  l’on  employait  une  roue  de  manœuvre  d’un  diamètre  double  de 
celui  de  la  ponlie  D ; mais  comme  on  ne  peut  espérer  d’anéantir 
complètement  le  frottement  des  articulations  des  chaines  sur 
les  poulies  , comme  il  faudrait  en  outre  tenir  compte  des  différen- 
ces d’équilibre  etc.  , on  doit  admettre  que  la  résistance  serait  à 
peu  près  double  , et  exigerait  l’effort  d’un  homme  pour  être  vain- 
cue , sans  de  trop  grands  efforts  , même  dans  le  cas  d’une  grande 
roue  de  manœuvre. 

Comparaison  des  résultats  du  calcul  avec  ceux  de  rexpèrience. 

45.  L’expérience  a confirmé  ce  résultat  pour  le  pont-levis  à 
contre-poids  variable , dont  nous  avons  donné  la  description  plus 
haut,  et  dans  lequel  les  différences  d’équilibre  en  question  ne 
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s'élèvent  pas,  connue  nous  l'avons  remarqué,  au-delà  de  1 1 à 12 
kilog. , pour  les  dispositions  qui  sont  ordinairement  adoptées  dans 
la  pratique.  En  effet,  le  pont-levis  de  la  citadelle  de  Verdun,  cons- 
truit en  1821  par  M.  le  colonel  du  génie  Thiébault,  et  dont  le  ta- 
blier, recouvert  de  bandes  de  rouages  et  ayant  4" ,50  de  longueur, 
doit  peser  au-delà  de  5000  Ml*,  pouvait  être  facilement  manœuvré 
par  un  seul  homme  appliqué  aux  petites  chaînes  de  la  roue  de  ma- 
nœuvre, lors  des  premiers  instants  de  sa  construction.  Nous  pour- 
rions en  citer  plusieurs  autres  de  ce  poids,  dont  la  manœuvre  a 
offert  les  mêmes  résultats;  et  si  deux  hommes  ont  paru  nécessaires 
pour  mettre  en  mouvement  le  pont-levis  de  la  porte  des  Allemands 
à Metz,  cela  lient  uniquement  à ce  que  le  jeu  de  toutes  les  articu- 
lations a été  maintenu  fort  petit  et  a été  mal  observé  par  l'ouvrier 
chargé  du  travail  des  fers,  d’où  il  est  résulté  de  la  gêne  et  des  ré- 
sistances véritablement  étrangères  à la  nature  du  système. 

Toutefois  nous  n'avons  pas  tenu  compte  , dans  les  calculs  qui 
précèdent , de  deux  autres  causes  de  résistance  auxquelles  on  se- 
rait d’abord  tenté  d’attribuer  une  grande  influence  dans  le  pont- 
levis  en  question.  C’est , d’une  part  , la  résistance  qu'offrent  les 
grosses  chaines  du  contre  poids  dans  leur  reploiement  vers  la  par- 
tie inférieure,  et,  d'une  autre,  la  résistance  occasionnée  par  l'iner- 
tie des  masses  considérables  à mettre  en  mouvement.  Or,  le  calcul 
apprend  , quant  aux  premières  , qu’elles  ne  s’élèvent  pas  au-delà 
de  5 kilog.  dans  le  sens  des  petites  chaines , ou  de  2*01,5  sur  la  cir- 
conférence du  tambour  de  manœuvre  , censé  toujours  d’un  rayon 
double  de  celui  des  petites  poulies  ; quant  à la  résistance  prove- 
nant de  l'inertie  des  masses  , il  ne  sera  peut-être  pas  inutile  de 
montrer  comment  on  peut  l’évaluer  , d’une  manière  suffisamment 
approximative  , dans  le  cas  qui  nous  occupe. 

Influence  de  l'inertie  des  masses  du  système. 

46.  Il  parait  d’abord  évident  que  la  vitesse  du  système  étant 
nulle  à la  fin  du  mouvement , il  n’y  a pas  eu  , au  total  (Voyez  n° 
26  de  la  I'*  section)  de  force  vive  ou  de  quantité  d’action  consom- 
mée en  pure  perle , soit  pendant  la  descente,  soit  pendant  la  mon- 
tée du  tablier  , mais  la  question  est  ici  véritablement  de  prouver 
que  la  quantité  de  travail  et  l’effort  que  doit  développer  le  moteur, 
dans  les  premiers  instants  , pour  vaincre  l’inertie  . sont  des  frac- 
tions assez  petites  de  ceux  qu’il  peut  développer  sur  la  roue  de 
manœuvre. 
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Supposons,  par  exemple,  qu’au  bout  du  sixième  de  la  course  to- 
tale, le  système  doive  avoir  acquis  la  vitesse  de  0m,2  par  seconde 
dans  le  sens  des  points  d’attache  du  tablier  ; ce  qui  lui  ferait  par- 
courir les  cinq  autres  sixièmes  en  moins  de  27";  la  course  totale 
des  points  dont  il  s’agit  étant  d'environ  6“, 30,  dans  la  supposition 
d’un  tablier  de  4m.  de  longueur,  la  vitesse  angulaire,  ou  à l’unité 
de  distance  de  ce  dentier,  sera  ainsi 

à laquelle  correspondra  une  force  vive , 

w'jr'dm  - 0,0025 j r-dm  ; 

Jr  r'dm  étant  le  moment  d’inertie  de  la  masse  du  tablier , par  rap- 
port à l'axe  des  tourillons;  mais  pour  la  simplification  du  calcul, 
on  peut  ici , sans  crainte  d’erreurs  notables , assimiler  la  masse  du 
tablier  à celle  d’une  barre  prismatique  d’une  densité  uniforme  II 
dont  e serait  l’épaisseur  , R— 4m,  la  longueur  et  b la  largeur  ; ce  qui 
donne  ( Note  de  la  2°  teclion). 


/ 


r'dm=- 


où  3=9, “809  et  IlefeR  représente  le  poids  de  la  barre , censé 
égal  à 3000101.  Quant  à l’inconnue  e , sa  valeur  ne  saurait  égaler 
même  le  de  4R*,  de  sorte  qu’elle  est  tout  à fait  négligea- 
ble. Nous  aurons  donc  pour  la  force  vive  à imprimer  au  tablier  , 


wÿr’dm. 


0.0025X3000X16 


= 4,08 


3V9.809 

dont  la  moitié  donne  , pour  la  quantité  d’action  à dépenser  par  la 
puissance  , 2k",04. 

Quant  à la  force  vive  des  poulies  et  des  contre-poids , on  la  cal- 
culera aisément , pour  une  position  quelconque  AB  (Gg.  226)  du 
tablier , en  observant  que  la  vitesse , dans  le  sens  des  petites 
chaines  BI  , est  à celle  u R du  point  d’attache  B , dans  le  rap- 
port des  espaces  élémentaires  BB’ , BB”  décrits  simultanément  par 
B , dans  le  sens  de  BI  et  de  son  propre  mouvement  ; c’est-à-dire , 
que  la  vitesse  des  petites  chaines  est 

gjp&)R=sin/3.  wR^0m.2sin^, 

(:  étant  toujours  l'angle  formé  par  BI  et  AB. 
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Mais  en  appelant  p la  composante  du  poids  du  tablier  agissant 
en  B,  laquelle  est  environ  1500k11,  et  supposant  que  le  point  de 
contact  moyen  I des  poulies  et  des  chaînes  soit  sur  la  verticale  A 
des  tourillons,  on  trouve,  d’après  les  considérations  mise  en  usage 
dans  ce  qui  précède , que  la  valeur  correspondante  des  grosses 
chaînes  du  contre-poids  doit  être 


p.i^=i5o0k«.-s,na 


sin/3 


sin/3  ’ 


donc  la  force  vive  de  ce  contre-poids  aura  pour  expression 


isoo 

9 


sin  a 

sin/3 


(0,2  sin/3)*=6,12  sin  « sin  |3. 


Cette  quantité,  qui  est  nulle  pour  la  position  verticale  du  tablier, 
va  sans  cesse  en  augmentant  jusqu’à  ce  que  sin  a acquière  la  valeur 
0,87  pour  laquelle  B1  est  environ  4”, 72  et 
sinasin/3=0,777; 


passé  ce  terme,  sinasin/3  diminue  successivement  jusqu’à  se  réduire 
à 0,707  pour  la  position  horizontale  du  tablier  ; mais  comme  l'i- 
nertie doit  être  vaincue  sur  une  certaine  étendue  à compter  de 
cette  position , nous  prendrons 


ce  qui  donne 


sin  ce  sin  /3  = 0,72  , 
6,12X0,72=4,40 


pour  la  force  vive  correspondante  des  grosses  chaînes  du  contre- 
poids , et 

2k“,20 

pour  la  quantité  d’action  à dépenser  par  la  puissance  motrice. 

Enfin,  il  est  aisé  de  se  convaincre  que  la  force  vive  des  poulies 
et  de  la  grande  roue  de  manœuvre  ne  s’élève  pas  même  à 2 , ou  la 
quantité  d'action  nécessaire  pour  vaincre  leur  énertie  à lk“;  de 
sorte  que  la  quantité  d'action  totale  qu’aura  à développer  la  puis- 
sance , sera  au-dessous  de 

2,04 -j- 2,20  -j- 1=  5k”\24. 

Le  chemin  que  décrit  le  point  d’attache  B du  tablier,  pendant  que 
la  force  motrice  développe  cette  quantité  d’action , étant 

yX6m,â=l”,03 , 


il  est  aisé  de  s’assurer,  d’après  nos  hypothèses,  que  celui  que  par- 
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courront  les  chaînes  ou  gorges  de  poulies,  sera  d'environ  0"',7o  ; 
et  comme  les  grandes  roues  de  manœuvre  sont  censées  d'un  rayon 
double  de  celui  des  petites  poulies,  le  chemin  que  décrira  le  point 
d'application  de  la  puissance,  pendant  le  même  temps,  sera  1",50; 
ce  qui  suppose,  de  sa  part,  un  effort  moyen  ou  constant  de 
5k™,24 


1“',50 


3k,5 


environ  employé  à vaincre  l’inertie  des  masses. 


Temps  nécessaire  pour  élever  le  tablier. 


47.  Quant  au  temps  nécessaire  pour  faire  parcourir  l’arc  de 
lra,05  au  tablier,  il  faudrait,  pour  le  calculer  en  toute  rigueur, 
rechercher  la  loi  même  du  mouvement,  d’après  l'équation  différen- 
tielle du  second  ordre  entre  les  forces  d’inertie  des  masses  du  sys- 
tème ; mais  , comme  ici  l'arc  parcouru  par  le  tablier  est  supposé 
assez  petit , nous  pouvons  , sans  inconvénient , admettre  que  les 
vitesses  des  différents  points  et  les  forces  de  différentes  espèces 
restent  entre  elles  dans  un  rapport  sensiblement  invariable , de 
sorte  que,  sous  l'effort  constant  de  5kil,50  de  la  puissance,  le  sys- 
tème prendra  aussi,  à fort  peu  près,  un  mouvement  uniformément 
accéléré  et  pour  lequel  on  aura 

vt 

e 

e étant  l’espace  parcouru,  v la  vitesse  acquise  au  bout  d'un  temps 
quelconque  t , à partir  de  l'origine  de  ce  mouvement.  Mais  nous 
avons  ici 


donc 


e=lm,05 , i>  ==0”,2  ; 
1=10”,  1; 


et,  comme  il  faut , pour  achever  le  surplus  de  la  manœuvre  , un 
temps  égal  à 27”  environ,  on  voit  que  la  durée  totale  de  cette  ma- 
nœuvre sera  seulement  de  37”,  quantité  au-dessous  du  temps 
qu’on  y emploie  ordinairement. 

Nous  avons  dit  que  la  résistance  du  frottement  des  grosses  chaî- 
nes ne  s’élevait  pas  au-delà  de  2liU50,  mesurés  sur  la  circonférence 
du  tambour  de  manœuvre;  celte  résistance  jointe  à celle  de  3k,l5, 
qui,  d’après  nos  précédents  calculs,  suffit  pour  vaincre  l’inertie 
des  masses  dans  les  premiers  instants  de  la  levée  du  tablier  et 


aux  — 


,o3  __  | j 1.77  ,|’{.fr<)rt)  que  nous  avons  vus  être  nécessaires 


rt 
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pour  vaincre  les  résistances  réunies  des  différents  tourillons,  des 
petites  cliaines  et  des  poulies,  dans  les  hypothèses  favorables  qui 
ont  été  faites  en  dernier  lieu  sur  la  constitution  de  ses  diverses 
parties  , nous  donne  pour  résultat  ou  pour  l’effort  total  à exercer 
par  la  puissance, 

2k,  5+3li,5  -f  1 1 k,77=17k,77 , 

qu’il  faudra  porter  à 18k  au  moins,  à cause  de  la  raideur  des  pe- 
tites chaines  sans  lin  de  la  roue  de  manœuvre  , et  auxquels  il  con- 
vient encore  d’ajouter  environ  12kil  pour  tenir  compte  (Mémoire 
cité)  , des  différences  d’équilibre  dans  le  cas  le  plus  Ordi- 
naire, ce  qui  nous  donne  finalement  pour  le  plus  grand  effort 
à exercer  50  kilogrammes.  Notre  conclusion  est  donc  toujours 
qu’un  seul  homme,  appliqué  à la  chaîne  de  la  grande  poulie  de 
manœuvre , doit  suffire  à la  rigueur,  pour  opérer  dans  un  temps 
assez  court,  la  levée  ou  la  descente  du  pont-levis  qui  nous  occupe; 
mais  que  l’effort  à exercer  par  cet  homme,  égalant,  pour  certains 
instants,  presque  la  moitié  de  son  poids  la  manœuvre  ne  pourra 
s'effectuer  commodément  qu’autant  qu’on  appliquerait  un  autre 
homme  à la  seconde  ro.ue  motrice  ; ce  qui  est  entièrement  con- 
forme à ce  que  l’expérience  a appris  sur  la  manœuvre  des  plus 
grands  pont-levis  à contre-poids  variables. 

Au  sujet  des  calculs  qui  précèdent,  nous  ne  saurions  trop  en- 
gager les  ingénieurs  à se  rendre  compte,  comme  nous  venons  de 
le  faire,  et  avant  l’exécution,  des  différentes  résistances  de  la  ma- 
chine, provenant,  soit  des  frottements,  soit  des  défauts  d’équilibre, 
soit  de  l’inertie  ; ces  calculs  les  mettront  à même  de  combiner, 
dans  chaque  cas  les  dimensions  et  positions  des  pièces  de  la 
manière  la  plus  avantageuse,  et  la  plus  économique  possible.  De 
plus,  nous  les  engageons  à ne  pas  se  contenter,  après  la  mise  en 
place  , de  faire  essayer  le  pont-levis  en  appliquant  simplement  des 
hommes  aux  chaînes  de  manœuvre,  mais  de  suspendre  directement 
à ces  chaînes  et  verticalement  sous  les  grandes  roues , des  contre- 
poids capables  de  mettre  le  système  en  mouvement  dans  les  diffé- 
rentes positions  et  avec  une  vitesse  très- lente;  ces  expériences 
auront  l’avantage  de  servir  de  vérification  aux  calculs,  et  de  donner 
des  indices  sur  les  imperfections  des  diverses  parties. 
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